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Abstract 

The article presents ап app1ication of generating functioIls for sums of random пиmЬегs 
of random variables to branchil1g ргосеББеБ. Basil1g ОП alternative геаlisаtiоп time al1alyses of 
ап il1vеstmепt projcct а пumЬег of dерспdепсеs have Ьееl1 fоuпd out. Ап application of the 
PERT апd сри шеthоds to the pl'oblem of tlle critical patll choice to optimize рlаппil1g of 
ыlldiпgg tasks lНls Ьесп proposccl. 

Введение 

ОДНИ.\l НЗ основных преобразований, дающим изображение оригиналь

ной функции, ПРИ:'lеняе:.1ЫХ в случайных :.юделях, являются ВОСПРОИЗВОДЯ

щие и хараl{теристические функции. Их применяют вообще в задачах маКСII

мального планирования на },ШКСIIМУ:'l ФУНIщпи цели, так как при использова

нии такого подхода Ю1.еется ВОЗ.\Юi-Ю-ЮСТЬ СУ.\1.мирования независиil'1ЫХ слу

чайных пере?llенных. К ТО:'l\У же эти преобразования прю\еняются к СУУli\Ш

рованию детерминированных и случайных чисел случайных переменных. На 

практике оптимального планирования реализации инвестиции анализ слу

чайных процессов практически сводится н: определению технологических 

и организационных событий во время течения стройки. 

1. П роизводящие и характеристические ФУНКЦИИ 

По Ф. А. Гэйгту [1 J производящие функции и характеристические 
функции прил\еняются для представления разложения случайных перемен

ных. B03blleM такую последовательность вероятностей Ро' Pl' . .. сnбытий, 
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что случайная переменная Х принимает относительные СТОИi\ЮСТII О, 1 ... 
Производящая ФУШЩИЯ опре;:I,еляется Еак: 

Р(и) = :2 Рk И" (1) 
"=0 

причеi\1 и - ПРОIJзвольная переi\lенная преобразования. ПОСI"::ОЛЬКУ и - про

извольная переi\\енная, обычно прини.\шется ограничение О < u 1, чтобы 
обеспечить сходи;\юсть ряда определенного paBeHCTBO:ll (1). В TaKO:ll случае 
про изводящая ФУНКЦИЯ всегда существует для любой последовательности 

вероятностей неотрицательной дискретной случайной пере:llенноЙ. Для слу

чайной пере:\lенной Х, описанной точно таюши веРОЯТНОСТЯ.\lИ, харакгеристи

ческа я ФУЮЩИЯ опре;:I,е,lяется по следующей фОРЛlуле: 

= 
P(s) = :2 P/iSj 

j=O 

причем - переменная преобразования, i = 

(2) 

Если сравнить равенства (1) и (2), легко за1l1етить, что замена eis на и 
;\lеняет характеристическую ФУЮЩШО на про изводящую функцию. Причи

ной применения этих двух разных ФУЮЩИЙ является то, что равенство (2) 
обыкновенно обобщается на непрерывные случайныЕ' пере?l1elшые. Тогда: 

P(s) = J ciSXg(x)dx (3) 
Х 

приче1\l g(x) - фУIIКЦИЯ распределения вероятностей. Равенство (3) опре

деляет преобразование ФУНI<ЦИИ, Фурье, которое в теорни вероятности назы

вается характеристической фунr<циеЙ. В оптИ;\шзации планирования реали

зации инвестиции употребляе2Yl целочисленные случайные пере.\lенные в об

ласти вреi\1ени и средств ПРОI!зводства. 

Вид про изводящей функции (1) непригое для непрерывных случайных 
переменных и поэтому ее применяют только I( целочисленным случайным 
переменны1\1. Любая про изводящая функция приюшает значение, равное еди

нице для и = 1. Аналогично, любая характеристическая функция равна еди
нице при S = О. Надо заметить, что производящую ФУНКЦИЮ и характеристи

ческую ФУНКЦИЮ можно считать как i\lатеi\1атическое ожидание относитель

ных случайных переменных иХ и cisx т. е. 

(4) 

Рассматривая про изводящую ФУНКЦИЮ ДВУХСТОИМОСТl!ой случайной перемен

ной (наПРИi\lер, календарное расписание реализации задач при данных сред

ствах) дает последовательность вероятностей Ро' Рl' О, О .... , исполнения 
действий, относительно значений Х О, 1,2,3, ... 
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Соответствие 1I1ежду последовательностями вероятностей и их харак

теристическими функция2УШ в ЭТО1l1 случае однозначно [1]. 
1-( цели оптимизации планирования в строительстве особенно пригод

ньш является сплетение ФУНlщий для су"п1. незаВИСИ1llЫХ случайных перемен

ных следующим образом: 

Если У - СУl\1ЛЫ двух незаВИСИll1ЫХ дискретных случайных перел\ен

ных Х1 И Х2 И а о , ар ... и Ь о , Ь1 , ••• последовательности вероятностей того, 

что Х1 = О, 1, ... и соответственно, Х2 О, 1, ... , тогда ЛЮЖНО обозначить 
последовательность вероятностей Со, С1 , • " для У О, 1, ... в такO?I\ слу
чае вероятность того, что У ПРИНlвшет СТОИilЮСТЬ К, есть вероятностью 

про изведения событий 

{Х1 = О, X Z = 1:}, {X1 = 1, Х2 = 1: - 1}, ... , {x1 = k, Xz = О}: 
k k 

Р{у = k} = Cj; = .:Е Р{Х1 = j, Xz = k - j} = .:Е P{x1 = j} . Р{Х2 = k - j} = 
j=O j=O 

для К О, 1,2, ... 
Здесь используется независимость и взаI!лшое исключение таких собы

тий, когда в случае СТjJоитеоlьства, где И1l1еются <</1» работ и <1/1*» ВОЗ:\Ю/КНОСТОII 

их исполнения при использовании определенных средств, разрешается созда

вать незаВИClшые l\lI-!Ожества для алтернативных вычислений анализа вре

мени и нужд в средствах. В сложных по реализации инвестициях цикл испол

нения есть равнодействующая воЗ:\южностей реализаторов и обусловлен ий 

строительства. Тогда введение:\l алтернативных вычислениi1 разрешается вы

бор цели и средств реализации, как это имело :У1.есто при реализации Мелю-

Ввемя* 

202 

208 

301 

Табл. 1 

Составление результатов ВЫЧИСЛСНIIЙ ПЕРТ рса.1IIзаЦIII! l\1.Б.Ц.3.М.п. 

Вычисление реализации ННl3естиций 
в свободное время 

Количество 
i<ритичесн:их 

действий 

2 

4 

2 

4 

Вычисленный 
н:онечный CPOl( 

реализации 

3 

503 

405 

407 

Вычисление реализации инвестиций 
с вре:<.н:нными ограничениями 

l{оличестrзо 
НРНТИЧ€Сf{ИХ 

действий 

4 

4 

102 

Вычисленный 
}<онечный сран: 

реализации 

5 

400 

406 

408 

* 202 2 года 2 месяца от начала реализации инвеС11lЦИИ 

6* 

208 - 2 года, 8 месяцев от начала реализации инвестиции 
301 - 3 года, 1 месяц от начала реализации ilнвеспщии 
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риальной Болышцы Центра Здоровья }Латери Польки (1\'1. Б. Ц. З. М. П.). 
В таблице 1 представлено алтернативное вычисление времени реализации 
задач, ограниченных диреКТИВНЫЛl CPOKO!l1 окончания строительства. 

Анализ времени представлен в табл. 1 по алтернативным вычислеШ!Юl 
т. е. в свободное вреЛ1Я реализации (возникающим с оптилшзации разложения 

задач во Bpe!l1eHII) !! с временным ограничением по диреКТ!!ВНОЛiУ сро!{у ОКОН

чания инвестиции, показал ряд заВИСИ?lюстей: 

1) первоначальный этап реализации инвеСТIЩН!! характеризуется пол
ньш раСПОРЯ:ЖЕ:ниеы средства:vш прuизводства, прнблизителыIO обеспечиваю

ЩИ1\Ш фронты работ, 

2) С течением вреЛlени теХНОЛОП1чеСI\пе и организационные потребности 
нужды стройки повышаются и в случае, еслп он!! превышают количество 

имеющихся в распорюкении средств ПРОJlзводства, наблюдается недостаточ

ный прогресс работ па действующих фронтах работ, 

З) заВИСИ!lЮСТИ, указанные в пунктах 1), 2) вызывают повышение коли
чества критичеСКI!Х действий (во ",\Ногих случаях замедленных относительно 

к оригинальному графику), 

4) реализация инвестиции в назначенное время значительно ограничи
вает системные возлюжности опти:\шзации разлО)кения задач во вреl\iени 

и граница расхождения нужных средтв производства относ!!Тельно к ИЛ1ею

ЩИ1l1СЯ в распоряжении значительно переДВI!гается во время реализации 

стройки (такую воз.\южность можно За.\lетить гораздо раньше, чеl\1 она 

появляется на практике стройки). 

Введенные параллельно финансовые вычисления l\ЮГУТ раСХОДIIТЬСЯ 

от расчетов потребностей If вреЛlени на стройке по поводу неустойчивого 

уровня цен в Польше. Однако из регистрации нескольких издержек очевидно 

равномерное распределение покупок как ш:веститора, так и производителя. 

2. Метод отсечения чисел 

Во вре:"lШ БЫЧIIсления с ПОl\ЮЩЫО ЭВМ И при сохранении десятичных 

чисел, в ПЮ1ЯТИ КО;\ШIOтера делается отсечение числа без округления. Так 

наПР~1N;ер, число 2/З = 0,666666 ... записывается как 0,666666666, итак с точ
ностью до девяти десятичных разрядов после запятой. В связи с ЭТЮ1, при 

добавлении двух десятичных чисел, ошибка девятой позиции l\Ю)I{ет достичь 

значения О, 1 или 2 единиц этой позиции. Вероятность, связанную с этими 
ошибкюш нетрудно обозначить используя обозначения про изводящей функ

цип. Пусть значение десятой позиции Х1 составляет О, 1, 2, ... , 9 с одинако
вой вероятностью, и значение десятой позиции х'!. второго числа имеет тож

дественные свойства. В связи с ЭТИ;V1 ошибку У на десятой позиции можно 

записать следующей зависимостью: 
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[
О если Х1 + X z = О, 1, 2, 3, 4 

У = 1 если Х1 . X z = 5~ б, : .. , ~ 14 
2 если Х1 + Х2 = 1;:>, 10, 1/, 18. 

ПРОИЗ130ДЯЩIIе ФУНКЦИИ дЛЯ Х1 П Х2 ОДШIilКО13ые 13 I3Iще 

1 -- (и!) 

10 
1 I + 9) и т... 1l 

85 

Юiесто этого соотношеНIiЯ ПРОIJЗ130дящая фушщия су.\ШЫ Х1 -;- X~, учитывая 

сплетенные С130йства ПрО!fзводящей ФУНI';ЦИИ, разложение случайных пере

Лlенных Х, l1редставляется 13 следующеЛl виде: 

ПОДfШ;\iая 13 квадрат выраженпе 11 скобках, СУ:\l;\Ш коэффициентов U(), 1l1, 1[2, и3 , 

и·1 разделенная на 100 есть 13ероятностью, что У = О и так дальше. Этот 

способ дает воююжность исслеДОЕания распространения ошибок в числе

нных вычислениях. ОДfШ1\l из ПРИ:\lеров обязательности употребления ошибок 

отсечения ЯВ~lяется перечисление финансового анализа инвестиционного 

предположения. По поводу того, что цена работ ПОДСЧIпывается в тысячах 

(l Х 103) злотых, а вычислительные возможности пэрт требуют вычжле

ний в 1 х 105 злотых, иногда неоБХОДИ:lЮ ПРШlенять Лlетоднку употребления 
техники расчета ошибок отсечения. ПРaJ{ТIIчеСЮIЙ ПРШlер представлен в таб

лице 2. 
Как ВIIДНО из табл. 2, ошибка отсечения есть причиной повторяющеюся 

каждый раз отклонения по отношению 1'; учеТiIЬШ СТОЮЮСТЮ1 на 5~~, что 

Табл. 2 

Цены в злотых Разница 
Действие Цены в злотых по мето.:r.икс 

в процентах 
ПЭРТ 

1. Элсктрооборудов;шне 
гостшшцы Е 20796000 20700 ОСЮ О,4б 

2. Нулевое СОСТОЯНI!С 
ССГЛIснта Сl 45431000 45400000 0,07 

3. Нулевос СОСТОЯНIIС 
сегмента С3 5224000 5200000 0,46 

4. СТОЯНКII ДЛЯ аВТО~1аШИН 13887000 13800000 0,63 

5. Нулевое СОСТОЯНIIе 
сегмента ВА 12И 460 000 129400000 (),О46 

6. Нулевое СОСТОЯШlе 
сегмента ВВ 163408000 163400000 0,005 

7. Тслефонная установка 
сегмента А 625000 600000 4,0 
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при использовании настоящего ",етода определения работ в течение инвести

ции не дефОРЛlирует результаты счета. Единственно окончательный расчет 

И!шестиции требует подробнейшего анализа. 

3. П рименение методики в стохастическом случае 
(ветвящиеся процессы) 

ПРИЛlенение функции, ПРОI!ЗВОДЯЩИХ СУl\ШЫ случайного количества 

случайных переЛlенных, дают ветвящиеся процессы. ЭТО есть K~lacc "1аРКОВ

СЮfХ процессов о перечисленно,\l количестве состояний [21. 
Предполагается, что раСО1аТРIшается некоторая физическая систе.\1а N, 

состоящая с конечного КО,lичества эле~\ентов одинакового типа или лшогих 

разных ТИПОВ. ПО истечению вре:\lени каждый из эле:\lентов независюю от 

остальных эле.vlентов .vю:жет исчезнуть ПЛИ преобразоваться в группу нпвых 

элеЛlентов. Надо это ПОНЮ1аТЬ, так что совокупность начинается единствен

ньш эле:'l\еНТО:\I, называе.v,ьш нулевой генерацией, 50 = 1. Единственный эле
:\lент разделяется одновре:'llенно на случайное количество ответвлений, 51' 
составляющих первую генерацию. 

Количество эле:нентов второй генерации - су.\ша случайных количеств 

ответвления частных (отде,lЬНЫХ) эле:Vlентов первой генерации, т. е. 52 = 

= Х1 --7- X z + ... + X S1 

где: X j - колпчество случайных одновре:\\енных ответвлений j-тОГО эле

л\ента, непосредственно предшествующей генерации. 

З. Мстод ПОРТ Ll ЦПlvI в сстсвой логш{с 

в ОППJ.'lшзации планирования строительных работ обыкновенно упо

требляем сетевую логику. На рис. 1 предстаюен стрелковой график фраг
:VleHTa гостиницы для л\едсестер: 

График составлен на базе списка операций предварительных требо

ваний. 

Список предварптельных требований является всполюгательньш сред

CTBo.v1 при разработке более сложного стрелкового графика. Пробный график 
приготаВЛ!Iвается с целью нахождения и определения неправильно располо

женных узлов. График станет ТaIZИ;\\ образо.\1 упорядочеННЬВl в TaKo.vl конеч
но,,\ виде, как это представлено например, на рис. 1. 

Вопрос выбора критическою пути дороги заключается в прибавлении 

i\\атериалов к относительным деЙствия.\1 с целью ;\пшю,шзации общей сто

И1\ЮСТИ стройки. НаПРlшер, если для двух одновременных действий нужны 

каменщики, надо определить, сколько из них должен быть присоединен 

к Izаждому из них, чтобы ?iЮЖНО было реализовать задачи в строго опреде

ленноевремя и при минимальных СТОИ1\ЮСТЯХ. 
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Существуют многие ?l1етоды решения похожих задач. Все являются 

расширением первых разработок ПЭРТ (Program Evaluatio!1 and Revielv Tecfz
nique) (СrШсаl Path-Method) Ll ЦПIl/I. 

Основная разница между вышеу!{азаННЫ7l1И 7I1еТОДal\Ш заключается в Т07I1, 

что ПЭРТ использует статистическую постановку оценки времени действий 

(предел времени) 13 течение которого возможно ОI~ончанне действий, в то 

время в методе ЦПl\l оценки Bpe7l1eH осуществяются есмь ОДНОСТОИi\lОСТНЫМИ 
еДИНИЧНЫNШ числа7lШ. Методы ПЭРТ являются полезными в случае исследо

БатеЛЬСi(ИХ или прогрессивных проектов, в которых не хватает опыта или он 

очень малый. Методы ЦПМ полезнее ПРlшенять в случаях проектов, касаю

щихся действий более точно определенных как напр"шер: употребление 

ЦПМ во время строительных работ. В :l1етоде ЦПМ закладывается, что 

стоис.lОСТЬ операuии за13ИСIIТ от назначенного врес.lени. 

СТОИЛЮСТЬ, отвечающая са:vюму KOPOT!(O.\'iY 13ре:V1ени обычно выше, че:Vl 

нормальная стоююсть по поводу таКIIХ факторо13, кш( повышенная зарплата 

(сверх рабочего 13ремени) и сн!!)кенная производительность людей и устройств 

по причине взаИllШЫХ влияний по ;нере введения в задачу новых единиц. 

С другой стороны, ;.lетод ПЭРТ за!{ладывает некоторое статистическое 

разло;,кение ВРбlени ОI,ончания операций II использует среднюю величину 
и среднее отклонение. ДРУГЮ'i известньш спосоБО:\l определеНI!Я вре}lени 

окончания операций - определение опти.\шстичного 13ремени, Сa?llОГО 13ероят

нога 13реЛlени и пессимистичного времени. Целое вре:v1Я исполнения всего 

проекта - тоже случайная пере:\iенная. ОПТИi\шстичное, са:\юе вероятное 

и пессимистичное время окончания проекта получабl после су:\ширования 

(подведения итогов) относительных времен исполнения частичных операций. 

Как общий вывод, люжно СЕазать, что ,\lетод ЦПi\l относиться более j( стои

мости исполнения проеlZта, а метод ПЭРТ - более к вре:чени. 

Если lZ - I~оличество разных возможных типов элементов, тогда состоя

нне спстемы Q в точке IJремени t описывает целочисленный вектор 

где k;(t) - количество элеЛlентов i - того типа, существующих во время t. 
В дальнейшем будем идентифицировать состояние систе;\lЫ Q во время t с век
тором H(t). 

О процессе эволюции систелlЫ Q во 13ремя закладывается, что для каж

дого элемента существующего во вре}lЯ t его следующая эволюция не зависит 
ни от того, когда и каюш спосоБОЛl этот элемент появился, ни от характера 

эволюции всех остальных эле:\lентов, входящих в систему Q во вре7l1Я t. 
Если IX И {3 - 11 - ра3:\lерные 13екторы, а их I(о}шоненты цело численные 

неотрицательные: 
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то вероятность перехода Р",fЗ(t1, t2) системы Q с состояния про исходящего во 
время t1 к состоянию fЗ во время t2: 

Обозначим через {i} (i = 1,2, ... , п) состояние системы Q, составляющийся 
с одного элемента i - того типа. 

Сформулированное выше задание, относящееся к характеру эволюции 

системы Q во время записывается формулой: 

n Щ 

Рa.tз(tl' t2) = :Е П П Р{i}fЗ(t1 , t2) (5) 
n а, i=l j=l 

:Е: :Е: p('.I) = Р 
i=lj=l 

где СУl'vti\шрования по правой стороне равенства делаются по всем вектора;Уl 

(3(i,j) целочисленных неотрицательных составляющих (i = 1,2, ... , п; j = 1,2, 
... , ад про изводящих вместе вектор (3. 

Причем, если ai = О, тогда принимается 

в таком случае ветвящийся процесс - марковский процесс, пространство 

возможных состояний N которого есть множество всех целочисленных n -
размерных векторов неотрицательных составляющих и вероятности пере

ходов которого удовлетворяют зависимости [5]. 

Выводы 

в статье показано применение функции про изводящих суммы случай

ного количества случайных переменных в ветвящихся процессах. По алтер

нативным вычислениям анализа времени реализации задач инвестиционного 

предприятия, выведен ряд зависимостей. Предложено тоже применение мето

дОВ ПЭРТ и ЦПМ дЛЯ решения задач выбора критической пути при опти

мизации планирования строительных работ. 
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