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Sämtliche schneidenden Geraden (kurz: SFkantFn) drFiFr Geraden '-on 
paarweise windschiefer Lage ergehen die Erzellgungslinienschar einer wind­
schiefen Fläche zweiter Ordnung. Sämtliche Sekanten df'r Erzeugungslinien­
schar bilden die andere Erzeugungslinienschar der Fläche, zu dieser Linien­
schar gehören selbstverständlich auch die drei Geraden von paarweise wind­
schiefer Lage. Die Geraden der beiden Erzeugungslinienscharen schneiden 
einander, innerhalb derselben Erzeugungslinienschar "ind aber die Geraden 
im Verhältnis zueinander windschief. Drei beliebige Geraden einer belif'bigen 
Erzeugungslinienschar können als Träger der anderen Erzeugungslinienschar 
gewählt werden, und durch diese drei Geraden sind sowohl die beiden Erzeu­
gungslinienscharen als auch die Fläche selbst eindeutig hestimmt. 

Würden sich innerhalb der einen Erzeugungslinienschar z\\-ei Erzeugungs­
linien schneiden, so würden sich je zwei Punkte aller drei diese schneidenden 
Trägergeraden und damit auch die drei Trägergeraden selhst in der Vf'rbin­
dungsebene der beiden Erzeugungslinien befinden. Die Träger sind jedoch 
Geraden yon paarweise windschiefer Lage, daher können sie nicht in derselben 
Ebene liegen. Deshalb sind zwei beliehige Sekanten der Träger, also zwei belie­
hige Erzeugungslinien der Erzeugungslinienschar notwendigerweise yon wind­
schiefer Lage. 

Giht es keine Ebene, zu der alle drei Trägergeraden parallel sind, so 
bestimmen sie infolge ihrer räumlichen Lage ein sog. windschiefes Hyperboloid, 
gibt es eine solche Ebene, dann ein hyperbolisches Paraboloid. Im ersteren Falle 
spricht man von einem hyperboloidischen Trägertripel, im zweiten Falle von 
einem paraboloidischen Trägertripel. 

Es ist bekannt, daß Yier Punkte, die nicht in derselhen Ebene des Raumes 
und je zu dreien nicht in der gleichen Geraden liegen, in einer bestimmten 
Reihenfolge verbunden, ein räumliches Viereck bestimmen. Je zwei Spitzen 
sind nicht chrrch Seiten, sondern durch Diagonalen verbunden. Abb. la zeigt, 
daß auf je zwei gegenüberliegende windschiefe Seiten und auf die beiden wind­
schiefen Diagonalen ein paralleles Ehenenpaar gelegt werden kann. So bcstim-
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men die sechs Ebenen den das räumliche Viereck A BCD tragenden Parallel­
sechskant. 

In dieser Arbeit wird untersucht, ob auf den zweierlei windschiefen 
Flächen zweiter Ordnung räumliche Vierecke angesetzt werden können und 
wie auf den Flächen yerschiedenartige räumliche Vierecke gezeichnet werden: 
schließlich wird darauf lediglich hingewiesen, daß durch die Verbindung der 
räumlichen Vierecke und der durch diese begrenzten Flächenteile welche zu­
sammengesetzte Gerippekonstruktionen und Dachflächen ausgestaltet werden 
können, die für die Bauau,.führung yon Interesse sind. 

1. Die räumlichen Vierecke des windschiefen Rotationshyperholoids 

Das räumliche Quadrat und der räumliche Rhombus haben zwei Symmet­
rieebenen, die durch je eine Diagonale mit der Mittellinie bestimmt "werden. In 
Abb. 1b ist ein räumliches Quadrat mit seinem regelmäßigen yicrseitigen Trä­
gerprisma dargestellt. Die Seiten a, die Tf7inkel 7. sowie di" Diagonalen d des 
räumlichen Quadrats sind gleich, Eeine JIittellinie ist 0 und seine Symmetrie­
ebenen sind: SI' S~. Es sei bemerkt, daß falls die Diagonale und die Seite gleich 

lang sind, das räumliche Quadrat durch einen TFiilfel getragen wird, und diese,. 
Viereck wird ein regelmäßiges räHmliches Quadrat genannt. In diesem Falle ii3t 
der Kerntetracder ABCD ein regelmäßiger Tetraeder, wo zwei benachbarte 
Seiten einen Winkel yon 60° bilden. Der Winkel der Ehenen eIN heiden sich 
an die eine Diagonale anfügenden Diagonaldreiecke ist in dic"er Lage ein 
Randwinkel, unter dem man ein gestrecktes (Ahb. 1b), über c1(>111 Illan ein ge­
drücktes räumliches Quadrat unterscheidet. 

Alle durch den Kehlkreis des windschiefen Rotationshyperholoicl:' sowie 
durch seine Drehachse durchgehenden Ebenen sind SJm l1letrieebellen der Flä­
ehe. Deshalb müssen die gegenüberliegenden Eckpunktpaare des räumlichen 
Quadrats und des räumlichen Rhombus notwendigerweise in irgend einer Sym­
metrieebene liegen. Es können zwei Fälle unterschieden werden: 

1. Die eine Diagonale liegt in der Ebene de;;; Kehlkrei"es, die andere in 
einer durch die Achse durchgehenden Ebene. 

2. Beide Diagonalen liegen in je einer, durch die Achse durchgdleuclen 

und aufeinander senkrechten SYlllmetrieebene. 
Im ersteren Falle befinden sich zwei Eckpunkte des räumlichen Quad­

rats bzw. des räumlichen Rhombus in der Kehlkreislinie, die heiden anderen 
Eckpunkte in der durch den Halbierungspunkt der auf den Kehlkreis fallenden 
Diagonalen durchgehenden Symmetrieebene. Im zweiten Falle - wenn es sich 
um einen räumlichen Rhombus handelt - kann als einer der Eckpunkte, 

außer der Punkte des Kehlkreises, ein beliebiger hyperholoidaler Punkt ge­
wählt werden, und die weiteren drei Eckpunkte sind durch die durch diesen 
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Punkt gehenden Erzeugungslinien und infolge der Symmetrie bereits bestimmt. 
Wie es in der untenstehenden graphischen Darstellung zu sehen ist, kann als 
Eckpunkt eines räumlichen Quadrats kein beliebiger Punkt ge'wählt werden. 

Abb. 2a zeigt ein windschiefes Rotationshyperboloid in Ansicht und in 
Grundriß. In d(~r Kehlkreislinie k haben wir die Diagonale AD des räumlichen 
Rhombus, sodann das durch die Punkte ci und D durchgehende hyperboloid ale 
Erzeugungslinienpaar angesetzt (Falll). Die Schnittpunkte Bund C derselben 
sind erste Deckpunkte. Da die Halbierungspunkte der Diagonalen durch die 

c) b) 
o 

Abb. 1 

:\Iittellinie 0 aller räumlichen Parallelogramme Yf'rbunden sind, und diese jetzt 
ein zweiter Projektionsstrahl ist, ist das den räumlichen Rhombus tragende 
Prisma ein zweites Projektionsprisma. Aus dem Umstand, daß A" B" D"C" 
ein Rhombus ist, folgt, daß ABDC ein räumlicher Rhombus ist. Auf dem 

Hyperboloid erhält man kongruente räumliche Rhomben, wenn man ABDC 
um die Rotationsachse t in eine beliebige neue Lage dreht. Es ist leicht einzu­
sehen, daß - außerhalb des Kehlkreises einen heliebigen Punkt des Hyper­
boloids (z. B. B) angesetzt zu diesem mit der Diagonalen in der Kehlkreis­
ebene nur ein einziger räumlicher Rhombus gezeichnet werden kann (mit 

Hilfe der aus B' zu dem Kehlkreis gezogenen Tangenten). :lIan erhält kon­
gruente räumliche Rhomhen, wenn der beliebige Punkt B auf demselben Paral­
lelkreis des Hyperboloids angesetzt wird. 

Wir finden zum Kehlkreis symmetrisch zwei parallele Kreise, zu deren 
Punkten räumliche Quadrate gehören (Abb. 2b). Der Radius Q eines solchen 
Kreises ist zeichnerisch zu ermitteln. Das Trägerprisma des räumlichen Quad­
rats ist ein quadratisches Prisma. Bei unserem gegenwärtigen Ansatz stf·ht 

5 Periodica Polytechnica .4..rchitecture 2:3[2-3 
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dieses auf die zweite Bildebene senkrecht, daher ist das zweite Bild U" V" Z" W" 
,Jes räumlichen Quadrats ebenfalls ein Quadrat. Die Seiten U"V" und U"TV" 
müssen also bf'ide mit tN \Vinkel yon -15::: bilden. So wurden auch die zweiten 
Bilder der Seiten gezeichnet. Da die;;:e in die Tangenten der zweiten Bildgren­

zenhyperbel fallen, können sie nur dargestellt werden, wenn die Endtangenten 
der z'weiten Bildgrenze des Hyperboloids mit t rr einen \X!inkel über -15::: bilden. 

c) b) 
t"! 
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Abb. 2 

E;;: sei bemerkt, daß falls die halbe Öffnung des Asymptotenkegels des 
Hyperboloids 45c beträgt, der Radius r: unendlich groß und die Diagonale UZ 
der Kehlkreisdurchmesser ist, wobei das räumliche Viereck in je ein durch die 
Punkte U und Z durchgehendes Erzeugungslinienpaar zerfällt. Man sagt dann, 
daß das räumliche Quadrat doppelt offen ist. Einfach offen ist ein räumliches 
Yiereck, wenn nur einer seiner Eckpunkte im Unendlichen liegt. 

Schließlich liegt elie Symmetrische der für den Fall 1 gezeichneten Paral­
lelogramme - hinsichtlich der zu iluer Diagonalen in der Kehlkreisebene 
parallelen Symmetriebene auf dem Hyperboloid. 

In Abb. 3 ist das windschiefe Rotationshyperboloid wieder dargestellt. 
In der Profil;;:ymmetrieebene wurde elie Diagonale AD beliebig angenommen, 
so daß ihre Endpunkte zweite Deckpunkte seien (Fall 2). Dann wurde im 
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ersten Bild da::: erste Bild der Yier Seiten des räumlichen Parallelogramms als 
Tangenten des Kehlkreises gezeichnet. Diese Erzeugungslinien schneiden sieh 
in der auf die Diagonale AD des Hyperboloids senkrechten Symmetrieebene 
in den beiden anderen Eckpunkten Bund C. Weil A' B' D'C' ein Rhombus ist, 

\'1/ U" 'V" 
_ .. -- C" 

~._-~ 

Abb. 3 

ist ABDC ein räumlicher Rliombus. I\lan erhält auf dem Hyperboloid mit 
diesem kongruente räumliche Rhomben, wenn man ABDC um t in eine belie­
bige neue Lage dreht. Es ist einzusehen, wenn außerhalb des Kehlkreises ein 
beliebiger Punkt des Hyperholoids (z. B. ..1) angenommen wird, zu diesem auf 

dem Hyperboloid mit die Achse t schneidenden Diagonalen nur ein einziger 
räumlicher Rhomhus gezeichnet werden kann (mit Hilfe der aus A' und aus der 
Symmetrischen yon D' zur dem Kehlkreis geführten Tangenten). Man erhält 
kongruente räumliche Rhomben auf dem Hyperboloid, wenn der Punkt auf 
demselben Parallelkreis des Hyperboloids angenommen ,,-ird. Die Symmetri­
sche die:::e::: räumlichen Rhombus zu der Kehlkreisebene i:::t wieder ein räumli­
cher Rhomhus auf dem Hyperboloid. 
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Zum Kehlkreis symmetrisch (im Falle 2) finden wir stets zwei Kreise, zu 
deren Punkten räumliche Quadrate gezeichnet werden können. Das ein räum­
liches Quadrat tragende Prisma i5t ein quadrati5ches Prisma mit in der Auf­
nahme auf die erste Bildebene senkrechten Seitenkanten. Daher ist auch das 
erste Bild U'V'Z'W' des räumlichen Quadrat:;; ein Quadrat. Damit fallen die 
Bilder der Seiten UV und Uff/ auf die Erzeugendenbilder, die mit den Bildern 
(leI' Diagonalen einen Winkel ,"on 45:: bilden. Damit haben wir im erstf~n Bild 
Q gezeichnet, das - "wie es zu sehen ist - gleich der Länge der halben Diago­
nalen ist. Ist die halbe Öffnung des Asymptotenkegels des Hyperboloids gleich 
45° (orthogonaler Kegel), so ist das das räumliche Quadrat tragende Pri:;;ma 
ein Würfel und daher ist UVZWein regelmäßiges riill1llliches Quadrat. 

Das räumliche Oblongwn und das räumliche Rhomboid haben keine Sym­
metrieebenen, die der Mittellinie gegenüberliegendf'n Seitenpaare bilden unter­
schiedliche Winkel, daher sind sie auf keinem windschieff'n Rotationshyperbo­

loid zu finden. 
Schließlich darf festgestellt werden, daß: a) durch ein auf einem wind­

schiefen Rotationshyperboloid liegendes räumliche5 Quadrat bzw. einen Rhom­
bus tragendes Prisma aus dem Hyperboloid ein weiteres räumliches Quadrat 
hzw. ein Rhombus herausgeschnitten wird. Die beiden räumlichen Quadrate 

bzw. räumlichen Rhomben sind zu der Ebene des auf die gemeinsame YIittel­
linie senkrechten Kehlkreises symmetrisch: b) die YIittellinien des im Falle 1 
hehandelten räumlichen Rhombus und räumlichen Quadrats fallen in die 
Gerade der Radien des Kehlkreises und die Ylittelpunkte sind Punkte der 
Kehlkreisebene außerhalh des Kehlkreises. Befinden sich auch räumliche Quad­
rate auf dem Hyperholoid, so liegen deren }Iittelpunkte auf einem mit dem 
Kehlkreis konzentrischen Kreis mit dem Radius Q (Ahb. 2h): die :1Iittellinien 
des im Falle 2 hehandelten räumlichen Rhombus und räumlichen Quadrats 
sind mit der Achse t identisch, ihre YIittelpunkte fallf'n in die Achse t. Die 
Mittelpunkte der regelmäßigen räumlichen Quadrate sind mit dem YIittelpunkt 
des Hyperboloids identisch; c) durch das räumliche Quadrat bzw. den Rhombus 

wird das durch diesen durchgehende windschiefe Rotationshyperboloid ein­
deutig bestimmt. 

1.2 Räumliche allgemeine Vierecke auf dem windschiefen Rotationshyperboloid 

In Abh. -± herühren die ersten Bilder sämtlicher Erzeugungslinien des 
windschiefen Rotationshyperholoids das erste Bild k' des K.ehlkreises. Beliebige 
zwei Erzeugende einer Erzeugungslinienschar he5timmen mit zwei Erzeugen­
{len der anderen Erzeugungslinienschar ein räumliches Viereck. Durch je zwei 
Erzeugendenpaare in erster Deckung wird - wie es in Abb. 2 zu sehen ist -

ein räumlicher Rhombus bestimmt; nun werden wir uns aho nicht wieder mit 
".-ier Erzeugenden in solcher Lage beschäftigen. Durch das erste Bild der zwei-
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mal zwei Erzeugenden wird ein Beriihrungsviereck des ersten Bildes des 
Kehlkreises bestimmt; in der Abhildung ist es A.' B' D' C'. Da diese Geraden der 
Seiten mit der Kehlkreisebene den gleichen Winkel bilden, stimmt das Ver­
hältnis der Projektion der Seiten mit ihrem 'wirklichen Größenverhältnis über­
ein. Die Seiten sind also von unterschiedlicher Länge und die Winkel von 
unterschiedlicher Grüßt>. Daher ist ABDC ein räumliches allgemeines Viereck, 

Abb. -4 

dessen Kerntetrat>der auch ganz allgemein ist. Das räumliche allgemeine Vier­
eck ABDC wird durch die Kehlkreisebene geschnitten. Das räumliche allge­
meine Viereck UVZTrf wird durch die Kehlkreisehene nicht geschnitten. Ver­
dreht man heide räumlichen allgemeinen Vierecke um die Achse t, werden sie 
sich in allen neuen Lagen auf der Fläche hefinden, die zu der Kehlkreisebene 
gezeichneten Symmetrischen sämtlicher räumlicher allgemeiner Vierecke sind 
ehenfalls oherflächliche räumliche allgemeine Vierecke. 

In Ahh. 5 stellt man sich den Kehlkreis des windschiefen Rotationshyper­
holoids in der Ehene der Zeichnung \"01' und zeichnet nur die in der Zeichnungs­
ehene liegenden Projektionen der weiteren Viereckarten. In Ahh. 5a wurden die 
Projektionen des auf dem unteren Halbhyperholoid hefindlichen bzw. des 
durch die Kehlkreisehenen geschnittenen räumlichen Deltoids ABDC hzw. 
UVZW gezeichnet. Eine Svmmetrieehene jedes räumlichen Deltoids geht 
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durch die Achse t. Je zwei benachbarte Seiten sind gleich lang und auch die 
durch die heiden Seitenpaare yerschiedener Länge gebildeten \Vinkel sind 
gleich. Eine ihrer Diagonalen ist parallel zur Kehlkreisehene, die andere steht 
auf die erste senkrecht und ihre Gerade schneidet die Achse t. In Abb. 5b ist 
die »Fensterprojektion« eineE räumlichen Deltoids ABDC zu sehen, "die durch 
die Kehlkreisebene geschnitten wird. Ahh. 5c zeigt das erste Bild d(,s einfach 
offenen räumlichen Deltoids EFHG~o' 

c) b) cl 

Abb. 5 

Abb. 5d zeigt das erste Bild des räumlichen gleichschenkligen Trapezes 
PRQS. Die Seite PS ist auch im Raum gleich der Seite QR. Das Trapez hat 
keine Symmetrieebene. Die Winkel an den »parallelen Seiten« PR und QS sind 
gleich. 

In Abb. 5e wurde das erste Bild des räumlichen Trapezes KL111N ge­
zeichnet. Es hat keine Symmetrieebene. Seine Seiten und 'Winkel sind im allge­
meinen yon verschiedener Größe. 

Schließlich gilt es für alle auf einem windschiefen Rotationshyperboloid 
Hegenden räumlichen Vierecke (weil in der Kehlkreisebene ihre Projektion ein 
Berührungsyiereck ist und ihre Seiten mit dieser Ehene den gleichen Winkel 
bilden), daß die Summen je z'weier gegenüberliegender Seiten gleich sind. 
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2. Die räumlichen Vierecke des allgemeinen windschiefen Hyperboloids 

2.1 Räumliche Parallelogramme auf dem allgemeinen lrindschiefen Hyperboloid 

Von den drei Symmetriet'benen des allgemeinen oder dreiachsigen Irind­
schiefen Hyperboloids ist dit' eine die Ebene der Kehlellipse, die heiden anderen 
stehen auf diese senkrecht und gehen durch die Achi3t'n der Ellipsp. Durch 
diese Ebenen wird die Fläche in je einer Hyperbel geschnitten. Das räumliclw 
Viereck liegt auf dem Hyperboloid, wenn die Geraden zweier gegenüberliegen­
der Seitenpaart' zu je einer Erzeugungslinienschar des Hyperboloids gehören. 
Die Projektionen sämtlicher Erzeugender des Hyperboloids in der I~ehlellip­
senebene sind Tangenten der Kehlellipse. 

V'r W' 

U~Z' 
( I', )e 
-----~------._----- , I 

A' 0 

B'VC' 

Abb. 6 

Eine dureh die Tangente durchgehende und auf die Kehlellipsenebene 
senkrechte Ebene ist die Berührungsebene des Hyperboloids, durch die aus 
der Fläche z'wei Hyperboloiderzeugende ausgeschnitten werden, die sich im 
Punkt der Kehlellipse schneiden und gleichzeitig mit der Kehlellipsenebene 
einen gleichen Winkel bilden. Ferner werden durch zwei Erzeugendenpaare, 
die sich in den zwei Endpunkten der einen Diagonalen der Kehlellipse schnei­
den, mit der Kehlellipsenebene gleich große Winkel gebildet. 

In Abb. 6 ist in der Ebene der Zeichnung die Kehlellipse e des windschie­
fen Hyperboloids angegeben. Ist die Projektion eines räumlichen Vierecks 
A' B' D'C' und der Abschnitt zwischen den Punkten Bund C des Hyperboloids 
gleich dem Abschnitt AD, dann ist ABDC ein räumliches Quadrat, weil die 
Seiten fiir sich sowie die Diagonalen fiir sich gleich sind. In diesem Falle sind 
auch die Winkel gleich, da ja die Diagonaldreiecke kongruent sind, "weil ihre 
entsprechenden Seiten gleich sind. Es hedarf jedoch einer gründlicheren Üher­
legung, wie hei einem vorgegebenen Hyperboloid das räumliche Quadrat der 
Fläche gezeichnet werden soll. Für die (h11"ch die große Achse der Kehlellipse 
durchgehende Symmetrieebene ist auch die Symmetrische des räumlichen 
Quadrats ein räumliches Quadrat. 
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Es seien in Abb. 6 die Projektion des räumlichen Vierecks U' V'Z'W·, und 
der Abschnitt zwischen den Punkten V und W· des Hyperboloids ungleich dem 
Abschnitt UZ. Dann ist UVZW ein räumlicher Rhombus, da die Seiten gleich, 
die Diagonalen UZ und VW aufeinander senkrecht, ferner die einander gegen­
überliegenden Winkelpaare einander gleich sind: UVZ<;:: = UWZ ~ und 
VUW<:: = VZW <::. Einen beliebigen Punkt der großen und der kleinen 
Achse der Ellipse außerhalb derselben als V' = W' gewählt, erhält man in 
jedem Falle einen neuen räumlichen Rhombus. Seihstverständlich liegen die 
zu der Symmetrieebene der Diagonalen in der Kehlellipsenebene Symmetri­
schen aller räumlicher Rhomben des Hyperboloids ebenfalls auf dem Hyper­
boloid. 

B' 

Abb. 7 

In Abb. 7 ist der die Kehlellipse berührende Rhomhus A' B' D'e' ehen­
falls die Projektion eines räumlichen Rhombus des Hyperboloids. Aus der 
Abhildung ist leicht zu erkennen, daß die Seiten gleich, die gegenüberliegenden 
Winkelpaare gleich, die Diagonalen aufeinander senkrecht und ihre Halbie­
rungspunkte durch die Achse t des Hyperboloids ycrbunden sind. 

Das Oblongum A' B' D'C' in Abb. 8 ist die Projektion eines riill1nlichen 
Oblongums. Es ist leicht einzusehen, daß die gegenüberliegenden Seitenpaare 
gleich lang, die ,\linkel gleich sind, weil die entsprechenden Schenkel mit der 
Horizontalebene gleich große Winkel hilden. Die die Halhierungspunktc der 
Diagonalen AD und Be yerhindende :Mittellinie 0 fällt mit df'r Achse t eIl'S 

Hyperholoids zusammen und erscheint im Bilde als Punkt. Das Oblongurn von 
allgemeiner Lage F'V'Z'W' in Abb. 8 ist die Projektion eines der räumlichen 
Oblonge des Hyperboloids und gilt für alle die Kehlellipse berührende Oblon­
gen. 

Das beliebige, die Kehlellipse berührende Rhomboid A' B' D'e' in Ahb. 9 
ist die Projektion eines der räumlichen Rhomboide des Hyperboloids. Das ist 
leicht einzusehen, da sich die Gleichheit der gegenüberliegendf'n Sf'itf'npaare 
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aus den durch die Hyperboloiderzeugenden und die Kehlellipsenebene gebilde­
ten Winkeln ableiten läßt, ferner die Gleichheit der beiden gegenüberliegenden 
Winkelpaare, jedes für sich, aus der Kongruenz der Diagonaldreiecke folgt. 
Schließlich fällt die die Halbierungspunkte yerbindenden :Mittellinie 0 mit der 
Achse t des Hyperboloids zusammen und bildet so mit diesen gegenüberliegen­
den Seitenpaaren, jedem für sich, einen Winkel gleicher Größe. Das Gesagte 
gilt für alle, die Kehlellipse berührend~n Rhomboide. 

V' 

Abb. 8 

Abb. 9 

Es sei bemerkt, daß die Symmetrischen zu allen drei Symmetrieebenen 
des Hyperboloids sämtlicher räumlicher Parallelogramme desselben räumliche 
Parallelogramme des Hyperboloids ergeben. 

:2.:2 W"eitere rüumliche Vierecke auf dem allgemeinen Hyperboloid 

Die Projektionen je zweier benachbarter Seiten des räumlichen Vierecks 
A BDC sollen auf zwei beliebige Berührungslinien der Kehlellipse des allge­
meinen windschiefen Hyperboloids in Abb. 10 fallen. Aus der Projektion folgt, 
daß AB = AC und BD = CD, und AD zu BC senkrecht steht, also ein rüum­
liches Deltoid dargestellt wurde. Die Kehlellipsenebene ist die einzige Symmet­
rieebene des Deltoids. Wird also ein beliebiger Punkt (z. B. B) des Hyperho­
loids außerhalh seiner zwei H yperbel-Hauptschnitte angesetzt, so bestimmt 
dieser bereits eindeutig ein räumliches Deltoid des Hyper!}oloids. 
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In Ahb. 10 wurde auch die Projektion eines räumlichen Deltoids UVZTf7 
gezeichnet, dessen Syn1.metrieebene mit der durch die große Achse der Kehlel­
lipsc durchgehenden Symmetrieehene des Hyperholoids zusammenfällt. "Wird 
also je ein beliebiger Punkt, z. B. U und Z, in zwei ,'erschiedenen Asten eines 
Hyperbel-Hauptschnittes des Hyperboloids und auf derselhen Seite der Kehle!­
lipsenehene angenommen, so hestimmen diese Punkte ein räumliche~ Deltoid. 

V' 

Abb. 10 

P' R' 

~'~ 
/" "t' ""' ~

/~-~" " 

._~ - ------'-" -'-
S' Q' 

Abb. 11 

Das Grundformat des durch das räumliche Viereck gelegten Projektions­
prismas in Ahh. 11 ist das die Kehlellipse herührende, gleichschenklige Trapez 
P' R'Q' 5'. Da der räumliche Ahschnitt PS gleich dem Abschnitt QR ist (weil 
heide mit der Kehlellipsenebene gleiche Winkel bilden) und die Seiten PR und 
QS mit der Umrißkante des Projektionsprismas gleiche Winkel bilden, ferner 
die Seitenflächen des durch diese gehenden Projektionsprismas mit den Sei­
tenflächen des Trägerprismas identisch sind, wird das räumliche Viereck 
PRQS ein räumliches gleichschenkliges Trapez genannt. Die Erzeugenden P' R' 
und W" 5' beihehalten, erhält man weitere räumliche gleichschenklige Trape­
zen, wenn man die Ellipsenberührungslinien P' 5' und entsprechend Q' R' -
unter Beibehaltung ihrer gleichen Länge - in eine yeränderte Lage bringt. 
Vertauscht man die Rollen der großen und der kleinen Achse der Kehlellipse, 
gelangt man zu einer weiteren Menge yon räumlichen gleichschenkligen Trape­
zen. 

Das Grundformat des Projektionsprismas des räumlichen Vierecks in 
Ahh. 12, das die Kehlellipse herührende Trapez J(' Jf'L' N' ist die Projektion 
eines räumlichen Trapezes. Bei der "Cntersuchung ihrer Anzahl kann man in der 
gleichen \Veise yerfahren, wie beim räumlichen glt'ichschenklig('n Trapez. 
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In Abh. 13 wurden die Projektionen in der Kehiellipsenehene des durch 
die Kehlellipsenebene geschnittenen allgemeinen räumlichen Vierecks ABDC 
und des unter dieser Ebene hefindlichen allgemeinen riillmlichen Vierecks 
U VZW gezeichnet. Vier beliebige Beriihrungslinien der Kehlellipse sind stets 
(lie Projektionen ,-on ,-ier Erzeugungslinien, ,"'on denen die je zwci gegenüber­
liegenden yon windschiefer Lage Eincl. Durch diese __ ier Erzeugenden wird ein 

Abi" 12 

AM, 13 

räumliches ailgemeines Viereck des allgemeinen windschiefen H yperholoidE 
bestimmt. Sind z. B. A und D zwei beliehige Punkte des Hyperholoids, so 
hestimmen diese mit den dureh sie gehenden Erzeugungslinien eines der 
räumlichen allgemeinen Vierecke des Hyperboloids. Es könnte noch weiter 
untersucht werden, "'wie räumliche allgemeine Vierecke genauer kategorisiert 
werden können, der Umfang dieses Beitrags gestattet jedoch nicht, darauf 
näher einzugehen. 

Wird ein beliebiges räumliches Viereck des allgemeinen windschiefen 
Hyperboloids in einer beliebigen seiner drei Symllletriebenen gespiegelt, erhält 
man auf der Fläche wieder ein räumliches Viereck. 

3. Die räumlichen Vierecke des hyperbolischen Paraboloids 

3.1 Riillmliche Parallelogramme auf dem hyperbolischen Paraboloid 
Beide Hauptschnitte des hyperholischen Paraholoids sind Parabeln, de­

ren Ebenen A und B aufeinander senkrecht stehen und die zwei Symmetrieebe­
nen der Fläche sind (Ahb. Ha). Die asymptotischen Ebenen U und V sind zu 
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beiden :::ymmetrisch und in diesen befinden sich die Haupterzeugenden u und 
v der Fläche. Die eine Erzeugungslinienschar ist zu der Ebene U, die andere 
zu der Ebene V parallel. Die gemeinsame Gerade t der Ebenen ist die einzige 
Achse der Fläche, deren Parallelen die Fläche nur in einem einzigen Punkte 
schneiden. II und v stehen auf t senkrecht. Die in den zu den Ebenen U und V 
symmetrischen Ebenen liegenden Erzeugenden bilden mit der Ebene der 
Zeichnung einen gleichen Winkel, ihre Neigung ist jedoch entgegengesetzt. In 
der Abbildung ist der räumliche Rhombus PSQR dargestellt, dessen Projek­
tionsprisma mit seinem Trägerprisma zusammenfällt. ,Vird der Punkt R in 

c) b) 

8 ~, B 
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Abb, 14 

heliebigen Punkten der beiden Hauptschnittparabeln ange;;:ctzt, erhält man 
weitere räumliche Rhomben der Fläche. Die Symmetrieebenen aller räumlichen 
Rhomben fallen mit der Symmetrieebene des Paraboloids zusammen. 

In Ahb. 14b ist die Projektion des räumlichen Rhomboids KNLJJ zu 
;;:ehen. Die :LVlittellinie, welche die Halbierungspunkte der horizontalen Diago­
nalen JIN und KL yerhindet, ist die Achse t selbst. Die gegenüberliegenden 
Seiten sind yon gleicher Länge und aus der Kongruenz der Diagonaldreiecke 
mit je zwei gemeimamcn Seiten folgt, daß auch die gegenüberliegenden Winkel 
gleich sind. Wird Punkt jI auf der Fläche beliebig, jedoch in keinem Haupt­
schnitt angenommen, bestimmt er auf der Fläche stets ein einziges räumliches 
Rhomboid. 

In Abb. ISa wurde die Projektion des riiumlichen Quadrats PSQR, das 
Quadrat P' S'Q' R' auf dem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid ange;;:etzt. 
Die asymptoti;;:chen Ebenen die;;:er Fläche sind aufeinander senkrecht und die 
Haupt;;:ehnitte sind kongruente Parabeln. Es liegt auf der Hand, daß die 
Seiten, die V/inkel und die aufeinander scnkrechten Diagonalen des angenom­
menen räumlichen Quadrats gleich sind. Bewegt ;;:ich der Punkt P auf der 
Parabel der Symmetrieehene A, bestimmt er in jeder Lage ein anderes räum-



R.·fI:.iJlLICHE nERECKE 147 

liches Quadrat und jedes ein räumliches Quadrat tragende Prisma hat offenbar 
ein anderes Grundquadrat. Das räumliche Quadrat, dessen Seiten mit der 
Ebene der Erzeugungslinien u. und v einen Winkel yon 45 8 bilden, wird durch 
einen \\Tiirfel getragen, und somit ist es da::: einzige ränmliclze regelmäßige 
Quadrat, das auf der Fläche gezeichnet werden kann. In den Ahhildungen ist 
das KNLM, hei dem die einander gleichen Diagonalen KL und J;JS gleich 
den räumlichen Seiten JIK, KN, NL und LNI sind. 

In Ahh. 15b ist P' R'Q' S' die Projektion eines ränmlichen Oblongll711s, das 
5ich nur auf einem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid hefinden kann . 
. :Hit der Ausnahme der Punkte der Hauptschnitte, wird durch jeden beliehigen 
Punkt der Fläche ein auf der Fläche liegendes räumliches Ohlongum bestimmt. 

b) 
8 

8' 

Abb. 15 

:3.~ Räumliche allgemeine Viereche auf dem hyperbolischen Paraboloid 

Befinden sich das eine oder beide von je einer Erzeugungslinienschar der 
Fläche ausgewählten Erzeugendenpaare in einem zu den asymptotischen Ebe­
nen nicht symmetrischen, parallelen Ebenenpaar, erhält man kein räumliches 
Parallelogramm mehr, sondern ein räumliches allgemeines Viereck, auf das 
hier nicht eingegangen werden soll. 

4. Skelettkonstruktionen aus räumlichen Vierecken 

Durch ein räumliches Viereck sowohl auf dem windschiefen Hyperholoid 
als auch auf dem hyperbolischen Paraboloid wird ein Teil der Fläche umgrenzt. 
"Xur auf dem windschiefen Hyperboloid sind räumliche Vierecke yorhanden, 
durch 'welche die Fläche in zwei Teile geteilt wird. In Abb. 5 sind z. B. beide, 
sowohl das umgrenzende Viereck ABDC als auch das Zweiteillwgsvierech UVZW 
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räumliche Yiereckc. Der durch das räumliche Yiereck umgrenzte Flächenteil 
wird als hyperboloiclisches hzw. paraboloidisches Element hezeichnet. Vor allem 
die einfacheren räumlichen Parallelogramme sind für die Ausgestaltung yon 

Skelettkonstruktionen und diese abdeckenden zusammengesetzten Flächen 
geeignet. Aus räumlichen Quadraten können kongruente, für Reihenfertigung 
geeignete Stabwerke und Schalenelemente ent\\-orfen "werden und durch deren 
verschiedene Aufreihungen Dachschaien, jedoch auch Seitenwände zusammen­
gestellt werden. Diese Arbeit setzte sich selbstverständlich nicht die Projek­
tierung derartiger Konstruktionen zum Ziele, es sollten lediglich die geometri­
schen Zusammenhänge geklärt werden. 

Zusanllnenfassung 

Yon zwei verschiedenen ErzeugungsliniellScharen sowohl des windschiefen Hyperboloich 
als auch des hyperbolischen Paraboloids gewählte je zwei Erzeugende 5chneiden sich insge­
samt in "vier Punkten. Diese vier Punkte liegen infolge der wind:;chiefen Lage der zu jc einer 
Erzeugungslinienschar gehörenden Erzeugungslinienpaare nicht in der gleichen Ebene und 
kiinnen zu dreien nicht in derselben Geraden liegeIL daher bestimmen sie ein räumliches Vier­
eck. Im Beitrag ,,-ird untersucht. ob auf den z\,-ei yer;;chiedenartigen windschiefen Flächen 
z,,-eiter Ordnun~ verschiedene räumliche Yierecke \-on dem einfachsten räumlichen regelmäßi­
gen Quadrat bis~ zu dem räumlichen allgemeinsten Yiereck zu finden sind. und wie di;se ange­
nommen werden können. 

Durch da;. auf drr Fläche konstruierbare räumliche Yiereck wird entweder in der Fläche 
ein umgrenztes ,)Femtcri, durchbrochen oder die Fläche in zwei Teile unterteilt. Was die prak­
ti;.che Anwendung anbelangt. können yor allem die einfacheren räumlichen Parallelogramme 
für die Ausge;.taltung von Skelettkonstruktionen und diese abdeckenden zusammeng~setzten 
Flächen her~'lngezoge71 werden. Aus räumlichen Yierecken können kongruente. für Se'i-ienferti­
gung geeignete' StaLwerke und Schalenelemente entworfen und durch deren verschiedene Auf­
~eih~ll;g zickzackförmige DachdeckeIL jedoch auch ,"on der Ebene abweichende Seitenwände 
zusammengestellt werden. Der Aufsatz hatte seJbst\'crständlich nicht den Zweck. solche Konst­
ruktionen iu projektieren. sondern lediglich die als hinzugehörig betrachteten geometrischen 
Zu,.ammenhänge zu klären. 
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