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1. Zwei Strahlenbiischel (P, und P,) werden als perspektiv bezeichnet,
wenn die Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen (a;, by, ¢, und a,, b, ¢,)
in einer Geraden e, liegen (Abb. 1). Aus dieser Definition folgt, dafl die Ver-
bindungsgerade (¢; und c¢,) der Trdger P, und P, der beiden Strahlenbiischel
sich selbst entspricht (¢;,). Da eine Gerade e,, durch zwei Punkte (4. B) schon
bestimmt ist, kann folglich von den perspektiven Strahlenbiischeln keine wei-
tere Gerade frei gew#hlt werden.
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Wird der Tridger P, des zweiten Strahlenbiischels in einen anderen Punkt
P, der Ebene verlegt, jedoch in der Weise, dafl das Strahlenbiischel mit dem
Triger P, zu dem Strahlenbiischel mit dem Triger P, kongruent bleibe, dann wer-
den im allgemeinen die Strahlenbiischel P, und P, nicht perspektiv bleiben
(Abb. 2). Es ist bekannt. dafl in diesem Falle die beiden Strahlenbiischel als
projektiv bezeichnet werden, wobel der geometrische Ort der Schaittpunkte
der entsprechenden Geraden ein Kegelschnitt ist.

Im weiteren sei das Strahlenbiischel mit dem Triger P, fest. das Strah-
lenbiischel P, hewege sich aber in der Weise. daB
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. P,in verschiedene Punkte der Ebene (P;, P, . ..) zu liegen komme;
. mit dem Strahlenbiischel P, kongruent und
. zu dem Strahlenbiischel P, perspektiv bleibe.

Gesucht wird die neue perspektive Achse ey

[N

[WE)

2, Werden in dem einen Strahlenbiischel zwei aufeinander senkrechte
Strahlen angesetzt, so werden die diesen im perspektiven Strahlenbiischel
entsprechenden Strahlen im allgemeinen nicht senkrecht sein. Es ist bekannt.
dal} es in dem einen Strahlenbiischel immer zwei senkrechte Strahlen gibt,
deren Gegenstiicke auch aufeinander senkrecht sind {¢, __ r, und ¢, | 1, in
Abb. 3). Da ein solches aufeinander senkrechtes Geradenpaar stets vorhanden
ist, werden im weiteren die perspekiiven Strahlenbiischel durch die Strahlen
P.(c,q,r;) und P,(c.q.r,) angegeben.

Abb. 3

3. Gegeben sind zwel perspektive Strahlenbiischel: P{c,q,r,) und P,(c.q.7,).
Die perspektive Achse ist e,,. Verschieben wir nun das perspektive Strahlenbii-
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schel P, zu sich selbst parallel die sich selbst entsprechende Gerade c,, entlang in
eine beliebige Lage P,. Gesucht wird die perspektive Achse e, (Abb. 4).
So erhdlt man statt dem Strahlenbiischel P, das Strahlenbiischel P,.

Abb. 4

Wegen der Verschiebung in eine besondere Richtungist ¢; =¢,.

PR, PP,
Da r, zu r, parallel ist, gilt Bl el RS 2
) ) Rl‘lng PZP:‘,
P.P, P.O,,
Da g, zu g, parallel ist, gilt el Sl R _I_QL '
P‘lP3 012013
PRy, — P,0y

Daraus folgt, dafl

RyuRy 000y

Das ist nur méglich, wenn e, zu e, parallel ist.

I. Wird das eine perspektive Strahlenbiischel die sich selbst entsprechende Gerade
entlang verschoben, bleibt die neue perspektive Achse zu der urspriinglichen
parallel.

Das ist kein neuer Zusammenhang. den wir aber noch brauchen werden.

4, Gegeben seinen zwei perspektive Strahlenbiischel: P, und P,. Verschieben
wir P, in einen beliebigen Punkt P, in der Weise, daf} es zu P perspektiv bleibe
(Abb. 5).

Das ist dadurch bedingt. dafi d, = d,; d. h. die Verbindungsgerade der
Zentren P, und P, sich selbst entspreche. Das ist nur moglich. wenn das
Strahlenbiischel P; im Verhiltnis zu P, verdreht ist. P, ist zu P, kongruent,
daher gelten:

A
I

rod, <t =rydy < =g und ¢4ry <L = ¢,y <= g0,

6 Periodiea Polytechnica Architecture 23/2--3




Daraus lassen sich r, und ¢4 graphisch darstellen. Die perspektive Achse
der Strahlenbiischel P, und P, ist die Gerade e;; = Q;3R,;. Sowohl P, als
auch P; liegen in der Kreislinie mit dem Durchmesser R,;0,5, also ist aufgrund
der Umfangswinkel auf demselben Bogen:

Qieys L =rydy < =@

Abb. 5

Damit ist in Q,EQ,, < = e5e,, <L = ¢ -~ 2, wobei durch z die Lage des
Strahlenbiischels P, im Verh#ltnis zu der Achse e, gekennzeichnet wird. Da

P,P.R,, < =u, gilt:

g ooz o== cady <= eydy <0 = ejgeq, T

;™
S

oy < = epze15 <L

Die sich selbst entsprechenden Geradenpaare sind ¢;, im System P, P,,
und d,5 im System P,P,. Daher 148t sich das obige Ergebnis wie folgt formulie-
ren: Durch die alte und die neue Achse wird ein Winkel gleicher Grifie gebildet,
wie durch die neue und die alte sich selbst entsprechende Gerade.

Macht also die Gerade d,. welche die Lage von P, bestimmt, einen Winkel
von 180°, dann nimmt die Achse e,; alle miglichen Richtungen an. Somit gibt
es keine zwei Punkte P,, die mit P, die gleiche Achse bestimmen wiirden.

Auch im weiteren werden wir uns nur mit gleichgerichteten Strahlenbii-
scheln beschiftigen.

3. Gegeben sind ziwei perspektive Strahlenbiischel P, und P,. Gesucht wird der
Winkel q . bei dem die Verbindungsgerade d,, der Zentren P, und P, parallel zu
der Achse e, ist (Abb. 6.)
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Wegen der Kongruenz gilt: dory, < =dgry <L =g,

Wegen der Umfangswinkel in der Bogenlinie P R, ist:

dyry < =qie13 <X =@,
Da dy; ey dst g6y L =qdyy << =0,
SchlieBlich ergibt sich rody <0 =d,q, <X = p,.
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Abb. 6

Um den gesuchten Wert ¢, zu finden, setzen wir ¢ als Verdnderliche an,
jedoch in der Weise, daB diese in den beiden Strahlenbiischen gleich bleibe.
So werden die aus den Geraden d erhaltenen beiden Strahlenbiischel in entge-
gengesetzter Richtung kongruent, also projektiv sein. Die beiden Strahlenbii-

7

chel ergeben in e, zwei projektive Punktreihen, deren Doppelpunkte K, K*
die gesuchten Geraden d liefern.

Beachten wir, daf} der eine Winkel des Dreiecks P, KR,,< = o -Lg, ist, da
er ja der AuBlenwinkel des Dreiecks P,K(,, ist. Auch der Peripherienwinkel
des Kreises der Punkte P, P,K bei P, ist z -~ ¢ . Daraus folgt. daB} e,, die
Bertihrungslinie der Kreislinie in K ist.

K wird also wie folgt graphisch dargestellt: Die Beriihrungspunkte der
durch die Punkte P, und P, durchgehenden und e,, beriihrenden beiden Kreise
sind K und K. Da das Strahlenbiischel der d-s entgegengesetzt ist und e, die
Triager nicht trennt, hat die Aufgabe stets (zwei) Lésungen. Man verstifit also
nicht gegen die dligemeingiiliigkeit, wenn die Triiger P, und P, im weiteren so
gewdhlt werden, daf die Gerade P P, = c,,zu ey, parallel sei.

6. Gegeben sind zwei perspektive Strahlenbiischel P, und P, in der Weise,
daf} c,, parallel zu e, sei. Ermitteln wir graphisch P, so, daff d,; parallel zu e,
sei (Abb. 7).

,&)3‘1
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Von den beiden Losungen des vorigen Punktes ist die eine bekannt, da ja
cys ’ eo. Damit 1dBt sich d,; leicht darstellen. Es sei P,P; = d,, die Gerade,
die e,, im Mittelpunkt D des Kreises k;, schneidet. In diesem Falle ist das
Dreieck P, DP, gleichschenklig. Damit ist

die, <L =cydy, < =9 + o
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Abb. 7
Wie wir geschen haben., ist aher
e, L =epgey, <

So ist e, parallel zu d,.

In der Abbildung ist P,P;= P,P, daher ist R,, = R, der Schuittpunkt
von e;, und e;;.

7. Gegeben sind zwei perspektive Strahlenbiischel P, und P,. Verschieben wir
P, in einen beliebigen Punkt P,. so daj es zu P, perspektiv bleibe. Es soll bewiesen
werden, daf3 der Schnittpunkt E von e, und e, in der Kreislinie der Punkte
P,P,D liegt. Da P, zu P, kongruent ist (Abb. 8), gilt

Coty <X =dody & =gy << =T,ry <L = 0.

Daher befinden sich die Punkte P,P,CDQ 3R, auf derselben Kreislinie k.

Da aber auch er.ep, <L =@ -+ o




STRAHLENBUSCHEL 135

und die Gréfe der Winkel auf der Bogenlinie CD ¢ -~ « ist. liegt Punkt E in der
Kreislinie k.

8. Gegeben sind zwei perspektive Strahlenbiischel P, und P,. Legen wir auf
diese beiden Triiger einen beliebigen Krets k. Es soll bewciesen werden. in welchem
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Abb. 8

Punkt dieses Kreises auch immer der Punkt P, angenommen wird, e, immer in
demselben Punkt E die Gerade e,, schneidet.

Durch die Tangenie in P, des Kreises k wird E ausgeschnitten (Abb. 9).

Es sei P,P,P, <t = . Daraus folgt, da} fiir jeden beliebigen Punkt
P, des Kreises k auch DP,P, < = /.

Es sei E der andere Schnittpunkt des Kreises k;, der Punkte DP,P, mit

;5. dann ist auch der Ergénzungswinkel des Umfangswinkels in Punkt E
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gleich 7. Da aber ¢, zu e,, parallel ist, ist die Gerade P,E die Tangente des
Kreises k, die jedoch von der Lage des Punktes P,in der Kreislinie k unabhin-
gig ist. Daher ergibt sich:

6 . 3 : Ry 7€ Qi ™G

Abb. 9

IL. Wird durch den Punkt P; ein durch die Punkte P, und P, durchgehender,
beliebiger Kreis % beschrieben, so hilden die entsprechenden perspektiven
Achsen ein Strahlenbiischel, dessen Triger ein bestimmter Punkt E vou e,, ist.

Entartet der Kreis k zu der Geraden ¢;,. dann wird der Punkt E ein
idealer Punkt von e, sein. da ja dann e, e,.

9. Gegeben sind zicei perspektive Strahlenbiischel P, und P,. We werden die
geometrischen Orte der perspektiven Achsen liegen, wenn P, die Kreislinie k
beschreibt, in der P, liegt, P, jedoch nicht ?

Wihlen wir zuerst P, in der Weise, dafl die Gerade P, P, durch den Mit-
telpunkt D des Kreises k gehe (Abb. 10). Man weif}, daf dann e, IE d,, ist.
Man weil aber auch, dall dann der Punkt E = (e;5e;5) durch die Tangente in
P, des Kreises P, P, P, (k*) aus der perspektiven Achse ¢, ausgeschnitten wird.

Ubergehen wir nun auf das System P,Pge,,. Hier sitzt der Kreis k auf
beiden Triagern, so wird also der Punkt E* aus e, durch die Tangente in P, des
Kreises &k ausgeschnitten, in der die zu sdmtlichen Punkten des Kreises k
gehdrenden perspektiven Achsen liegen. Es darf daher ausgesagt werden:

IIL. Fihrt P, iiber einen in P, liegenden, jedoch nicht in P, liegenden, beliebigen
Kreis, dann stellen die geometrischen Orte der perspektiven Achsen ein
Strahlenbiischel dar.
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Abb. 10

10. Gegeben sind zwel perspektive Strahlenbiischel P, und P,. Welche sind
die geometrischen Orie der perspektiven Achsen e, wenn P, iiber eine Gerade p
fihrt. die nicht an P, stif3t ? Wahlen wir in Abb. 11 zuerst eine Gerade p, die
an P, st6Bt. Der durch den zu dem Punkt P, des Kreises k;, gehorenden Kreis-
durchmesser d,; aus p ausgeschnittene Punkt sei P,. Man weiff, dafl dann
ey dy; und ey; durch den Punkt E; geht, der durch die Tangentein P, des
Kreises P,P,P, aus e, ausgeschnitten wird.

Wihlen wir nun in der Geraden p einen ganz beliebigen Punkt P, und
stellen wir die entsprechende perspektive Achse e;, graphisch dar.

Durch die Tangente in Punkt P, des Kreises P,P,P, wird aus e;, der
Punkt E, herausgeschnitten, in dem die unbekannte Gerade e, die Gerade e,
schneidet. Das ist nun schon ein Punkt vone,. Da e, d,, ist, wird im System
P, P, durch die Tangente in P, des Kreises P, P P, aus e, der Punkt E ausge-
schnitten, in dem die unbekannte ¢, die Gerade ¢, schneidet. Die Verbindungs-
gerade von E, und E} wird die perspektive Achse ¢, sein.

Der Mittelpunkt K, des Kreises P,P,P, befindet sich einerseits in der
oberen Senkrechten o des Abschnitts P, P,. anderseits in der Mittelsenkrechten
ima Halbierungspunkt F, des Abschnittes P, P,. Andert P, seinen Ort in der
Geraden p, wird auch E, in der Geraden e,, an einem anderen Ort liegen.

Es wird versucht, einen Zusammenhang zwischen den Punkten P, der
Geraden p und den Punkten E, der perspektiven Achse e, zu suchen.
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Esist klar, daB die Reihe der Punkte P, zu der Punktreihe F, perspektiv
ist. Die Punktreihe F, liegt in einer Geraden f, durch welche die Entfernung
P, p halbiert svird und die zu p parallel ist. So kann ausgesagt werden, dal} P,
der Fokus einer Parabel ist, deren Scheiteltangente fist und deren Tangenten
die Halbierungssenkrechten F K| sind. Zu diesen Halbierungssenkrechten, also
zu den Tangenten der Parabel gehdrt auch die Gerade o. Da zwei feste Tangen-
ten o und f einer Parabel durch die anderen veridnderlichen Tangenten in einer

projektiven Punktreihe geschnitten werden, darf ausgesagt werden, dafi die
Reihe der Punkte F, und jene der Punkte K, projektiv sind. Zu der Punktreihe
K, ist jedoch das in P, liegende Strahlenbiischel s, perspektiv, da diese Strah-
len die Radien der jeweiligen Kreise sind. Auf jeden Radius steht die zum
Tangentenpunkt P, gehorende Tangente t, senkrecht. Daherist das Strahlenbii-
schel der Tangenten zu dem Strahlenbiischel der Radien projektiv, da sie ja
um 90° verdreht sind. Durch das Strahlenbiischel der Tangenten wird aus o),
die Punktreihe E, ausgeschnitien.
Ausfithrlich angeschrieben:

Py.. F,..TK,.. 8. ... \NE,..
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Nach dem gleichen Gedankengang darf ausgesagt werden, dal P, .. \ E

= a

Durch Summierung der beiden Ergebnisse ergibt sich:

E

s

So erhilt man in den Geraden e,, und e, zwel projektive Punkireihen.
Unter 4 haben wir jedoch gesehen, daf}

eudy <0 =epyegy

Wird also fiir e, eine beliebige Richtung gewihlt, 148t sich zu dieser
stets ein einziger Punkt P, konstruieren. da ja cine Gerade die Gerade p nur
in einem ecinzigen Punkte schneiden kann. Eine solche Gerade ist aber auch
in jedem Ialle vorhanden. Somit ist der gesuchte geometrische Ort eine
Parabel.

Wenn sich schlieBlich die Gerade p auch an P, nicht anfiigt, so schneidet
sie ¢;,in einem Punkt P]. Dazu gehort eine Gerade ef,. die parvallel zu e, ist.
In diesen Svstem tritt jedoch schon ein Fall ein. in dem sich p an P§ anfligt.
Nun kann bereits die gestellte Frage beantwortet werden:

IV. Der geometrische Ort der zu den Punkien einer heliebigen, sich nicht an P,
fiigender: Geraden perspektiven Achsen ist eine Parabel.

1L, In Abb. 12 sind die wesentlichen Daten einer Puarabel graphisch dargestellt.
die durch die zu den Punlien einer in P, sitzenden Geraden p von allgemeiner
Lage gehiorenden perspektiven Achsen bestimmt wird.

Es ist bekannt. daB zu der Parabel aus jedem heliebigen Punkt der
Leitlinie zwei Tangenten gefithrt werden kénnen. die aufeinander senkrecht
stehen.

Eine beliebige Tangente sei gerade e,,. Zu dieser wird die Senkrechte e,
vefithrt. Da c¢,d, <0 =rye,, -7, und dieser Winkel im vorliegenden Falle
gerade 90° ist. kann d, gezeichnet werden. Durch letztere wird d, und durch
diese P; bestimmt. Durch die Tangente t; in P, des Kreises P,P,P, wird E,.
der Schnittpunkt von e;, mit e, aus e;, ausgeschnitten. Da e, zu e, senkrecht
steht, ist E; bereits ein Punkt der gesuchten Leitlinie.

Da r; und ¢; im Punkt P, aufeinander senkrecht stehen, gelten nach
cem gleichen Gedankengang (¢,p) = P, vnd (r;p) = P,. Durch die Tangente
tyin P, des Kreises P, P,P, wird aus e,, der Punkt E, ausgeschnitten. Durch
die Tangente t; in P, des Kreises P, P, P, wird aus e,, der Punkt E. ausge-

2
o1y <L st €1, <0 =ey,e,, <

schnitten. Aufgrund der Gleichheit c¢,d, -7 = o,

a
3
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und c.q, <C = eyze;, <{. So stehen e, und e,y aufeinander senkrecht, und ihr
Schnittpunkt ergibt einen anderen Punkt der Leitlinie.

Die Leitlinie auf eine belichige Tangente gespiegelt. erhilt man Geraden,
die durch den Fokus F gehen.

12, Es ist jedoch kein Zufall. daf in Abb. 12 der Tangentenpunkt der Parabel
in ey, mit dem Schnittpunkt E der Geraden p und e, gerade zusammenfillt.

~
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\-\———:—...... ey

o o o o i e

\

m

e e Y
®
P

Abb. 12

Es ist bekannt, daf der Schnittpunkt zweier einander unendlich nahe
liegender Tangenten der Tangentenpunktist. Es sei X ein Punkt der Geraden
p, der zu P, unendlich nahe ist. Zu P, gehort die Parabeltangente e;,. Die
Tangente in P, des Kreises der Punkte P,P,X ist die Gerade p selbst, durch
die aus e;, ein Punkt der zu X gehorenden Parabeltangente ausgeschnitten
wird. Diese Tangente wird zu e;, unendlich nahe sein, daher ist der Schnitt-
punkt der beiden Tangenten wegen des Grenziibergangs der Tangentenpunkt
selbst.

13. Wir haben gesehen, daf} im allgemeinen zu jeder Geraden der Ebene eine
durch die perspektiven Achsen als Tangenten gebildete Parabel gehért. Um
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einen Zusammenhang zwischen diesen Parabeln zu finden, wurde ein recht-
winkliges Koordinatensystem angenommen, wo der Koordinatenursprung P,
und die x-Achse ¢, ist.

Der beschrinkte Umfang dieses Beitrags wiirde die Beschreibung un-
sevrer Untersuchungen nicht gestatten, daher sollen hier ohne jede Beweis-

fithrung nur die Ergebnisse stehen.

V. Die Fokusse sdmilicher Parabeln liegen in derselben Kvreislinie, deren
Mittelpunkt sich auf der yv-Achse befindet. Ber Kreis geht durch den Punkt P,.

Die Gleichung dieses Kreises lautet:

[~

VI. Die Leitlinien siimilicher Parabeln gehen durch einen festen Punkt M
mit den Koordinaten

gindo - costoer

gin o — cos & |

wobei durch « die relative Lage von P,P, zu e, festgelegt wird. Der
Radius von k,, ist gleich der Einheit.

In [1] S. 213—214 wird die Parabelschar behandelt. Unter dieser wird
die Gesamtheit der Parabeln verstanden. welche die Geraden an den drei
Seiten eines Dreiecks beriithren. Hier gelten folgende zwei Zusammenhinge:

1. Die Fokusse der zu der Parabelschar gehérenden simtlichen Parabeln
liegen in der um das Dreieck geschriebenen Kreislinie.

2. Die Leitlinienr simtlicher zu der Parabelschar gehérender Parabeln
beriihren den Hohenpunkt M des Dreiecks.

Im vorliegenden Falle ist eine der Geraden des Tangentendreiecks e,
die samtliche Parabeln beriihrt. Die beiden anderen Seiten des Dreiecks sind
imaginér. Der reelle Schnittpunkt dieser beiden imagindren Geraden ist P,

der also die e;, gegeniiberliegende Ecke des Dreiecks darstellt.

Da der Fokussenkreis e;,, nicht schneidet (deshalb sind die beiden
anderen Seiten des Dreiecks imaginér), wird durch diesen auf e, eine ellip-
tische Involution mit dem Mittelpunkt 0" induziert (Abb. 13). Das ist der
dem Kreis am nichsten liegende Punkt von e,,. Der Abschnitt P,0" ist eine
der Schwerlinien des Dreiecks, die im Verh#ltnis 2 : 1 durch den Schwerpunkt
S geteilt ist. Da der Mittelpunkt des Kreises, der um das Dreieck geschrieben
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werden kann, K und der Héhenpunkt A1 ist. liegen die Punkte M. S, K in
der Eulerschen Geraden und
MS:8K =2:1.
Schliefilich liegt das auf die Seite e;, des Dreiecks fallende Spiegelbild

M* des Hohenpunktes M iatséchlich in der Kreishnie.

W

Abb. 13

14, Die bisherigen Feststellungen iiber die Parabelschar kénnen auch durch
einen anderen Gedankengang bekriftigt werden. Es ist bekannt, dafl durch
vier gemeinsame Tangenten eines Kegelschnittbiischels ein vollstdndiges
Vierseit hestimmt wird, das sechs Spitzen hat. Die Verbindungsgeraden zwi-
schen zwei gegeniiberliegenden Spitzen bilden ein Dreieck, welches das ge-
meinsame Polardreieck séimtlicher Kegelschnitte im Kegelschnittbiischel ist [2].

Im vorliegenden Falle handelt es sich um eine Parabelschar. von den
vier gemeinsamen Tangenten ist also eine die ideale (unendlich ferne) Gerade f
der Ebene. Eine andere gemeinsame Tangente ist die Gerade e},. wihrend die

dritte und die vierte gemeinsame Tangente (a,b) imaginir sind. Nur ihr Schuitt-
punkt P, ist reell.
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Versuchen wir nun, das gemeinsame Polardreieck der Parabelschar, als
die Verbindungsgeraden der gegeniiberliegenden Spitzen des vollstindigen
Vierseits, darzustellen:

(af.) (bey,)! = u: I(bfm) (_aeu)f, =3 {{e;uf)(ab)l = ¢y,

u und v sind imagindr, wihrend c,, reell ist. Trotzdem la8t sich der reelle
Schnittpunkt C der beiden imagindren Seiten graphisch ermitteln. Nach un-

Abb. 14
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serer Annahme sind u a und v b, daher bilden die Geraden abuv ein Paralle-
logramm mit einer Spifze P, und dem Mittelpunkt 0%, welcher der Mittelpunkt
der Involution in e,, ist. Das ist aber die Projektion von P, in der Geraden e,
Wird also P, auf O" abgespiegelt. erhillt man C. C und c,, stellen die einzige reelle
Spitze bzw. reelle Seite des gemeinsamen Polardreiecks dar. Werden also von
C aus zu einem beliebigen Glied der Parabelschar Tangenten gefiihrt, so liegen
die Tangentenpunkte T, , Ty, in der Geraden c;,.

15. Fiir einen Sonderfall wird diese Konstruktion auch durchgefiihrt. p sei
parallel zu der Geraden P,0. Das Dreieck OFE,,P, ist gleichschenklig und 0%
ist der Halbierungspunkt der Grundlinie. Da P,0%¥ = 0%C, ist P,0CE,, ein
Parallelogramm. Damit liegt C in der Geraden p und der Halbierungspunkt
des Abschnittes P,C ist E,.

Suchen wir nun die Parabeltangente (perspektive Achse), die zu dem
Zentrum P, = (pr;) gehort.

Durch die Tangente in P, des um das gleichschenklige Dreieck P,P,P,
geschriebenen Kreises wird aus e;, der Punkt E,, ausgeschnitten. den die Para-
beltangente e,, berithrt. Da das Dreieck gleichschenklig ist, ist die Kreis-
tangente in P, parallel zu r, und bildet mit e, einen Winkel 90° — . Nach
dem Prinzip: ¢,d, <{ = e e,, < ist e;,e., <0 = . In diesem Falle ist aber ¢,
senkrecht zu der Kreistangente in P,. Das ist nur méglich, wenn E,, ein
Punkt des Kreises mit dem Durchmesser P,C ist, d. h. e;, durch C durchgeht.
Daraus folgt, daf e, eine aus C zur Parabel fiihrbare Tangente ist.

Durch einen dhnlichen Gedankengang laft sich das auch von der zu P,
gehdrenden Geraden e,; beweisen. wo P; der Schnittpunkt von p und ¢, ist.

Da die Gerade p parallel zu d,, und somit auch zu e,, ist, entspricht ihr
im System PP, eine Parabel mit zu e, paralleler Achse. Mit anderen Worten
bedeutet das, daf die Gerade p der Durchmesser unserer Parabel ist. Es lafit
sich erkennen, dafl der in diesem Durchmesser liegende Parabelpunkt E|,
und die Tangente in diesem Punkte ¢, ist. Da jedoch ¢, parallel zu ¢,, ist,
ferner E,, die Entfernung CP, halbiert, sind die Tangentenpunkte der Tan-
genten e;, und e, die Endpunkte der Parahelsehne ¢, (Abb. 14).

Zusammenfassung

Es sind in der Ebene zwei gleichgerichtete perspektive Strahlenbiischel gegeben: P, und
P,. P, sei fest, P, beweglich. jedoch in der Weise. daf} die beiden Strahlenbiischel stets per-
spektiv bleiben und P, in den verschiedenen Lagen stets zur originalen Lage kongruent bleibe.
In der Abhandlung wird nachgewiesen:

1. Wird durch P, eine beliebige Gerade p beschrieben. so hiillen die perspektiven Achsen eine
Parabel.
2. Die simtlichen Geraden der Ebene entsprechenden Parabeln bilden eine Parabelschar.

Das bedeutet, daB samtliche Parabeln die Seiten eines Dreiecks heriithren: samiliche
Fokusse liegen in der um das Dreieck geschriebenen Kreislinie:; simtliche Leitlinien gehen durch
den Hghenpunkt des Dreiecks. Im vorliegenden Falle sind nur eine Seite und die dieser gegen-
iiberliegende Spitze des Dreiecks reell. withrend die anderen beiden Seiten imaginir sind.
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