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1. Räumliche Vierecke 

Es ist bekannt, daß ,.-ier Raumpunkte nicht-konplanarer Lage, von denen 
l1C'liehigE' dn,i nic htkollinear liegen, in drei yerscmedenen Reihenfolgen miteinan
der yerbullden werdpn können, um pin räumliches Viereck zu bilden. Werden 
nacheinander je ein Kantenpaar ..,-on den sechs Kanten des durch vier Punkte 
he~timmten Tetraeder~ - der ah Eerntetraeder des räumlichen Vierecks be
zeichnet ·wircl- weggelassen, erhält man die drei möglichen Arten räumlicher 
Vierecke, ,,-ie das in _-\.bb. 1 yeransehaulicht ist. 

Die Spitzen des Kerntetraeders sind mit den Eckpunkten des räumlichen 
Vierecks identisch. Benachbarte Eckpunkte sind die, die durch je eine Seite 
des räumlichen Vierecks yerlnmden sind. Benachbarte Seiten sind die, die sich 
schneiden. ::\ ennen ·WÜ cli,~ ·weggelassenen (in der Abbildung mit gestrichelter 
Linie gezeichneten) Kanten des Kerntetraeders die Diagonalen des räumlichen 
Vierecks. Je (·in gegeniill,·rli p genc1es Seitenpaar des räumlichen Vierecks sowie 
seine zWi·i Diagonah·n -in(l ..,-on windschiefer Lage. Es ist offensichtlich, (hß 
da!" räumliche Yiereck Kenn sich die heiden Diagonalen schneiden - zu 
einem ebenen Yiereck entartet. Eine Diagonale hestimmt mit einem nicht in 
del'sdhell liegendl>Jl Eckpunkt ein sog. Diagonaldreieck. Die -vier Diagonal
dreiecke sind mit den SI'iteuflächen des Kerntetraeders identisch. 

Durch z\n·i henachharte Seiten wird einer der TFinkel des räumlichen 
Yir:recks gebildet. An einer Seite und je einer Seitro gegenüber befinden sich 
stpts zwei \\~inkel. Es ist leicht einzusehen. daß die Summe der yier Winkel,ll';; 
räumlichpll Vierecks kleiner als :360: ist. \\' erd'>ll nämlich der Eckpullkt B d,>;; 
Diagonaldreiecb: ABC in den Eckpunkt D des Diagonaldreiecks ACD lIes 
räumlichen Vierecks, das in Ahh. 1 im ersteren Falle yorkommt, und mit dem 
Punkt B gleichzeitig da;;; Dreieck paralld yerschobell, erhält mall da AC 
zu A'C' parallel und diesem gleich ist die Pyramide ACC'A' mit parallelo
grammförmiger Grundfläche und der Spitze D. Infolge der parallelen Verschie
bung sind die Winkel ':1., ß, ;' und (; bei der Spitze D gleich den Winkeln des 
räumlichen Vierecks. Die Summe derselhen kann :360 0 nur erreichen, wenn die 
...-ier Seitenkanten der Pyramide in dieselhe Ebene fallen. In diesem Falle ent
artet das räumliche ·Viereck zum ehenen Viereck. 
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Einige weitere einfache Eigenschaften des räumlichen Vierecks sind WIe 

folgt: 
1. Die Seitenhalbierungspunkte 1, 2, 3 und 4 bestimmen den Jfittelsclmitt; 

sie sind die Eckpunkte eines Parallelogramms, dessen gegenüberliegende Seiten
paare je einer Diagonalen des räumlichen Vierecks parallel sind, wobei ihre 
Länge gleich der halben Länge der Diagonalen ist, wie das in Ahb. 1 zu sehen ist. 
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2. Durch die Eckpunkte des räumlichen Vierecks läßt sich eine einzige 
Kugel zeichnen, deren ::\Iittelpunkt als der -"iIittelpwzkt des räumlichen Vierecks 
bezeichnet werden darf. 

3. Die Geraden aller Seiten des räumlichen Vierecks berühren im allgemei

nen 8 Kugeln. 
Die übel' gegenüberliegende Seitenpaare des räumlichen Vierecks geleg

ten, parallelen Ebenenpaare bestimmen die vier Seitenflächen eines Parallel
"pipedons, wie das in _-\.bb. 2 zu sehen ist. Dieses v,-ird als das Trägerparallel

epipedon des räumlichen Vierecks bezeichnet. Die räumlichen Vierecke können 
nach den Maßeigemchaften ihres einzigen Trägerparallelepipedons unterteilt 
werden. 

2. Räumliche Parallelogramme 

Räumliche Pal'allcloi;ramme werden durch gerade Prismen mit Parallelo
grammen als Grundflächf:' gptragen. Ll1ternimmt man die Unterteilung nach 
den ::\Iaßeigemchaften der räumlichen Parallelogramme, darf von räumlichem 

Quadrat, rüumlichem' Rechteeh, räumlichem Rhomblls und räumlichem Rhomboid 
gesprochen werden. 

Das Trägerparallclepipedon des riizl1'nlichen Quadrats ist ein regelmäßiges 
yierseitiges Prisma, wo die Seiten die entsprechenden Diagonalen der Seiten
flächen sind, wit, es in Ahh. 3 zu erkennen ist. Sowohl die Seiten als auch die 
Diagonalen und die \Yinkel ~ind gleich. 

Ist die Diagonale gkich der Scite oder - was dasselbe ist stehen die 
gegenüberliegenden St'it,'npaare aufeinander senkrecht, erhält man das sog. 
,>regelmiißige« riiumliclze Quadrat, das durch einen Würfel gctragen wird. Im 
('ntgegenge"etzten Falle spricht man YOll einem gc·wöhnlichen räumlichen 
Quadrat. Bei der einen Art desselben ist die Diagonale kleiner, bei der anderen 
Art größer als die Seite. Einer der Winkel des räumlichen Quadrats ist kleiner 
als 90°. Beträgt dieser Winkel 60:, so ist das räumliche Quadrat regelmäßig, 
erreieht der \Vinkel 90 c

, entartet das räumliche Quadrat zum ehenen Quaclrat. 
Die gegenüberliegenden Seiten des räumlichen Quadrats liegen in einer 

'-' '-' '- ....... 

Entfernung yoneinander yon Halhdiagonale-mal f2. Die Diagonalcheiecke sind 
kongruente, gleichsehcllklige Dreiecke. Der :Mittelpunkt 0 des Trägerprismas 
ist der :Mittelpunkt des räumlichen Quadrats. Der :Mittelschnitt ist ein Quadrat, 
dessen Seite gleich der Hälftc der Diagonalen ist. Durch die Halhierungspunkte 
der Diagonalen und den :Mittelpunkt geht die .ivIittelinie k durch. Die l\Iittel
linie und die eine Diagonale hestimmen eine der Symmetrieebenen des rämnli
chen Quadrats. Das räumliche Quadrat ist zu je einer seiner Symmetrieehenen 
senkrecht-symmetrisch. Das Diagonaldreieck des regelmäßigen räumlichen 
Quadrats ist ein regelmäßiges Dreieck, und sein Kerlltetraeder ist ein regel
mäßiger Tetraeder. 



6 

c 

-------,"'5 

R.4[:.ULICHE FIERECKE 

r,-----c:c"'" B 

Abb . .3 

--r---------=-B 
"'----

~/ I 
I 

~--------'~ 5 i 
A 2] 

Abb. 4 

~~j 
-- .... ~?'-' 

'--J 

e >(: 

Die anderen drei räumlichen Parallelogramme können in ähnlicher Weise 
analysiert werden. Zu diesen soll nur kurz folgendes bemerkt werden: 

Das Trägerparallelepipedon des räumlichen Oblongums ist rechteckig, ali!o 
ein ziegelsteinförmiger Körper, wie es in Abb. 4 zu sehen ist. Die gegenüber
liegenden Seiten, die Diagonalen sowie die Winkel sind gleich. Steht dai! eine 
gegenüberliegende Seitenpaar auf einander senkrecht, folgt daraus, daß die 
Diagonale gleicher Länge v.-ie die andere Seite ist. In diesem Falle sind die 
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durch die aufeinander senkrechten Seiten durchgehenden Seitenflächen des 
Trägerprismas Quadrate. Auch ein Prisma mit quadratischer Grundfläche kann 
also Träger eines räumlichen Rechtecks sein, in diesem Falle liegt jedoch das 
eine Seitenpaar notwendigerweise in den quadratischen Grundflächen! Die 
Diagonalen können aufeinander nicht senkrecht stehen! Der Mittelschnitt des 
räumlichen Rechtecks ist ein Rhombus und zu den beiden Symmetrieebenen 
des räumlichen Rechtecks schief-symmetrisch. 

Das Trägerparallelepipedon des räumlichen Rhombus ist ein gerades 
Prisma mit rhombusförmiger Grundfläche. Seiten und einander gegenüberlie
gende Winkel sind gleich. Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander, doch 
sind sie ungleicher Länge. Der Mittelschnitt ist ein Oblongum und zu seinen 
beiden Symmetrieebenen senkrecht-symmetrisch. 

Das ein räumliches Rhomboid tragende Parallelepipedon ist ein gerades 
Prisma mit rhomboidförmiger Grundfläche. Die gegenüberliegenden Winkel 
sind gleich. Die Diagonalen sind ungleich, der Mittelschnitt ist ein Rhomboid. 
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Die räumlichen Parallelogramme werden also chrrch gerade Prismen mit 
Parallelogrammen als Grundfläche getragen. 

Zwischen zw-:-i ·windschiefen Geraden lassen sich immer yerschiedene 
räumliche Parallelogramme mit vorgegebener Seitenlänge konstruieren. Ein 
regelmäßigps räumliches Quadrat kann nur zwischen einem Paar aufeinander 
senkrechter, windschiefer Geraden kOllfotruiert werden, die Seite kann man 
jedoch nicht mehr beliebig wählen. Diese sind in Abb. 5 in einer einzigen 
Yertikalprojektion dargestellt. Die vorgegebene Gerade a liegt in der Ehene 
der Zeichnung und die vorgegehene Gerade b in einem Abstand h über der 
Zeichnungsehene. 

In der Ahbildung sind ABCD ein räumliches Quadrat, EFGH ein räum
licher Rhombm, KLivI!V ein räumliches Rhomboid, PQRS ein räumliches 
Rechteck und VXYZ ein regelmäßiges räumliches Quadrat. 

Es ist zu hemerken, daß - ·wird ein ebenes Parallelogramm eine seiner 
Diagonalen entlang gehrochen, und das eine "Halbparallelogramm« um diese 
Diagonale yerclreht man ehenfalls ein räümliches Parallelogramm erhält. 
Durch eine solche Ahleitung können aus einem ebenen Quadrate nur cin räum
licher Rhombus, aus einem Rechteck nur ein räumliches Rhomboid, aus einem 
Rhombus je nach dem Grad der Yerdrehun§ z\\-ci räumliche Quadrate hzw. 
räumliche Rhomben (ist der spitze Winkel des yorgegehenen Rhomlms gleich 
60 0

, erhält man z\\-cimal auch regelmäßige räumlichc Quadrate), schließlich 
aus einem Rhomboid je nach dem Verdrehungs grad zwei räumliche Rechtecke 
odc-r räumliehe Rhomboide erhalten werden. Auch der durch die Ehenen deI 
beiden Halhparallelogramme gehildete Winkd ist eine für das räumliche Pa
rallelogramm kennzeichncnde Größe. 

3. Konstruktion eines räumlichen Parallelogramms 

Es ist zweckmäßig, da" eine Diagonaldreieck des räumlichen Parallelo
gramms in der Ehene der Zeichnung, das andere danehen im Raum zu kon
struieren. Im \\-eiteren soll das an einem Bei;opiel dargestellt werden. 

Konstruieren wir aus den Seiten Cl und b sowie den Winkeln 7; und /3 
ein räumliches Rhomboid (Ahb. 6). 

\Vir zeiehnen das ehene Dreieck ABD als das eine Diagonaldreieck des 
räumlichen Rhomhoids in der Zeichnungsebene. Der ..,-ierte Eckpunkt C liegt 
im Raum in einem Ahstand a yon Punkt B und in einem Ahstand b yon 
Punkt D, so daß gleichzeitig der durch die Strecken CB und CD gebildete 
·Winkel x ist, und die durch die Strecken CD und AD sowie CB und AB 
gehildeten Winkel gleich /3 sind. Mann denkt sich den gesuchten Punkt C in 
die Ehene der Zeichnung sowohl um die Gerade AD als auch um die Gerade 
AB gedreht, zuerst als Cl' dann als C2• Dann liegen der Punkt Cl in einem 



PETIliCH 9 

:: 

_~ _____ ---\3d 

Abb. 6 

Abstand a von dem Punkt B in der mit AB einen Winkel /3 bildenden Geraden, 
und der Punkt C~ in einem Abstand b von dem Punkt D in der mit AD einen 
Winkel /3 hildenden Geraden. Die aus den Punkten Cl bzw. C2 senkrecht auf 
AB bzw. AD gezeichneten Geraden schneiden sich in der Vertikalprojektioll 
des Punktes C, in C'. Der Punkt C liegt im Raum in einer Entfernung h nach 
der einen LÖ~ll1lg über C', nach der anderen unter C'. 

4. Die Konstruktion von räumlichen Vierecken 

Ein räumlicher Winkel n kann durch seine zu dem einen Eckpunkt ge
hörenden Diagonalen auf n-2 Dreiecke zerlegt werden. Da, um ein Dreieck zu 
bestimmen, .3 Angaben erforderlich sind, werden der räumliche Winkel n durch 
(n - 2) . .3 und das räumliche Viereck durch (4 2)' .3 = 6 Angaben be
stimlllt. 
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Bezeichnen wir in Abb. 7 die Seiten des symbolischen, allgemeinen räum
lichen Vierecks ABCD durch AB = b, BC = c, CD = d und DA = a, seine 
Winkel durch 'Y., ß, i' und O. Nun sollen einige Konstruktionen dargelegt werden. 

Erste Konstruktion. Gegeben sind die Seiten a, b, c und d sowie die 
Winkel a und ß. 

In der Ebene der Zeichnung wird das Diagonaldreieck A BD konstruiert 
(Abb. 7). Sodann wird der Ort des Punktes C im Raum gesucht. Punkt C liegt 
einerseits in einem Abstand c von Punkt B auf dem Kegel mit der Geraden 
AB als Achse, dem Punkt B als Spitze und der halben Öffnung ß, anderseits 
auf einer Kugel mit dem Punkt D als Mittelpunkt und dem Halbmesser der 
Länge d. Der auf dem Kegel konstruierte Kreis schneidet die Kugel in den 
möglichen zwei Lösungen in den Punkten Cl und C2 • Punkt C liegt im Raum 
in einem Abstand h nach der einen Lösung über, nach der anderen unter C'. 

Zweite Konstruktion. Gegeben sind die Seiten a, bund c sowie die W-inke! 
CI., ß und )'. 
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Abb. 8 

In Abb. 8 wird zuerst in der Zeichnungsebene das Diagonaldreieck 
ABD konstruiert. Wir suchen wieder den Ort im Raum des Punktes C. Der 
Punkt C befindet sich einerseits in einem Abstand c von dem Punkt B auf dem 
Rotationskegel mit der Geraden AB als Achse, dem Punkt B als Spitze und 
dem Winkel ß als halbe Öffnung, anderseits auf dem Rotationskreisring mit der 
Geraden BD als Achse, mit der Strecke BD als eine Sehne seines in der Zeich
nungsebene liegenden Meridianrings, wobei der Peripherien winkel auf dem zu 
dieser Sehne gehörenden Bogen gleich dem Winkel y ist. Wo der auf dem Kegel 
konstruierte Kreis den Ring schneidet, dort erhält man den Punkt C, den 
vierten Eckpunkt des räumlichen Vierecks. Da sich die Achsen des Kegels 
und des Ringes in Punkt B schneiden, schneidet die durch den Kegelring 
durchgehende Hilfskugel mit dem Mittelpunkt B den Ring in zwei Kreisell. 
Der Kegelkreis trifft die beiden herausgeschnittenen Ringkreise insgesamt in 
vier Punkten. Die Aufgabe hat also vier Lösungen, die paarweise - Cl und 
sein Symmetrischer sowie C2 und sem Symmetrischer - zu der Zeichnungs
ebene symmetrisch sind. 
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Dritte Konstntktion. Gegeben sind die Seiten a, bund C SOWIe die \Vinkel 
:1., ,3 und b. 

In Abb. 9 konstruieren wir III der Ehene der Zeichnune: das Diagonal
dreieck ABD. Der fehlende Eckpunkt C liegt einerseits in einem Abstand C 

von dem Punkt B auf dem Rotationskegel mit der Achse AB, der Spitze B 
und der halben Öffnung gleich /J, anderseits auf dem Rotationskegel mit der 
Achse AD, der Spitze D und der halhen Öffnung 1800 O. Die Achsen der 
beiden Kegel schneiden sich in Punkt A. Dieser Punkt kann also als Mittel
punkt einer Hilfskugel gewählt werden, die durch den Kegelkreis durchgeht 
und auch den anderen Kegel in einem Kreis schneidet. Die zur Ebene der 
Zeichnung symmetrischen zwei gemeinsamen Punkte der beiden Kreise sind 
die gesuchten zwei Lösungen, deren gemeinsame Projektion der Punkt C' ist. 
Der Abstand der Punkte C von der Zeichnungsebene ist die Strecke h. 
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Vierte Konstruktion. Gegeben sind die Seiten a, bund c sowie die Winkel 
ß, y und o. 

Wir konstruieren in der Ebene der Zeichnung das Diagonaldreieck ABC 
in Abb. 10. Für den fehlenden Eckpunkt D lassen sich drei Bedingungen 
machen; er liegt: 1. auf der Kugel mit dem lVIittelpunkt A und dem Halb
messer a; 2. auf dem Rotationskegel mit der Achse BC und der halben Öffnung 
gleich 1800 

- y; 3. auf dem Rotationskreisring mit der Achse AC, wo der auf 
dem zu der Sehne AC gehörenden Bogen liegende Peripherienwinkel gleich 
dem Winkel 0 ist. Infolge ihrer Lage schneidet die Kugel den Ring in zwei 
Kreisen. Mit einer durch einen solchen Kreis durchgehenden und den Kegel 
in zwei Kreisen schneidenden Hilfskugel erhält man zu der Zeichnungsebene 
symmetrisch zweimal zwei Lösungen. In der Abbildung sind die Projektionen 
D 1 und Dz der symmetrisch auftretenden zweimal zwei Lösungen nur auf dem 
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'"Irren Kugelkreis dargestellt. Die zu dem Punkt D 1 gehörenden }widf'n räum-
1i('hen D-Punkte liegen in Entfernungt'n h ülwr hz·w. unter der Zeichnungsebelle. 

Fünfte Eonstruktion. Gegeben sind die Seiten Cl und b sowie die Winkel 
::. ;'J. ;' und r). 

"\\-ir kOllstruien'Il das Diagonaldreieek ABD (Abb. 11) in der Ebene <.1pr 
Z'·ichnung. D"r fehlende Eckpunkt C muß nun folgende drei Beclingungell 
erfüllen: 1. ('1' ]i"gt auf dem Rotatio71skegel mit der Achse AB und dpl' halbcn 
Öffnung :2. 1'1' liegt auf dp!11 Rotationskegel mit der Achse A D und der haUH'n 
Öffnung gleich 180 0 6; 3. er liegt auf dem Rotationskreisring mit der Achse 
BD und einem auf dem zu der Sehne BD gehörenden Bogen ruhenden Peri
pherienwinkel gleich dem Winkel )J. Die heiden Kegel schneiden sich in einer 
Raumkurl'e l'ierter Ordnung. Der gemeinsame Punkt der Raumkurye und des 
Ringes ist der gesuchte Punkt C. In der Ahhildung i"t die Doppelprojektion der 
Durchdringungslinie des Ringes und je eines Kegels aufgezeichnet. Die Schnitt
punkte dieser heiden ebenen KUrL'en rierter Ordnung können mit Zirkel und 
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Lineal nicht konstruiert werden. Von den Lösungen wurde die gemeinsame 
Projektion C' der zwei symmetrischen Punkte Cl und C2 konstruiert. Die 
Entfernung dieser Punkte von der Zeichnungsebene ist die Strecke h. 

Es sei bemerkt, daß die ersten vier Konstruktionen im Euklidischen 
Sinne - mit Zirkel und Lineal durchgeführt werden können, die fünfte jedoch 
nicht. Aufgrund von ~echs Angaben kann nicht in jedem Falle ein allgemeines 
räumliches Viereck kon:-truiert werden. \Verden nämlich die vier Seiten und 
zwei gegenüberliegende ""Winkel des räumlichen Vierecks angegeben, sind 
dadurch die heiden Diagonaldreiecke (zwei Halhparallelogramme) bereits ein
deutig bestimmt. Da dann die den angegebent>n \Vinkeln gegenüberliegenden 
Seiten der beiden Dreiecke in der Regel nicht gleich sein werden, können die 
Dreiecke nicht zusammengefügt werden, und daher pntsteht kein räumliches 
Yiereck. 

Die Aufgaben, die angesetzt 'werden können, "lnlrden hi,'r bf>i weitem 
nicht erschöpft, man konnte sich jedoch davon überzeugen, wie gut ::;ich die 
Konstruktion räumlicher Vierecke für die Au\\""enclung einfacher geol11drischer 
Orte und die Darstellung in einer einzigen Bildphelw für dip Durchführung 
Yi·rwiekelter Konstruktionen eignen. 

Zusanul1enfassung 

E, i5t bekannt. daß ein endlich bee:renzter Teil d.,s unter den in der Technik benutzten 
3chalenflächen yorkommenden h'yperbolis~hen Paraboloids mit Hilfe eines ränmlichen Vierecb 
;.ehr einfach ungce:eben werden kalln. Für die Systematisierulle: der verschiedenen Ang-abe
mijgliehkeiten d~r Schulen ,.ind die Llltersuchune: der riiumlich<:11 \""iereck<:. die Festlegulle:'ihrr-r 
Arten. ihre l""nterteilune: erforderlich. So gelangt'man z. B. zu den gut definierbaren rlun;lichen 
,Paralle!o!!"rammell". Die Konstruktion j)aT<lb~loidschalf]' trae:end~r räumlicher Vierecke unt(>r 
':o!'gpgeJJe~len Bedingungen i,.t also ,lUch für d"n techni,.ch;n Konstrukteur nützlich. 

Prof. Dr. (;'~Zil PETlUeII, H-1.~:21 Buclapest 


