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i. Riumliche Vierecke

Es ist bekannt, dal} vier Raumpunkte nicht-konplanarer Lage, von denen
heliebige drei nichtkollinear liegen. in drei verschiedenen Reihenfolgen miteinan-
der verbunden werden kénnen, um ein ridumliches Viereck zu bilden. Werden
nacheinander je ein Kantenpaar von den sechs Kanten des durch vier Punkte
bhestimmten Tetraeders — der als Kerntetraeder des rdumlichen Vierecks be-
zeichnet wird — weggelassen, erhidlt man die drei méglichen Arten rdumlicher
Vierecke, wie das in Abb. 1 veranschaulieht ist.

Die Spitzen des Kerntetraeders sind mit den Eckpunkten des rdumlichen
Vierecks identisch. Benachbarte Eckpunkte sind die, die durch je eine Seite
des rdumlichen Vierecks verbunden sind. Benachbarte Seiten sind die, die sich
schneiden. Nennen wir die weggelassenen (in der Abbildung mit gestrichelter
Linie gezeichneten) Kanten des Kerntetraeders die Diagonalen des riumlichen
Vierecks. Je ein gegeniiberliegendes Seitenpaar des rdumlichen Vierecks sowie
seine zwel Diagonalen sind von windschiefer Lage. Es ist offensichtlich, daB
das rdumliche Viereck — wenn sich die beiden Diagonalen schneiden — zu
einem ebenen Viereek entartet. Eine Diagonale bestimmt mit einem nicht in
derselben liegenden Eckpunkt ein sog. Diagonaldreieck. Die vier Diagonal-
dreiecke sind mit den Seitenfldchen des Kerntetraeders identisch.

Durch zwei benachbarte Seiten wird einer der Winkel des rdumlichen
Vierecks gebildet. An eciner Seite und je eciner Seite gegeniiber befinden sich
stets zwel Winkel. Es ist leicht einzusehen, daf die Summe der vier Winkel des
rdumlichen Vierecks kleiner als 360° ist. Werden niimlich der Eckpunkt B des
Diagonaldreiecks 4BC in den Eckpunkt D des Diagonaldreiecks ACD des
rdumlichen Vierecks, das in Abb. 1 im ersteren Falle vorkommt, und mit dem
Punkt B gleichzeitig das Dreieck parallel verschoben, erhilt man — da AC
zu A'C’ parallel und diesem gleich ist — die Pyramide ACC’ 4’ mit parallelo-
grammfgrmiger Grundfliche und der Spitze D. Infolge der parallelen Verschie-
bung sind die Winkel #, 5. v und 6 bei der Spitze D gleich den Winkeln des
raumlichen Vierecks. Die Summe derselben kann 360° nur erreichen, wenn die
vier Seitenkanten der Pyramide in dieselbe Ebene fallen. In diesem Falle ent-
artet das rdumliche Viereck zum ebhenen Viereck.
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Abb. 1

Abb. 2

Einige weitere einfache Eigenschaften des rdumlichen Vierecks sind wie
folgt:

1. Die Seitenhalbierungspunkte I, 2, 3 und 4 bestimmen den Mittelschniti;
sie sind die Eckpunkte eines Parallelogramms, dessen gegeniiberliegende Seiten-
paare je einer Diagonalen des rdumlichen Vierecks parallel sind, wobei ihre
Linge gleich der halben Linge der Diagonalen ist, wie das in Abb. 1 zu sehen ist.
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2. Durch die Eckpunkte des rdumlichen Vierecks 148t sich eine einzige
Kugel zeichnen. deren Mittelpunkt als der Mittelpunkt des rdumlichen Vierecks
bezeichnet werden darf.

3. Die Geraden aller Seiten des rdumlichen Vierecks heriihren im allgemei-
nen 8 Kugeln.

Die iiber gegeniiberliegende Seitenpaare des rdumlichen Vierecks geleg-
ten, parallelen Ebenenpaare bestimmen die vier Seitenfldchen eines Parallel-
epipedons. wie das in Abb. 2 zu sehen ist. Dieses wird als das Trigerparallei-
epipedon des riumlichen Vierecks bezeichnet. Die rdumlichen Vierecke kénnen
nach den MaBleigenschaften ihres einzigen Trigerparallelepipedons unterteilt
werden.
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2. Réumliche Parallelogramme

Raumliche Parallelogramme werden durch gerade Prismen mit Parallelo-
grammen als Grundfliche getragen. Unternimmt man die Unterteilung nach
den Mafeigenschaften der rdumlichen Parallelogramme, darf von rdumlichem
Quadrat, riumlichem Rechteck, rdumlichem Rhombus und rdumlichem Rhomboid
gesprochen werden.

Das Trigerparallelepipedon des rdumlichen Quadrats ist ein regelmifiges
vierseitiges Prisma, wo die Seiten die entsprechenden Diagonalen der Seiten-
fliichen sind. wie es in Abb. 3 zu erkennen ist. Sowohl die Seiten als auch die
Diagonalen und die Winkel sind gleich.

Ist die Diagonale gleich der Seite oder — was dasselbe ist — stehen die
gegeniiberliegenden Seitenpaare aufeinander senkrecht, erhilt man das sog.
sregelmifiges ritumliche Quadrat, das durch einen Wiirfel getragen wird. Im
entgegengesetzien Falle spricht man von einem gewohnlichen rdumlichen
Quadrat. Bei der einen Art desselben ist die Diagonale kleiner, bei der anderen
Art groBer als die Seite. Einer der Winkel des rdumlichen Quadrats ist kleiner
als 90°. Betrdgt dieser Winkel 60°, so ist das rdumliche Quadrat regelmifig,
erreicht der Winkel 907, entartet das rdumliche Quadrat zum ebenen Quadrat.

Die gegeniiberliegenden Seiten des rdumlichen Quadrats liegen in einer
Entfernung voneinander von Halbdiagonale-mal /2. Die Diagonaldreiecke sind
kongruente, gleichschenklige Dreiecke. Der Mittelpuukt 0 des Trigerprismas
ist der Mittelpunkt des rdumlichen Quadrats. Der Mittelschnitt ist ein Quadrat,
dessen Seite gleich der Halfte der Diagonalen ist. Durch die Halbierungspunkte
der Diagonalen und den Mittelpunkt geht die Mittelinie & durch. Die Mittel-
linie und die eine Diagonale bestimmen eine der Symmetrieebenen des rdumli-
chen Quadrats. Das rdumliche Quadrat ist zu je einer seiner Symmetrieebenen
senkrecht-symmetrisch. Das Diagonaldreieck des regelmiBigen rdumlichen
Quadrats ist ein regelmiBiges Dreieck, und sein Kerntetraeder ist ein regel-
mifiger Tetraeder.
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Abb. 4

Die anderen drei rdumlichen Parallelogramme kénnen in dhnlicher Weise
analysiert werden. Zu diesen soll nur kurz folgendes bemerkt werden:

Das Trigerparallelepipedon des rdumlichen Oblongums ist rechteckig, also
ein ziegelsteinformiger Korper, wie es in Abb. 4 zu sehen ist. Die gegeniiber-
liegenden Seiten, die Diagonalen sowie die Winkel sind gleich. Steht das eine
gegeniiberliegende Seitenpaar auf ‘einander senkrecht, folgt daraus, daf} die
Diagonale gleicher Linge wie die andere Seite ist. In diesem Falle sind die
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Abb. 5

durch die aufeinander senkrechten Seiten durchgehenden Seitenflichen des
Trigerprismas Quadrate. Auch ein Prisma mit quadratischer Grundfliche kann
also Triger eines rdumlichen Rechtecks sein, in diesem Falle liegt jedoch das
eine Seitenpaar notwendigerweise in den quadratischen Grundflichen! Die
Diagonalen kénnen aufeinander nicht senkrecht stehen! Der Mittelschnitt des
rdumlichen Rechtecks ist ein Rhombus und zu den beiden Symmetrieebenen
des rdumlichen Rechtecks schief-symmetrisch.

Das Trigerparallelepipedon des rdumlichen Rhombus ist ein gerades
Prisma mit rhombusférmiger Grundflidche. Seiten und einander gegeniiberlie-
gende Winkel sind gleich. Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander, doch
sind sie ungleicher Linge. Der Mittelschnitt ist ein Oblongum und zu seinen
beiden Symmetrieebenen senkrecht-symmetrisch.

Das ein rdumliches Rhomboid tragende Parallelepipedon ist ein gerades
Prisma mit rhomboidférmiger Grundfliche. Die gegeniiberliegenden Winkel
sind gleich. Die Diagonalen sind ungleich, der Mittelschnitt ist ein Rhomboid.
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Die rdumlichen Parallelogramme werden also durch gerade Prismen mit
Parallelogrammen als Grundfliche getragen.

Zwischen zwei windschiefen Geraden lassen sich immer verschiedene
riumliche Parallelogramme mit vorgegebener Seitenldnge konstruieren. Ein
regelmafiges rdumliches Quadrat kann nur zwischen einem Paar aufeinander
senkrechter, windschiefer Geraden konstruiert werden. die Seite kann man
jedoch nicht mehr beliebig wihlen. Diese sind in Abb. 5 in einer einzigen
Vertikalprojektion dargestellt. Die vorgegebene Gerade ¢ liegt in der Ebene
der Zeichnung und die vorgegebene Gerade b in einem Abstand h iiber der
Zeichnungsebene.

In der Abbildung sind 4 BCD ein rdumliches Quadrat, EFGH ein rdum-
licher Rhombus, KLMN ein ridumliches Rhomboid, PORS ein riumliches
Rechteck und FXYZ ein regelméfBiges rdumliches Quadrat.

Es ist zu bemerken. daBl — wird ein ebenes Parallelogramm eine seiner

Diagonalen entlang gebrochen, und das eine »yHalbparallelogramme« um diese
Diagonale verdreht — man ebenfalls ein rdumliches Parallelogramm erhilt.
Durch eine solche Ableitung konnen aus einem ebenen Quadrate nur ein rdum-
licher Rhombus, aus einem Rechteck nur ein rdumliches Rhomboid, aus einem
Rhombus je nach dem Grad der Verdrehung zwei rdumliche Quadrate hzw.
riumliche Rhomben (ist der spitze Winkel des vorgegebenen Rhombus gleich
60°, erhidlt man zweimal auch regelmifige rdumliche Quadrate). schliefilich
aus einem Rhomboid je nach dem Verdrehungsgrad zwei rdumliiche Rechtecke
oder raumliche Rhomboide erhalten werden. Auch der durch die Ebenen dex
beiden Halbparallelogramme gebildete Winkel ist eine fiir das rdumliche Pa-
rallelogramm kennzeichnende GréBe.

3. Konsiruktion eines riumlichen Parallelogramms

Es ist zweckmiBig. das eine Diagonaldreieck des rdumlichen Parallelo-
gramms in der Ebene der Zeichnung, das andere daneben im Raum zu kon-
struieren. Im weiteren soll das an einem Beispiel dargestellt werden.

Konstruieren wir aus den Seiten ¢ und b sowie den Winkeln « und g
ein rdumliches Rhomboid (Abb. 6).

Wir zeichnen das ebene Dreieck A BD als das eine Diagonaldreieck des
raumlichen Rhomboids in der Zeichnungsebene. Der vierte Eckpunkt C liegt
im Raum in einem Abstand ¢ von Punkt B und in einem Abstand b von
Punkt D, so dafl gleichzeitig der durch die Strecken CB und CD gebildete
Winkel z ist, und die durch die Strecken CD und 4D sowie CB und 4B
gebildeten Winkel gleich § sind. Mann denkt sich den gesuchten Punkt C in
die Ebene der Zeichnung sowohl um die Gerade 4D als auch um die Gerade
AB gedreht, zuerst als C,, dann als C,. Dann liegen der Punkt C, in einem
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Abb. 6

Abstand @ von dem Punkt B in der mit 4 B einen Winkel 2 bildenden Geraden,
und der Punkt C, in einem Abstand b von dem Punkt D in der mit 4D einen
Winkel 2 bildenden Geraden. Die aus den Punkten C; bzw. C, senkrecht auf
AB bzw. AD gezeichneten Geraden schneiden sich in der Vertikalprojektion
des Punktes C, in C’. Der Punkt C liegt im Raum in einer Entfernung I nach
der einen Losung iber €', nach der anderen unter C'.

4, Die Konstruktion von rdumlichen Vierecken

Ein rdumlicher Winkel n kann durch seine zu dem einen Eckpunkt ge-
horenden Diagonalen auf n—2 Dreiecke zerlegt werden. Da, um ein Dreieck zu
bestimmen. 3 Angaben erforderlich sind, werden der rdumliche Winkel n durch
(n —2) - 3 und das riumliche Viereck durch (4 —2) -3 =6 Angaben be-
stimmt.,
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Abb. 7

Bezeichnen wir in Abb. 7 die Seiten des symbolischen, allgemeinen rdum-
lichen Vierecks A BCD durch AB = b, BC = ¢, CD = d und DA = «a, seine
Winkel durch «, 5,y und 6. Nun sollen einige K onstruktionen dargelegt werden.

Erste Konstruktion. Gegeben sind die Seiten a, b, ¢ und d sowie die
Winkel ¢ und £.

In der Ebene der Zeichnung wird das Diagonaldreieck 4 BD konstruiert
(Abb. 7). Sodann wird der Ort des Punktes € im Raum gesucht. Punkt C liegt
einerseits in einem Abstand ¢ von Punkt B auf dem Kegel mit der Geraden
AB als Achse, dem Punkt B als Spitze und der halben Offnung B, anderseits
auf einer Kugel mit dem Punkt D als Mittelpunkt und dem Halbmesser der
Lange d. Der auf dem Kegel konstruierte Kreis schneidet die Kugel in den
mébglichen zwei Losungen in den Punkten C; und C,. Punkt C liegt im Raum
in einem Abstand h nach der einen Lidsung iiber, nach der anderen unter C'.

Zweite Konstruktion. Gegeben sind die Seiten a. b und ¢ sowie die Winkel
o, fund 7. '
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In Abb. 8 wird zuerst in der Zeichnungsebene das Diagonaldreieck
ABD konstruiert, Wir suchen wieder den Ort im Raum des Punktes C. Der
Punkt C befindet sich einerseits in einem Abstand ¢ von dem Punkt B auf dem
Rotationskegel mit der Geraden AB als Achse, dem Punkt B als Spitze und
dem Winkel # als halbe Offnung, anderseits auf dem Rotationskreisring mit der
Geraden BD als Achse, mit der Strecke BD als eine Sehne seines in der Zeich-
nungsebene liegenden Meridianrings, wobei der Peripherienwinkel auf dem zu
dieser Sehne gehdrenden Bogen gleich dem Winkel v ist. Wo der auf dem Kegel
konstruierte Kreis den Ring schneidet, dort erhilt man den Punkt C, dexn
vierten Ickpunkt des rdumlichen Vierecks. Da sich die Achsen des Kegels
und des Ringes in Punkt B schneiden, schneidet die durch den Kegelring
durchgehende Hilfskugel mit dem Mittelpunkt B den Ring in zwei Kreisen.
Der Kegelkreis trifft die beiden herausgeschnittenen Ringkreise insgesamt in
vier Punkten. Die Aufgabe hat also vier Losungen, die paarweise — C, und
sein Symmetrischer sowie C, und sein Symmetrischer — zu der Zeichnungs-
ebene symmetrisch sind.
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Abb. 9

Dritte Konsiruktion. Gegeben sind die Seiten a, b und ¢ sowie die Winkel
%, 5 und 5.

In Abb. 9 konstruieren wir in der Ebene der Zeichnung das Diagonal-
dreieck 4 BD. Der fehlende Eckpunkt C liegt einerseits in einem Abstand ¢
von dem Punkt B auf dem Rotarionskegel mit der Achse 4B, der Spitze B
und der halben Offnung gleich f, anderseits auf dem Rotationskegel mit der
Achse 4D, der Spitze D und der halben Offnung 180° — 4. Die Achsen der
beiden Kegel schuneiden sich in Punkt 4. Dieser Punkt kann also als Mittel-
punkt einer Hilfskugel gewdhlt werden, die durch den Kegelkreis durchgeht
und auch den anderen Kegel in einem Kreis schneidet. Die zur Ebene der
Zeichnung symmetrischen zwei gemeinsamen Punkte der beiden Kreise sind
die gesuchten zwei Losungen, deren gemeinsame Projektion der Punkt C ist.
Der Abstand der Punkte C von der Zeichnungsebene ist die Strecke h.



PETRICH 1

o

{r

Vierte Konstruktion. Gegeben sind die Seiten a, b und ¢ sowie die Winkel
8, y und 9.

Wir konstruieren in der Ebene der Zeichnung das Diagonaldreieck 4 BC
in Abb. 10. Fiir den fehlenden Eckpunkt D lassen sich drei Bedingungen
machen; er liegt: 1. auf der Kugel mit dem Mittelpunkt 4 und dem Halb-
messer a; 2. auf dem Rotationskegel mit der Achse BC und der halben Offnung
gleich 180° — y; 3. auf dem Rotationskreisring mit der Achse AC, wo der auf
dem zu der Sehne AC gehérenden Bogen liegende Peripherienwinkel gleich
dem Winkel §ist. Infolge ihrer Lage schneidet die Kugel den Ring in zwei
Kreisen. Mit einer durch einen solchen Kreis durchgehenden und den Kegel
in zwei Kreisen schneidenden Hilfskugel erhilt man zu der Zeichnungsebene
symmetrisch zweimal zwei Losungen. In der Abbildung sind die Projektionen
D, und D, der symmetrisch auftretenden zweimal zwei Losungen nur auf dem
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Abb. 11

einen Kugelkreis dargestellt. Die zu dem Punkt D, gehérenden beiden rdum-

lichen D-Punkte liegen in Entfernungen h ither bzw, unter der Zeichnungsebene,

Finfte Konstruktion. Gegeben sind die Seiten ¢ und b sowie die Winkel
v. 5.y und A

Wir konstruieren das Diagonaldreieck ABD (Abb. 11) in der Ebene der
Zeichuung, Der fehlende Eckpunkt € mufi nun folgende drei Bedingungen
erfiilllen: 1. er liegt auf dem Rotationskegel mit der Achse 4B und der halben
Offnung j; 2. er liegt auf dem Rotationskegel mit der Achse 4D und der halben
éffnung gleich 180° — §; 3. er liegt auf dem Rotationskreisring mit der Achse
BD und einem auf dem zu der Sehne BD gehérenden Bogen ruhenden Peri-
pherienwinkel gleich dem Winkel y. Die beiden Kegel schneiden sich in einer
Raumkurve vierter Ordnung. Der gemeinsame Punkt der Raumkurve und des
Ringes ist der gesuchte Punkt C.In der Abbildungist die Doppelprojektion der
Durchdringungslinie des Ringes und je eines Kegels aufgezeichnet. Die Schnitt-
punkte dieser beiden ebenen Kurven vierter Ordnung kénnen mit Zirkel und
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Lineal nicht konstruiert werden. Von den Lésungen wurde die gemeinsame
Projektion €' der zwei symmetrischen Punkte C, und C, konstruiert. Die
Entfernung dieser Punkte von der Zeichnungsebene ist die Strecke h.

Es sei bemerkt, daB die ersten vier Konstruktionen — im Euklidischen
Sinne — mit Zirkel und Lineal durchgefithrt werden kénnen, die fiinfte jedoch
nicht. Aufgrund von sechs Angaben kann nicht in jedem Falle ein allgemeines
rdumliches Viereck konstruiert werden. Werden niamlich die vier Seiten und
zwei gegenitherliegende Winkel des rdumlichen Vierecks angegeben, sind
dadurch die beiden Diagonaldreiecke (zwei Halbparallelogramme) bereits ein-
deutig bestimmt. Da dann die den angegebenen Winkeln gegeniiberliegenden
Seiten der heiden Dreiecke in der Regel nicht gleich sein werden, kénnen die
Dreiecke nicht zusammengefiigt werden, und daher entsteht kein rdumliches
Viereck

Die Aufgaben, die angesetzt werden kénnen, wurden hier bel weitem
nicht erschépft, man konnte sich jedoch davon iiberzeugen, wie gut sich die
Konstruktion rdumlicher Vierecke fiir die Anwendung einfacher geometrischer
Orte und die Darstellung in einer einzigen Bildebene fiir die Durchfithrung
verwickelter Konstruktionen eignen.

Zusammenfassung

Es ist bekannt., daf ein endlich begrenzter Teil des unter den in der Technik benutzten
- o . : o s ; e -
Schalenfliichen vorkommenden hyperbolischen Paraboloids mit Hilfe eines rdumlichen Vierecks
sehr einfach angegeben werden kann. Fiir die Systematisierung der verschiedenen Angabe-
miglichkeiten der Schalen sind die Untersuchung der rdumlichen Vierecke, die Festlegung threr
Arten, ithre Unterteilung erforderlich. So gelangt man z. B. zu den gut definierbaren rdumlichen
sParallelogrammens. Die Konstruktion Paraboloidschalen tragender rdumlicher Vierecke unter
vorgegebenen Bedingungen ist also auch fiir den technisechen Konstrukteur nittzlich.
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