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1. Der geometrische Ori der Puunkie, die von zwei Elementen der Ebene in
durch ein gegebenes Verhilinis bestimmien Abstiinden liegen

1.1 Punikte, die von zwet Punkten in durch ein gegebenes Verhilinis be-
stimimten Abstdnden liegen

Die Punkte der Ebene, die von zwei Punkten derselben in durch ein gege-
benes Verhiltnis == 1 bestimmten Abstinden liegen, befinden sich auf einem
Kreis, dem Appolonius-Kreis (Abb. 1). Ist das Verhiltnis gleich 1, entartet der
Kreis zu einer Geraden, die auf die Verbindungsgerade der beiden Punlkte
senkrecht, diese halbiert.

Die Kreise der Punkte, die von den beiden Punkten durch unterschied-
liche Verhiltnisse bestimmte Abstinde haben, bilden ein elliptisches Kreis-
biischel, wo zwei Punktkreise zwei ausgewihlte Punkie der Ebene sind, die
Zentralgerade die Verbindungsgerade dieser beiden Punkte und die Potenz-
linie die den Abstand zwischen den beiden Punkten halbierende Senkrechte ist

(Abb. 2).

1.2 Punkte, die von einem Punkt und von einer Geraden in durch ein gege-
benes Verhilinis bestimmien Abstiinden Iliegen

Die Punkte der Ebene, die von einem Punkt und einer Geraden derselben
in durch ein gegebenes Verhilinis bestimmten Absténden liegen, befinden sich
auf demselben Kegelschnitt. Ist das Verh#ltnis der Abstédnde von dem Punkt
bzw. von der Geraden < 1, so ist der Kegelschnitt eine Ellipse (Abb. 3); bei
einem Verhilinis gleich 1 erhdlt man eine Parabel (Abb. 4) und bei > 1 stellt
der Kegelschnitt eine Hyperbel dar (Abb. 5).

Da das Vorstehende allgemein bekannt ist, wird von der Beweisfithrung
Abstand genommen.

Wird das Verhiltnis der Abstinde von dem Punkt und von der Geraden
fortlaufend geéndert, bilden die genannten Kegelschnitte ein Kegelschnittbii-
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Abb., 1 Abb. 2

Abb. 3 Abb. 4 Abb, 5

schel mit gemeinsamem Brennpunkt und gemeinsamer Achse, wo der ge-
meinsame Brennpunkt ein ausgewihlter Punkt der Ebene ist und die gemein-
same Achse auf die ausgewihlte Gerade der Ebene senkrecht durch diesen
Punkte geht.

Um dies rdumlich zu beweisen, betrachte man Abb. 6, wo die einzelnen
Kegelschnitte des genannten Kegelechnittbiischels als Horizontalprojektionen
der ebenen Schnitte eines Rotationskegels mit senkrechter Achse dargestellt
sind.

Es seien P und h der gewihlte Punkt bzw. die gewihlte Gerade in der
Ebene S. P ist der Scheitelpunkt des Rotationskegels mit senkrechter Achse
und einem Konuswinkel von 45°, Die einzelnen Schnittebenen des Rotations-
kegels werden iiber die Gerade h angenommen. Durch senkrechte Projektion
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Abb. 6

der so erhaltenen Schnitte auf die Verbindungsebene von P und h erhilt man
Kegelschnitte des Kegelschnittbiischels mit gemeinsamem Brennpunkt und
gemeinsamer Achse, wo die Punkte eines beliebigen Kegelschnittes durch ein
gegebenes Verhidlinis bestimmte Abstinde von P und h haben. Fiir sdémtliche
Punkte eines beliebigen Schnittes ist ndmlich das Verhaltnis r/q gleich. r ist der
Radius des Parallelkreises des Punktes, der in der Projektion die Entfernung
von P angibt, wihrend ¢ die Entfernung von h liefert. Die gemeinsame Achse
der Kegelschnittprojektionen ergibt sich aus der gemeinsamen Symmetrie-
ebene des Kegels und seiner Schnittebenen.

Vom Kegelschnittbiischel haben wir die Ellipsen e; und e, dargestellt.
Die Absténde ihrer Punkte von P und h verhalten sich wie 1:5 und 1 :2.
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Die Abstinde der Punkte der Parabel p stehen im Verhidlinis von 1:1. Das
Verhiltnis der Abstinde von P und h der Hyperbeln h, und h, ist wie 2 :1
und 5:1.

Wohlgemerkt, sind auch der Punkt P und die Gerade h Glieder des genann-
ten Kegelschnittbiischels mit gemeinsamem Brennpunkt und gemeinsamer
Achse. Der erstere ist ein Punktkreis, die letztere das Glied einer zerfallenden
Hyperbel, wo die heiden Zweige der Hyperbel zu einer einzigen Geraden entar-
ten, P ist ndmlich der Scheitelpunkt des Kegels; durch die durch diesen gehen-
de und auf die Achse des Kegels senkrechie Ebene wird in P ein Kreis mit
dem Radius gleich Null herausgeschnitten. Die Gerade h ist aber die Projek-
tion auf die Horizontalebene S des durch die iber diese Ebene gehende
Vertikalebene herausgeschnittenen Hyperbelschnittes.

Liegt Punkt P auf der Geraden h, zerfallen die Kegelschnitte in ein durch
Punkt P gehendes Strahlenbiischel (Abb. 7). Ist das Verhilinis der Absténde
von P und h gleich 1, so geht die Gerade durch P und steht senkrecht auf h.
Ist das Verhiltnis > 1, liegen die gesuchten Punkte aut zwei durch P gehende
Geraden, die mit h gleiche Winkel bilden.

1.3 Punkte, die von zwei Geraden in durch ein gegebenes Verhiltnis bestimm-
ten Abstinden liegen

Die Punkte der Ebene, die von zwei gegebenen Geraden derselben in
durch ein gegebenes Verhiltnis bestimmten Abstinden liegen, befinden sich
auf zwei Geraden, die durch den Schnittpunkt M der ausgewihlten Geraden
gehen (Abb. 8). Die Geradenpaare fiir verschiedene Verhiltniswerte bilden ein
Strahlenbiischel aus sich in Punkt M schneidenden Strahlen.

Sind die beiden Geraden parallel zueinander, d. h. liegt ihr Schnittpunkt
im Unendlichen, so schneiden sich auch die Geradenpaare mit unterschiedli-
chem Verhiltnis der Absténde im Unendlichen und somit sind diese zu den vor-
gegebenen Geraden parallel (Abb. 9).
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2. Der geometrische Ort der Punkte, die von zwei Raumelementen in durch
ein gegebenes Verhiltnis bestimmten Abstinden liegen

2.1 Punkte, die von zwet Punkten in durch ein gegebenes Verhilinis
bestimmien Abstinden liegen

Wie in Punkt 1.1 gesagt, liegen die Punkte der Ebene, deren Absténde
von zwei Punkten der Ebene in konstantem Verhilinis sind, auf einem Kreis.
Der Mittelpunkt dieses Kreises legt in der Verbindungsgeraden der beiden
Punkte. Wird daher der Kreis um dic Verbindungsgerade der beiden Punkte
gedreht, erhidlt man eine Kugel, deren simtliche Flichenpunkte nach dem
vorstehenden Satz von den beiden Punkten in durch ein gegebenes Verhilinis
bestimmten Abstinden liegen (Abb. 10).

Daher sind die Punkte des Raumes, die von zwei Punkten in durch ein
gegebenes Verhélinis bestimmten Abstidnden liegen, Flichenpunkte einer Kugel.

Wird das Verhiltnis der Abstinde von den beiden Punkten gefdndert,
erhdlt man Kugeln, die eine elliptische Kugelreihe bilden (siehe Punkt 1.1).
Auch die beiden Punkte sind Glieder dieser Kugelreihe, als Kugeln mit dem
Halbmesser 0; ferner ist es auch die senkrechte Ebene, die den Abstand zwi-
schen den beiden Punkten halbiert, die die Fliche einer Kugel mit unendlich
groflem Radius darstellt (Abb. 11).

Abb. 10 Abb. 11 Abb. 12
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2.2 Raumpunkte, die von einem Punkt und einer Geraden des Raumes in
durch ein gegebenes Verhdiltnis bestimmten Abstdnden liegen

Die Punkte des Raumes, die von einem Punkt und einer Geraden dessel-
ben in durch ein gegebenes Verhilinis bestimmten Abstdnden liegen, befinden
sich auf verschiedenen Fldchen je nachdem, ob das Verhaltnis der Abstiinde
<1, gleich 1 oder >1 ist.

2.21 Bei einem Verhiltnis der Abstinde von P und h <C 1 (Abb. 12), erhilt
man nach 1.2 in der P und h verbindenden Ebene A die Ellipse e. Wohlgemerkt,
die Symmetrieebene der entstehenden Fliche ist die Ebene A. Eine weitere
Symmetrieebene ist die Ebene S, die auf h iiber P senkrecht steht. In dieser
erhilt man nach 1.1 den Kreis k, da in der Ebene S der Abstand von h von deren
Punkt Q aus gemessen wird. Die Ellipse e und der Kreis k in aufeinander senk-
rechten Symmetriechenen lassen auf ein linsenférmiges Rotationsellipsoid mit
einer zu h parallelen Achse t schlieffen. In diesem Falle sind auch die auf t
senkrechten Schnitte Kreise.

Um dies nachzuweisen, wird der Schnitt k, in der Ebene S, dargestellt.
Hier werden die Abstinde von h von deren Punkt R aus gemessen. Die Punkte,
die von P und R durch ein gegebenes Verhalinis bestimmte Abstédnde haben,
liegen nach 2.1 auf einer Kugel, deren Schnitt k; mit der Ebene S, ein Kreis ist.

Damit bilden die Punkte des Raumes. die von einem Punkt und einer
Geraden in durch ein gegebenes Verh&ltnis < 1 bestimmten Absténden liegen,
die Fldchenpunkte eines linsenférmigen Rotationsellipsoids mit zur Geraden
paralleler Achse.

2.22 Liegen die Punkte in gleichem Abstand ven P und von h, d. h. ist das
Verhiltnis der Abstédnde gleich 1, so liegen diese Punkte in der Ebene A auf
der Parabel p (Abb. 13). In der iiber P auf h senkrechten Ebene S, die Absténde
von h von Punkt T aus gemessen, erhidlt man die auf A senkrechte Gerade a,
die die Entfernung zwischen P und h halbiert. Da die Ebenen A und S Symme-
triechenen der entstehenden Flidche sind, deuten die in diesen befindliche Para-
bel p und die diese schneidende und auf ihre Ebene senkrechte Gerade a auf
einen parabolischen Zylinder. In diesem Falle miissen auch die allgemeinen
Punkte der Flidche in gleichen Abstédnden von P und b liegen.

Der Nachweis wird fiir cinen beliebigen Punkt R, der durch einen belie-
bigen Punkt R der Parabel p gehenden Erzeugenden mit Hilfe der rechtwinkli-
gen Dreiecke PRR, und QRR, gefithrt. Da PR = QR und die Seite RR, der
beiden Dreiecke gemeinsam ist, ist PR, = QR,: daher ist auch Punkt R, gleich
entfernt von P bzw. von h.

Die Punkte des Raumes, die von einem Punkt und einer Geraden in glei-
chen Abstédnden liegen, befinden sich auf einem parabolischen Zylinder, der
auf die Verbindungsebene zwischen dem Punkt und der Geraden senkrecht
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steht und diese Ebene auf einer Parabel schneidet, die dureh vom Punkt und
der Geraden in gleichen Abstiénden liegende Punkte gebildet wird.

2.23 Bei einem Verhiiltnis > 1 der Absténde der Punkte von P und von h (Abb.
14) erhdlt man nach 1.2 in der Ebene A die Hyperbel h;, die eine Symmetrie-
ebene der gesuchten Flidche ist. Auch die Ebene S ist eine weitere Symmetrie-
ebene, die iiber P auf h senkrecht steht. In dieser erhilt man nach 1.1 den Kreis
k, da hier die Abstinde von h von deren Punkt Q aus gemessen werden. Die
Hyperbel h; und der Kreis k, die in aufeinander senkrechten Symmetrieebenen
liegen, deuten auf ein einschaliges Rotationshyperboloid mit zu h paralleler
Achse t. In diesem Falle erhiilt man in jeder auf t senkrechten Ebene einen
Kreisschnitt.

Abb. 13 Abb. 14

Zur Beweisfithrung wird der Schnitt k; in der auf t senkrechten Ebene
S, dargestellt. In der Ebene S, werden die Abstinde von h von deren Punkt
R aus gemessen. Die Punkte, die von P und R in durch ein gegebenes Verhilt-
nis bestimmten Abstidnden liegen, befinden sich nach 2.1 auf einer Kugel,
deren Schnitt k, mit der Ebene S, ein Kreis ist.

Die Punkte des Raumes, die von einem Punkt und einer Geraden in durch
ein gegebenes Verhéltnis > 1 bestimmten Abstinden liegen, befinden sich auf
der Flidche eines einschaligen Rotationshyperboloids mit zur Geraden paralleler
Achse.

Abb. 15 zeigt die drei Flichen fiir die drei verschiedenen Verhiltnisse
ihrer Abstinde zusammen.

In Abb. 16 liegt Punkt P auf der Geraden h. In diesem Falle befinden sich
die Punkte, die von diesen in gleichem Abstand liegen, in der auf h iiber P
senkrechten Ebene S. Ist das gegebene Verhilinis der Abstdnde von P und h

3 Periodica Polytechnica Architecture 17/3.
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Abb. 15 Abb. 16

gréBer als 1, so liegen die Punkte auf der Fliche eines Rotationskegels mit dem
Scheitelpunkt P und der Achse h, dessen Konuswinkel vom vorgegebenen Ver-
hiltnis abhingig ist.

Schneidet man némlich die durch die von P in gréBerem Abstand liegen-
den Punkte gebildete Kugel mit dem Zylinder der Punkte in geringerem
Abstand von h, entstehen zwei Kreisschnitte gleicher Gr68e mit auf h senk-
rechten Ebenen, die symmetrisch zu P sind. Werden die Kreise mit P verbun-
den, erh#lt man einen Rotationskegel, wo alle Oberflichenpunkte von der
Spitze P und der Achse b in durch ein gegebenes Verhiltnis bestimmten

Abstédnden liegen.

2.3 Punkte, die von einem Punkt und von einer Ebene in durch ein gegebe-
nes Verhiltnis bestimmien Abstinden liegen

Samtliche Punkte eines beliebigen Kegelschnitts in Abb. 6 liegen von P
und von h in durch ein gegebenes Verhilinis bestimmten Abstinden. Werden
die Kegelschnitte um ihre gemeinsame Achse t gedreht, so werden simtliche
Punkte einer jeden der durch diese beschriebenen Flichen vom auf der Dreh-
achse verharrenden Punkt P und von der durch die Gerade h beschriebenen,
auf t senkrechten Ebene in durch das gleiche Verh#linis bestimmten Absténden
liegen.

2.31 Daher bilden die Punkte des Raumes, die von einem Punkt und einer
Ebene in durch ein gegebenes Verhiltnis < 1 bestimmten Abstidnden liegen,




PUNKTE IN BESTIMMTEN ABSTANDEN 83

Abb. 17 Abb. 18

Flachenpunkte eines eiférmigen Rotationsellipsoids mit durch den Punk:
gehender und auf die Ebene senkrechter Achse (Abb. 17).

2.32 Die Punkte, die von Punkt P und von der Ebene S in durch das gleiche
Verhiltnis — d. h. gleich 1 — bestimmten Absténden liegen, befinden sich auf
der Oberfliche eines Rotationsparaboloids mit durch den Punkt gehender und
auf die Ebene senkrechter Achse (Abb. 18).

2.33 Punkte, die von einem Punkt und einer Ebene in durch ein gegebenes
Verhdltnis > 1 bestimmten Abstéinden liegen, bestimmen die Fldche eines
zweischaligen Rotationshyperboloids mit durch den Punkt gehender und aunf
die Ebene senkrechter Achse (Abb. 19).

In Abb. 20 sind die den drei unterschiedlichen Fillen entsprechenden
verschiedenen Flidchen dargestellt. ‘

Liegt Punkt P in der Ebene S und ist das Verhiltnis der Abstinde von
diesen gleich 1, liegen die gesuchten Punkte auf der iiber P auf S senkrechten
Geraden. Ist das Verhiltnis groBer als 1, so bilden diese Punkte einen Rota-
tionskegel mit auf S senkrechter Achse und mit dem Scheitelpunkt P. Die
durch die von P in gréfleren Absténden liegenden Punkte gebildete Kugel wird
némlich durch die Parallelebenen in geringeren Abstinden von S in zwei Krei-
sen gleicher Gréfe geschnitten, deren Mittelpunkte in m liegen. Werden die
Abstdnde unter Beibehaltung ihres Verhéltrnisses gedndert, verdndern sich die
parallelen Kreisschnitte mit dem Mittelpunkt in m ihrem Abstand von P pro-
portional, und bilden d:zmit einen Rotationskegel mit dem Scheitelpunkt P
und der Achse m (Abb. 21).

3%
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Abb, 19 Abb. 20

Abb. 21 Abb, 22
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2.4 Punkte, die von zwei Geraden des Raumes in durch ein gegebenes Ver-
héltnis bestimmien Abstinden liegen

2.41 Windschiefe Geraden. In Abb. 22 wird der geometrische Ort der
Punkte bestimmt, die von den Geraden h; und h, in durch ein gegebenes Ver-
hiltnis < 1 bestimmten Absténden liegen. Hier werden die windschiefen Gera-
den aufeinander senkrecht angenommen.

Werden in der auf h, liegenden und auf h, senkrechten Ebene A die
Abstdnde von h, ven deren Punkt ¢ aus gemessen, erhilt man nach 1.2 die
Hyperbel h. Werden in der auf h, liegenden und auf h, senkrechten Ebene B

die Abstinde von hy von deren Punkt R aus gemessen, erhélt man — ebenfalls
nach 1.2 — die Ellipse e, da das gegebene Verhilinis der Absténde von h,

und ven h, <7 1. Die Ebenen A und B sind die Symmetrieebenen der gesuchten

Oberfliche. Nach der Hyperbel h und der Ellipse e, die in diesen Ebenen
liegen, ist der gesuchte geometrische Ort ein einschaliges Hyperboloid, dessen
auf die Kehlellipsenebene senkrechte Achse t zur der ihr niher liegenden
windschiefen Geraden h, parallel ist. Die Achse t, der Cherfliche ist die Schnitt-
linie der Symmetrieebenen A und B, wiahrend die Achse t, auf die Achsen t,
und t, senkrecht steht und durch deren Schnittpunkt geht.

In diesem Falle sind die auf h, senkrechten Schnitte e #hnliche Ellipsen.
So werden in der auf h; senkrechten Ebene B, die Absténde von h, von deren
Punkt T aus gemessen. Die Punkte, die von T und von h, in durch ein gegebenes
Verhiltnis <~ 1 bestimmten Abstinden sind, liegen auf einem linsenféormigen
Rotationsellipsoid mit einer zu h, parallelen Achse (vgl. 2.21), dessen Meri-
dianellipse wegen des gleichen Verhiltnisses der Ellipse e &hnlich ist. So wird
auch der Schnitt in der Ebene B, eine der Ellipse e dhnliche Ellipse sein, da
B, zu der Achse des Ellipsoids parallel ist. Die Hauptachsen der so gezeichne-
ten Ellipsen sind mit den zu der realen Achse der Hyperbel h in der Ebene A
parallelen Sekanten identisch.

Die zu der Achse t, parallelen Schnitte sind hingegen Parabeln, wenn ihre
Ebenen nicht auf einer Tangente der Kehlellipse liegen. Daher werden in der
zu A parallelen Ebene A, da diese auf h, senkrecht steht, die Abstinde von
Punkt P aus gemessen. Die Punkte, die von P und von h; in Absténden in gege-
benem Verhiltnis > 1 zueinander liegen, befinden sich — nach 2.23 — auf
einem Rotationshyperboloid mit zu h, paralleler Achse. Daher ist der Schnitt
h, der genannten Fliche mit der Ebene A, eine Hyperbel.

Betrachte man schlieBlich die Ebene C, die in Punkt S der Achse t; dr
Fliche auf t, senkrecht steht. In dieser Ebene liegen die Punkte, die von h,
und h, in durch ein gegebenes Verhiltnis bestimmten Absténden sind, auf den
Geraden e, und e, (Abb. 23), da simtliche Punkte von a; und a, auch von den
Vertikalprojektionen von h; und h, auf die Ebene C in durch ein gegehenes
Verhiltnis bestimmten Absténden liegen.
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Abb. 23 Abb. 25

Damit ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei windschiefen
Geraden in durch ein gegebenes Verhilinis == 1 bestimmten Abstiinden liegen,
ein einschaliges Hyperboloid. Sind die windschiefen Geraden senkrecht auf-
einander, so ist die auf die Kehlellipsenebene senkrechte Achse der Fliche zu
jener der beiden windschiefen Geraden parallel, zu der ihre Flichenpunkte
adher liegen.

Da die vorige Behauptung nicht nur die aufeinander senkrechten, wind-
schiefen Geraden betraf, bedarf der allgemeinere Fall noch der Beweisfithrung.

Steben h; und h, nicht senkrecht aufeinander, erhélt man in den durch
die Punkte, die auf deren Normaltransversalen in durch ein gegebenes Verhili-
nis bestimmten Abstidnden liegen, gehenden, auf die Transversale senkrechten
Ebenen die Sckantenpaare a; und a, sowie a, und a,, von denen a, zu a, und
a, zu a, parallel ist. Sdmiliche Punkte derselben liegen in durch ein gegebenes

Verhéltnis bestimmten Abstinden von den Geraden h, und h, (vgl. Abb. 24).

Nach der folgenden Uberlegung erhiit mean in den auf h, senkrechten Ebenen
einander dhnliche Ellipsen, die die Geraden a,. a,. ay, a, schneiden.

In ciner auf h, senkrechten, belichigen Ebene werden die Absténde von
h, von dem Schnittpunkt dieser Geraden aus gemessen. Die Punkte, die von
diesem Schnittpunkt und von h, in durch ein gegebenes Verhilinis hestimmten
Absténden liegen, befinden sich auf einem linsenférmigen Rotationsellipsoid
mit zu b, paralleler Achse (s. 2.21), dessen Schuitt mit einer auf h, senkrechten
Ebene eine Ellipse ist. Wird das Gesagte fir andere Punkte von h, wiederholt,
erhilt man wiederum linsenformige Rotationsellipsoide mit zu h, paralleler
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Abb. 24

die wegen des gleichen Verh#ltnisses dem ersten Ellipscid dhnlich sind.
sind auch deren in der gleichen Weise gezeichneten Schruitte in den auf
krechten Ebenen einander dhnlich. Indem diese parallelen, dhnlichen

n die Geraden a,, a,, a,, 31 schneiden, bestimmen sie wieder ein einschali-
ges Hyy }f‘lf)ulold Diesen Fall zeigt Abb. 24, wo das Verhilinis der Abstdnde
von h, und h, wie m :n = 2 : 1 ist.

nuf dLr normalen Transversalen t, der windschiefen Geraden liegen die
Punkte A und Bin _abstéinden mit dem gegebenen Verhéltnis. Samtliche Punk-
te der Geraden a; a, und a, a,, die in den auf die durch A und B gehende Achse
t, senkrechten Ebenen M, und M, Hegen. befinden sich von den Geraden h,
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und h, in durch das gewiinschte Verhilinis bestimmten Abstéinden, da deren
Projektionen sowohl in Grundrif} als auch in Aufrif} das gewiinschte Verhiltnis
befriedigen. Diese wurden als Diagonalen des durch die in Grundrif von b,
im Abstand m. von h, im Abstand n liegenden parallelen Geraden gebi ldeten
Propertionalitidtsparallelogramms erhalten. Diese beiden Geraden sind die
Erzeugenden des Hyperbolaids. Die sie verbindenden Ebenen sind parallele
Tangentialechenen des Hyperboloids. Die Schnittpunkte der in diesen liegenden
Erzeugenden sind die Tangentenpunkte A und B der Tangentialebenen.
Da die diese verbindende Gerade t, auf die beiden parvallelen Tangentialebenen
senkrecht steht, legen die in ithnen befindlichen Tangentenpunkte auf einer

der Symmeirieachsen, auf der grofen oder der kleinen Achse, der Kehlellipse

d e

s Hyperbeloids. da nur die Tangentialebenen in den Endpunkten dieser
techsen auf die Verbindungsgerade der in den Tang Liegenden

Td}:a{mmz*punki<:: senkrecht stehen. Daher liegen die en anderen Achsen

j
des Hyperboloids in der Ha i)mrungs-\ﬂ‘*rtlkdlenmze M der Strecke AB.

Die gesuchten Achsen sind zugleich mit den Achsen des Hvperbelschnit-
tes in der Ebene M identisch. Da die Asymptoten a und a, dieses Schnittes zu
den Erzeugenden a; und a, in den zur Schnittelrene parallelen Tangentialebenen.
ferner zu a; und a,, die in Grundzifl Geraden sind, parallel verlaufen, liefern die
Winkelhalbierenden von a und a, die fehlenden Achsen des Hyperbelsehnittes
und zugleich der Fliche.

Damit ist eine der drei Hyperbelachsen die normale Transversale der
beiden windschiefen Geraden, die beiden anderen Achsen sind parallel zu den
Winkelhalbierenden der Diagonalen des zu den windschiefen Geraden paralle-
len Proportionalitdtsparallelogramms.

Eine der Achsen der Kehlellipse ist die Strecke A—B der Achse t, der
Flache. Die andere Achse halbiert letztere und liegt in der Achse t, der Fliche.
Ihre Endpunkte sind mit den Endpunkten der reellen Achse des die Achsen
t; und t, verbindenden Hyperbelschnittes in der Ebene M identisch. Diese
Endpunkte werden mit Hilfe der Asymptoten a und a, des Hyperbelschnittes
und eines beliebigen Punktes desselben bestimmzt. Dieser beliebige Punkt sei P,
der in GrundriB} mit der Geraden h, in Deckung ist. Seine Entfernung von h,
ist die im Aufrifl in OriginalgréBe sichtbare Strecke h; P. Der Abstand von b,
ist zufolge des vorgegebenen Verhilinisses gleich der Halfte dieser Strecke, die
in der Abbildung links oben konstruierte Strecke y. Da die Gerade h, von der
Ebene M in einem Abstand x ist, befinden sich die Punkte, die in der Ebene M
von h, in einer Entfernung y liegen, in Grundrif} in einer Entfernung z von h,.
Daher wird P’ durch die von h; in einem Abstand z verlaufende, parallele Gera-
de in der Ebene M in Deckung mit h] herausgeschnitten. Von P’ werden bis
zu den Asymptoten a und a, zu diesen parallele Geraden gezogen. Das geome-
trische Mittel u der erhaltenen Strecken wird auf die eine Asymptote von dem
Sichtpunkt der Asymptoten beginnend aufgetragen, dann wird durch den so
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erhaltenen Punkt eine Parallele zu der anderen Asymptote gezogen; damit
erhilt man auf t; den einen Scheitelpunkt D des erwdhnten Hyperbelschnittes.
Dieser Punkt ist zugleich einer der beiden Endpunkte der fehlenden Achse der
Kehlellipse. D auf den Halbierungspunkt der Strecke AB gespiegelt, erhilt
man den anderen Endpunkt C dieser Achse.

Die grofle Achse der Kehlellipse ist AB, die kleine Achse CD. Die paralie-
len Schnitte sind der Kehlellipse dhnliche Ellipsen, wo die kleinen Achsen mit
den zu t, parallelen Sekanten des in der Ebene M soeben dargesteliten Hyper-
belsehnittes identisch sind.

Nun wird der Schnitt der Fldche in der Ebene M, konstruiert. Die Punkte
in cinem Abstand n von h, legen auf einem Zylinder mit der Achse h, und dem
Radius n. Sein Schnitt mit der ersten Projektionsebene im Abstand m von h,
ist die Ellipse e, deren Mittelpunkt auf h, liegt. (In der Abbildung f3llt ¢] mit
der kiirzeren Seite des Proportionalitdtsparallelogramms zusammen.) Die
Schaittpunkte der Ellipse e; mit der Ebene M, liegen in Abstinden m bzw.
n von hy bzw. h,, da h, auf der Ebene M, liegt. Werden die- Werte von m
und n unter Beibehaltung ihres Verhilinisses zueinander variiert, bestimmen
die erhaltenen parallelen Ellipsenschnitte eine Kegelfliiche mit dem Scheitel-
punkt K, der Eilipse e, als Leitlinie und den Geraden a; und a, als erste Kon-
turerzeugenden. Die Punkte des Kegels in der Ebene 3, liegen also von h,
und h, in Absténden in gegebenem Verhiltnis zueinander. Da die Ebene M,
zu den beiden Erzeugenden des Kegels parallel ist, ist der in ihr befindliche
Schnitt hy eine Hyperbel, deren reelle Achse zu t; und deren Asympteten zu
den Geraden a, und a, parallel sind und sich mit diesen in Grundrifi decken.
Ein beliebiger Punkt dieser Hyperbel ist Q, der in Grundrifi mit der Geraden
h, in Deckung ist, daher ist ihr Abstand im Aufrif in urspriinglicher Grofe
zu sehen. Wird im GrundriBl auf das m/n-fache dieser Strecke — hier auf das
Doppelte — eine zu h{ parallele Gerade gezeichnet, so schneidet diese aunf
den Punkt Q’ heraus. In dessen Kenntnis 1468t sich die Hyperbel hy nach den
gleichen Uberlegungen wie die erste Konturhyperbel darstellen.

Es ist leicht einzusehen, daB der geometrische Ort der Punkte, die von
zwei beliebigen windschiefen Geraden durch ein gegebenes Verhilinis bestimmte
Abstdnde haben, ein einschaliges Hyperboloid ist, wenn das Verhéltnis der
Abstidnde == 1, wobei die auf die Kehlellipsenebene senkrechte Achse des

Hyperboloids nicht mehr parallel zu der ibr ndher liegenden windschiefen
Geraden ist.

241.1 In Abb. 25 wird der geometrische Ort der Punkte gesucht, deren
Abstinde von h; und h,, von den beiden windschiefen Geraden gleich sind.
Hier werden die windschiefen Geraden aufeinander senkrecht angenommen.

In der durch h; auf h, senkrechten Ebene A, die Abstinde von h, von
dessen Punkt Q gemessen, erhilt man nach 1.2 die Parabel p,. In der durch
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h, auf h; senkrechten Ebene B, die Absténde von h; von deren Punkt R gemes-
sen, erhiilt man die Parabel p,. A und B sind die Symmetrieebenen der gesuch-
ten Fldche, deren Schnittlinie t eine Achse der Parabeln p; und p, und zugleich
der erzeugten Fliche, ferner die normale Transversale der Geraden h; und h,
ist. Durch deren Halbierungspunkt N gehen die Geraden a, und a, durch, die
zu den Winkelhalbierenden der zu den Geraden h, und b, parallelen Sekanten
parallel sind. Daher sind sdmtliche Punkte der Geraden a; und a, von den
windschiefen Geraden gleich entfernt. Die Parabeln in den Symmetrieebenen
mit gemeinsamem Scheitelpunkt und gemeinsamer Achse (p, und p,), doch
von entgegengesetzter Richtung, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen,
ferner die durch deren gemeinsamen Scheitelpunkt gehenden Geraden a, und
a, bestimmen ein hyperbolisehes Paraboloid.

In diesem Falle sind die auf h, und h, senkrechten Schnitte Parabeln.
In der zu B parallelen Ebene B, werden die Abstiinde von h, von Punkt S aus
gemessen. Die Punkte, die gleiche Absténde von S und h, haben, liegen nach
2.22 auf einem auf ihre Verbindungsebene senkrechten parabolischen Zylinder,
dessen Schnitt p, mit der Ebene B, eine Parabel ist.

Die auf die Achse t senkrechten Ebenen — mit Ausnahme der durch
Punkt S gehenden — ergeben Hyperbelschnitte. In der Abbildung wird der
Schnitt in der auf der Geraden h; liegenden Ebene C gezeigt. Dieser wurde als
Schnitt des Rotationskegels mit der Achse h,, dem Scheitelpunkt Q und dem
Konuswinkel von 45° mit der Ebene C dargestellt. Die Punkte jedes beliebigen
Parallelkreises dieses Kegels liegen in gleichem Abstand von der Achse wie die
Ebene ihres Parallelkreises von Punkt Q oder von der Geraden h,. Da die bei-
den Erzeugenden dieses Kegels parallel zur Schnittebene C sind, ist der darin
liegende Schnitt h, eine Hyperbel.

Sind die Geraden h, und h, nicht senkrecht aufeinander, erhilt man in
der Verbindungsebene von h; und t die Parabel p, mit dem Scheitelpunkt N
und der Achse t (Abb. 26). Es wird durch h, eine zu h, parallele Ebene S gelegt.
Die Punkte, die gleiche Abstidnde von h, und von S haben, liegen auf einer

paraboelischen Zvlinderfliche, die die Verbindungsebene von h, und t in der

Parabel p, schneidet. Daher ist jeder Punkt von p, in gleichem Abstand von
der Geraden h;, und von der auf S liegenden Geraden h. Wird das Gesagte wie-
derholt, wobei die Geraden h; und h, untereinander vertauscht werden, erhilt
man eine Parabel p,, mit dem gleichen Scheitelpunkt und der gleichen Achse wie
pi. doch von entgegengesetzier Richtung, deren Ebene die Ebene der Parabel
p; im Winkel der Geraden h, und h, schneidet. Simtliche Punkte der durch den
gemeinsamen Scheitelpunkt der erhaltenen Parabeln gehenden Geraden a,
und a,., die in zu den Geraden h, uad h, paralielen Ebenen liegen und von
gleicher Richtung wic deren Winkelhalbierende sind, haben gleiche Abstidnde
von den windschiefen Geraden. Der geometrische Ort der Punkte, die von den
jetzt miteinander einen belichigen Winkel bildenden Geraden h; und h, in
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Abb. 26 Abb. 27

gleichem Abstand liegen, wird daher durch die soeben gewonnenen Parabeln
p; und p, sowie durch die Geraden a; und a, bestimmt, die wiederum ein hyper-
bolisches Paraboloid ergeben.

Der geometrische Ort der Punkte, die von zwei windschiefen Geraden
gleich entfernt sind, liegt also auf einem hyperbolischen Paraboloid.

Abb. 27 ist eine gemeinsame Darstellung der verschiedenen geometri-
schen Orter, deren Punkte von den windschiefen Geraden h, und h, in Abstén-
den mit dem Verhilinis <7 1, = 1 bzw. > 1 liegen.

2.42 Sich schneidende Geraden. In Abb. 28 wird der geometrische Ort
der Punkte gesueht. die von den sich schneidenden Geraden hy und h, in durch
ein gegebenes Verhéiinis <7 1 bestimmten Abstiinden liegen.

2.42.1 In der auf die Gerade h, in einem beliebigen Punkt 0 gestellten norma-
1 2 =
len Ebene N werden die Abstiinde von h; von diesem 0-Punkt aus gemessen.
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Nach 2.21 liegen die Punkte, die von 0 und h, durch ein gegebenes Verhiltnis
bestimmte Abstdnde haben, auf einem linsenférmigen Rotationsellipsoid mit
zu h, paralleler Achse. Wird ein beliebiger Punkt X der Ellipse mit M ver-
bunden, erhiilt man eine Gerade, deren séimtliche Punkte von den Geraden
h, und h, in durch ein gegebenes Verhilinis bestimmten Absténden liegen. Die
mit M verbundenen Punkte der Ellipse bestimmen eine Kegelfliche, deren
zwei Achsen die Winkelhalbierenden der beiden Erzeugenden (vgl. 1.3) in der
Verbindungsebene ven h, und h, sind und die dritte Achse diese in Punkt M
senkrecht schneidet.

Der geometrische Ort der Punkte, die von zwei sich schneidenden Gera-
den in durch ein gegebenes Verhiilinis == 1 bestimmten Abstidnden liegen, ist
also eine Kegelflache.

Wird angesetzt, dafl die sich schneidenden beiden Geraden h; und h,
aufeinander senkrecht stehen, so decken sich die Achsen der durch die Punkte,
die von diesen Geraden durch ein gegebenes Verhilinis bestimmte Abstinde
haben, gebildeten Kegelflichen entweder mit der Geraden hy oder mit h,, je
nach dem. welcher der beiden Geraden die Punkte niher liegen (Abb. 29).
2.42.2. Ist das Verhiltnis der Abstinde von den Geraden h; und h, gleich 1,
befinden sich die von den sich schneidenden zwei Geraden gleich entfernten
Punkte auf den winkelhalbierenden Ebenen dieser Geraden (Abb. 30).

Abb. 31 ist die gemeinsame Darstellung dreier entstehender geometri-
scher Orter, wo die Abstinde der Punkte von h; und h, ein gegebenes Verhilt-
nis < 1, = 1 bzw. > 1 haben.

2,43 Parallele Geraden. Gem#iB Punkt 1.1 befinden sich die Punkte der
Ebene, die von zwei Punkten derselben in durch das gleiche Verhiltnis bestimm-
ten Abstédnden liegen, auf einem Kreis.

Abb. 28 Abb. 29
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2.43.1 In Abb. 32a bilden die Punkte der Ebene S, die von den Punkten
0 und Q durch ein gegebenes Verhiltnis == 1 bestimmte Abstinde haben, den
Kreis k. Wird die Ebene S zu sich selbst parallel in senkrechter Richtung ver-
schoben, so bewegen sich die Punkte 0 und Q auf den Geraden h; und b, und
der Kreis k beschreibt einen auf S senkrechten Kreiszylinder. Da die Abstidnde
von den parallelen Geraden in den auf sie senkrechten, zu S parallelen Ebenen
gemessen werden, 1d6t sich feststellen, daf} sich die Punkte des Raumes, die
von zwei parallelen Geraden in durch ein gegebenes Verhiltnis == 1 bestimm-
ten Abstdnden liegen, auf der Fliche eines zu den Geraden parallelachsigen
Rotationszylinders befinden.

2.43.2 Die von zwei parallelen Geraden gleich entfernten Punkte liegen in der
den Abstand zwischen den beiden Geraden halbierenden Vertikalebene (Abb.
32b).

Wird das Verhalinis der Abstinde von den Geraden fortlaufend gedn-
dert, erhilt man immer weitere Rotationszylinder mit zu den Geraden paralle-
ler Achse, die eine einzige elliptische Zylinderreihe bilden. Auch die Geraden
h, und h, sind Glieder dieser Reihe, als Zylinder mit dem Radius gleich 0,
sowie auch die den Abstand zwischen h; und h, halbierende Vertikalebene, die
den Mantel eines Zylinders mit unendlich groflem Radius darstellt.

In Abb. 33 sind einige Glieder dieser elliptischen Zvlinderreihe darge-
stellt.

Abb. 30 Abb. 31
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Abb. 32 Abb. 33

2.5 Punkte des Raumes, die von einer Geraden und einer Ebene desselben
in durch ein gegebenes Verhdlinis bestimmten Abstinden liegen

2.51 Gerade und Ebene in allgemeiner Lage. In Abb. 34 ist der geometri-
sche Ort der Punkte dargestellt, deren Abstinde von einer Geraden und von
einer Ebene in gegebenem Verhiltnis <7 1, = 1 bzw. > 1 sind.

In allen drei Féllen erhalt man als geometrischen Ort Kegelflichen —
schiefe Kreiskegel. Wird ndmlich einem beliebigen Verhilitnis m/n entsprechend
um die Gerade h ein Rotationszylinder mit dem Radius m angesetzt und dieser
mit einer parallelen Ebene in einem Abstand n von der gegebenen Ebene ge-
schnitten, so wird der Schnitt eine Ellipse sein, da die- Achse des Rotations-
zylinders nicht senkrecht auf die Schnittebene steht. Wird ein beliebiger Punkt
der Ellipse mit Punkt M verbunden, erhilt man eine Gerade, deren simtliche
Purkte von h und von S in durch ein gegebenes Verhilinis bestimmten Abstén-
den liegen. Die die Punkte der Ellipse mit M verbindenden Geraden bestimmen
einen schiefen Kreiskegel, dessen sémtliche Purkte von h und von S in durch
ein gegebenes Verhiltnis bestimmten Absténden liegen. Die Achsen des Kegels
sind die Winkelhalbierenden der Kegelerzeugenden in der durch h gehenden,
auf S senkrechten Ebene sowie die auf die Winkelhalbierenden in Punkt M
sernkrechte Gerade.
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Abb. 34 Abb. 35

Damit ist der geometrische Ort der Punkte, die von einer Geraden und
einer Ebene von in bezug auf diese allgemeiner Lage in durch ein gegebenes
Verhiltnis bestimmten Abstiénden liegen, ein schiefer Kreiskegel.

2.52 Gerade und Ebene in senkrechter Lage. Stehen die Gerade und die
Ebene aufeinander senkrecht, erhilt man nach der vorstehenden ﬁberlegung
bei jedem Verhiltnis wiederum eine Kegelfliche. Diese Kegel werden jedoch
gerade Kreiskegel, Rotationskegel sein. Die zu der Ebene S parallelen Schnitt-
ebenen schneiden namlich die Rotationszylinder mit auf sie senkrechter Achse
h in Kreisen.

In Abb. 35 ist bei der Kegelfldche mit der Leitlinie k; das Verhilinis der
Abstdnde von der Geraden h und von der Ebene S <1, beim Kegel mit der
Leitlinie k, ist das Verhiltnis gleich 1 und damit der Konuswinkel 45°, und
beim Kegel mit der Leitlinie k; ist das Verhiltnis > 1.

2.53 Gerade und Ebene in paralleler Lage. Wie es in 1.2 gesagt wurde,
befinden sich die Punkte der Ebene, die von einem Punkt und einer Geraden
derselben in durch ein gegebenes Verhiltnis <7 1, gleich 1 bzw. > 1 bestimmten
Absténden liegen, auf einer Ellipse, einer Parabel bzw. einer Hyperbel.
Wird diese Ebene in auf sie senkrechter Richtung parallel zu sich selbst
verschoben, bestimmen der Punkt und die Gerade eine auf ihre Verbindungs-
ebene senkrechte Gerade und Ebene. Die Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln
in der urspriinglichen Ebene beschreiben elliptische, parabolische und hyper-
bolische Zylinder (Abb. 36, 37, 38). Da die Abstinde von der entstandenen

Geraden h in einer auf diese senkrechten Ebene gemessen werden, die zugleich
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Abb. 36 Abb. 37

Abb. 38 . Abb. 39
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parallel zur urspriinglichen Ebene ist, bleibt das Verhiltnis der Abstdnde in
der urspriinglichen Ebene unverindert. Daher gilt fiir simtliche Punkie der
entstandenen Zylinderfldchen, dafl ithre Abstinde von den zu den Zviinderfli-
chen parallelen h und S in einem stéindigen Verhilinis stehen.

In Abb. 36 Liegen sémtliche Punkte der Flidche des elliptischen Zylinders
ven der Geraden und der Ebene in durch ein gegebenes Verhilinis <7 1 bestimm-
ten Abstinden. k

Da die Punkte in Abb. 37 von der Geraden und von der Ebene in gleichem
Abstand sind, liegen sie auf der Fliche eines parabelischen Zvlinders.

In Abb. 38 ist das Verhilinis der Abstinde der Punkte von der Geraden
und der Ebene gréfler als 1, daher werden ihre geometrischen Orter die Fliche
eines hyperbolischen Zvlinders bestimmen.

in Abb. 39 sind die Zvlinderflichen fiir die drei Fille zusammen darge-
stellt.

Daher befinden sich die geometrischen Orter similicher Punkte. die von
einer Geraden und einer zu dieser parallelen Ebene in durch ein gegebenes Ver-
hiltnis bestimmten Absténden liegen, auf einer zur Geraden parallelen Zylin-
derfliche zweiter Ordnung. Je nachdem, ob das Verhilinis der Absiinde der
Punkte von der Geraden und von der Ebene <7 1, gleich 1 bzw. > 1 ist, wird
der ermittelte geometrische Ort auf der Fldche eines elliptischen. paraboli-
schen bzw. hyperbolischen Zylinders liegen.

Liegt die Gerade h auf der Ebene S und ist das Verhiltnis der Abstiinde
von diesen gleich 1. bilden die gesuchten Punkte eine durch h auf S senkrechte
Ebene (Abb. 40). Ist aber das Verhiltnis der Abstinde > 1, liegen die gesuch-
ten Punkte in zwei Ebenen, die auf h liegen und gleiche Winkel mit S hilden

(vgl. Abb. 7).

2.6 Punkte, die von zwei Ebenen durch ein gegebenes Verhilinis bestimmie

Abstiinde haben

Werden die Feststellungen in 1.3 auf den Raum ausgedehnt, so befinden
sich die Punkte, die von den sich schneidenden Ebenen A und B in durch ein
gegebenes Verhilinis bestimmten Abstéanden liegen, auf zwei anderen Ebenen,
die sich in der Schnittlinie der vorgegebenen Ebenen A und B schneiden. Sind
die Punkte von den beiden Ebenen gleich entfernt, so bestimmen sie die Winkel-
halbierungsebenen der Ebenen A und B (Abb. 41). Die verschiedenen Verhilt- -
niswerten entsprechenden Ebenenpaare bilden ein einziges Ebenenbiischel mit
der Schnittlinie der Ebenen A und B als gemeinsame Schnittlinie.

Sind die Ebenen A und B parallel zueinander, d. h. liegt ihre Schnittlinie
im Unendlichen, so schneiden sich auch die verschiedenen Abstandsverhiltnis-
werten entsprechenden Ebenenpaare in einer unendlich fernen Schnittlinie
und werden daher zu den Ebenen A und B parallel sein. In Abb. 42 ist dieser
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Abb. 40 Abb. 41 Abb. 42

Fall mit den drei unterschiedlichen Verhiltnissen entsprechenden Ebenenpaa-
ren dargestellt. Es ist zu bemerken, dafl das eine Glied des Ebenenpaares der
von den beiden Ebenen gleich entfernten Punkte. den Abstand der Ebenen
A und B im Endlichen halbiert. Das andere Glied dieses Ebenenpaares liegt
parallel zu den Ebenen A und B im Unendlichen.

Zusammenfassung

Es wird der geometrische Ort der Punkte angefiihrt, die von zwei Elementen der Ebene
durch das gleiche Verhiltnis bestimmte Abstéinde haben. Im weiteren wird dies auf die geome-
trischen Orter der Punkte ausgedehnt, die von zwei verschiedenen Elementen des Raumes in
durch ein gegebenes Verhiltnis bestimmten Abstdnden liegen, und es wird gezeigt, dafl alle
diese geometrischen Orter Flichen zweiter Ordnung sind. So sind Kegel, Zylinder, Kugel.
Ellipsoid, Paraboloid, Hyperboloid und hyperbolisches Paraboloid alle Flichen, die von zwei
Raumelementen in durch ein gegebenes Verhiltnis bestimmten Abstinden liegende Punkte
enthalten.

Die Kenntnis dieser Flidchen ist fiir die konstruktive Photogrammetrie von grofler
Bedeutung, da diese oft erforderlich sind, um die Daten der inneren Orientierung aus Photo-
aufnahmen zu ermitteln.
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