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1 Введение 

Среди конкретных задач часто встречаются такие, что требуется опре­

делить распреде.lение какой-то I!нтенсивностп, ток!! кar,,::ой-то экстенсивности. 

В СЮlO~l деле, расчет гидраВ,lI!ческого ре:,I\Шla отопите,lЬНОЙ !! вентиляцион­
ной CI!CTe.\lbI, расчет воздушного реЖИ.\la зданий, расчет электрических сетей 
и т. д. To:r!\e принад.lежат i":: ЭТО:llУ типу. В част!! С,lучаев объект заранее пред­

ставляет собой сеть. В других Сlучаях в ~iетоде решеНlIЯ часто пользуются 

«теоретичеСКIШИ» сетюш, конеЧ'-IЫ.\Ш шагюш, приспособляеЛ1ЬШИ к реаль­

HOl\i.Y объекту. 
Ниже дается общий .\i.етод решеНIIЯ ЭТIfх задач. ПРIшеняе~iЫЙ на ЭВМ. 

С точки зреНIIЯ ~!ате:\lатической ~lОде.11I эт!! за;:J:ач!! предстаВ.1ЯЮТ собой экстре-

711альные за;:J:ачи на графах. ПОЭТО~lУ сначала будут расоютрены основные 

опреде.lения II понятия теории графов II сетей, которые потребуются в даль­
неЙше:'l. 

2. Основные определения 

Определение. ГрафОЛl называется совокупность :\lножества ~y I! :l1Н0-

жества А, в которой Kail\;:J:Ol\i.Y (IФ> Е А постаВ,lена (УПОРЯ;:J:оченная) пара xi 

и Xj. Элe:vlенты :I!ножества N называются обычно вершинюш графа, а эле­
.\leHTbI :llНожества А - дугюш графа, так, что граф однозначно определен 

?lшожествOl\! вершин и ~шожеСТВО:ll дуг. 

Если из того, что (X i , Xj) Е А сле;:J:ует, что (Xj, Хд Е А, Tor;:J:a ;:J:УГИ не имеют 

ориентации и называются ребрюш. Если каждой ;:J:yre сопоставлена упоря­
доченная пара величин, это соответствует заданию определенной ориента­

цИИ ;:J:УГИ: Xi называется началOl\!, Xj концо:.! дуги. 

Определение. Граф называется конечны.\!, если оба :lшожества N и А 
конечны. 

Определение. Путе:l! в графе называется последовательность дуг, конец 

каждой из которых совпа,J.ает с начаЛО.\l предыдущей. 

Определение. KOHTYPO:ll в графе называется конечный путь, у которого 
начальная вершина совпадает с конечной. 
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Определение. Цепью называется последовательность ребер, в КОТОРОЙ 

у каждого ребра одна из граничных вершин является граничной для преды­

дущего ребра, а другая - граничной для последующего. 

Определение. ЦИКЛЮ1 называется конечная цепь, начало и конец кото­

рой совпадают. 

Определение. Граф называется сильно связаННЫil1, если любые две его 

вершины Xi и Xj iI10ЖНО соединить путеil1, ИДУЩИ.'V1 из Xi В Xj • 

Определение. Граф называется СВЯЗНЫil1, если любые две вершины его 

iI10ЖНО соединить цепью. (Граф iI10жет быть СВЯЗНЫЛ1, но не сильно СВЯЗНЫil1.) 

Определение. Если веРШИНЮ1 xi и Xj сопоставлены две или больше дуг, 

дуга (x i , Xj) называется кратной. 

Определсние. УЗЛОil1 называется дуга, если Xi = Xj. 

OnpeOeoZCHLle. ДиграфЮl называется граф, в котороы нет ребра, кратной 
дуги и узла. 

Определение. Граф называется ПОЛНЫil1, если к каждой вершине сопо­

ставлены все воз.'Vюжные дуги. 

Определение. Пусть R N. Тогда (x i , Xj) 

- заходит в iI1ножество В, если Xj Е В, Х, 

!!cxoДIIТ из .'Vшожества В, еС1И Xj Е В, Xi Ev R 
и )шо:rкество дуг, заХОДЯЩIIХ в В, обозначается через Ая , .'Vшожество дуг, 

исходящих из В, обозначается через АЯ. 

Определение. Сетью называется граф, веРШИНа.\l которого поставлены 

функции z~ И (или) дугю\ поставлены функции 1V~j, областью определения 
которых является )шо:rкество вершин или дуг. 

конкретные значения этих чисеоl в заВИСЮЮСТII от характера конкрет­

ной задачи Ы0ГУТ быть: интенсивность, потенциал, ток какой-то экстенсив­

ности, распределение какой-то интенсивност!!, пропускная способность, коэф­

ф!щиент ПРОВОДII:\ЮСТJ!, расход транспорта 11 т. д. Сеть обозначается вообще 
через (N, А, k, ... ), где lУ .\lножество вершин, А - )1!lOжество дуг, k и эвен-
Tya.lbHbIe другие обозначения ФУНКЦ!!1I на дугах и вершинах. 

OnpeOe.ZCHllC. Граф [.1\', А] превращается в сеть, ес.lИ ],ЮКlOй вершине 
а! поставить в соответствие ЧИС.lО, называе.\lOе !Jнтенсивностыо вершины, 

а каждой дуге (x i , Х) неотрицательное число ki,j, называемое пропускной сп 0-
собностыо дугп. РаСС.\1атривае.\lая сеть допускает ОДНОРО;1,ный поток, eC:11I 
найдутся такие чис.lа fi,o" где Х; и Xj Е 1\', что 

)' 1, .. 
~ .. [.} 

XjE:Ai 

0<"1,.· /,. , ',} ") 

Аг {Xj' (Х;, Xj) ЕА} ( L) 

А;- {Xj' (Xj' Xi ) ЕА} 
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ФУНКЦПЯ !i,j, опреде"lенная на А 11 удовлетворяющая условию\ (1), 
называется однородны.\1 потоко.\! в сети. Уравнение (1) является уравнением 
непреРЫВНОСТI!, отрюкающи:ч тот факт, что ;JДЯ "lюбой вершины разность 

ые;,!-\Ду ве,lПЧПНЮlИ вытекающего II втекающего потока равняется интенсив­
ности вершины Х;. 

Определенuе. Поток насыщает д.угу, есл! f. j = ki,j. Поток называется 
ДОПУСТИil\ЬШ, если О" j;.j ki,j' 

Если d i > О, xi называется ИСТОЧНИКО:\l, еС,lИ (li < О, СТОКО.\\, если 

di = О, - нейтра,lЫIOЙ вершиной. 

В рюн,:ах этой работы рассл\атриваются ТО;lЬКО од.нород.ные потоки. 

Определенuе. Пусть [_У, А] .:щграф п N = S U S', гд.е S и S' непустые 
под.\шо;,кества II S n S' = 0. Пусть [S, S'J .\\Но;,кества дуг, исход.ЯЩИХ из S 
и заходящих в S'. ;\lНО',кество [S, S'] называется разрезо.\!. Есл! sES II s' ES', 
тогда разрез [S, S'] оцеляет вершины s I! s'. 

Определение. Пусть [S, S'] разрез. Тогд.а k(S, S') =.::Е ki.jназывается 
пропускной способностью разреза. J~~, 

Определение. Поток направляется IIЗ s В s', есл! s -ПСТОЧНИК, s' сток, 

а оста,lьные вершины неЙтральные.f(s, 1\) называется значение:-l ПОТOI,:а; если 
f(s, N) .\laKCII:Ila,lbHOe, ПОТОК называется .\lШ':СШlaЛЬНЬШ ПОТОКО.\l. 

Теоре.\ю. ПОТОК не превышает пропускной способности разреза, т. е. 

f(s, _\~) ,/ k(S, S') . 

Теоре.на. Существует разрез [S, S'J, отде.1ЯЮЩПЙ s И s' пfПОТОI\, направ­
ленный из s в s', что 

f = k(S, S') 

ПОТОКf ЯВ.1яется .\!аксш\а.1ЬНЫ.\l. Он насыщает д.УГII [S, S'] II равняется 
О на д.угах [S', SJ. (Teope.\la Форд.а Фа.:lI,:ерсона: .\laКСШlaЛЬНЫЙ поток 

J существует ПОТО.\lУ, что f це.10ЧИС.lенныЙ и ограничен.) 
Tcope.lta. Для того чтобы существова.1 д.опуспшыЙ поток, необходи.\lO 

и достаточно, чтобы д..1Я .1юбого .\\нОil,:ества 1 С S ВЫПО.1НЯЛПСЬ УС;10ВИЯ 

d(I) J..Ц,I) 

(l(N) = О 

3. Нелинейная сетевая задача 

3.1. Фо p.H)'.llljJoea1-lUе задачи 

в этой паве раСОlaтриваются з,цаЧII, в I':OTOPbIX требуется опреде,ll!ТЬ 
ОПТI!.\la;lЬНЫЙ поток, .\шншшзирующиЙ не.1инеЙныЙ фУНIЩIIонал це.1И .г; Ci)!i,j), 

',] 
обс1астыо опре;:Jе.1еНIIЯ КОТОРОЙ ЯВ.1яется поток. (Зад.ачп .\шншшзацпи .\lO/Кно 

за.\lеJШТЬ .\шншшзацпеЙ того же функц!юнала с обратньш знаКО.\l.) 
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3.2. Условия существования оnти.llального потока 

РаССlllатривае1l1 случай, когда функции Ci,j(fiJ выпуклы вниз, т. е. когда 
для произвольных неотрицательных чисел Х1 и xz справедливо неравенство 

}. < 1 

Это условие справедливо для каждой изучаеlllОЙ конкретной задачи. 

Известно, что выпуклая вниз функция одной переменной лх) при зна­

чении х = х имеет lIШНИМУМ тогда и только тогда, если 

или f+(x) > О, f-(x) о, х > О 
или f+(x) О, Х = О 

fil,e f+(x) - правая производная 

f+(x) = lim ЛХ + Ь) - лх) 
д-О Ь 

J-(:c) - левая ПРОИЗВОjIлая 

f-(x) = liш лх) - ЛХ - Ь) 
о-о Ь 

Число тех значений Х, при которых f+(x) ,~ f-(x), 1I10жет быть конечны,\'l 
ИЛИ счеТНЫ1l1. Эти значения Х являются критическими значениюш. 

Теорг.на. Поток f ioj ОПТИ1l1ален тогда и только тогда, если для каждой 

вершины х; Е N существует такое ЧIlСЛО Р, что 

р. - р. < сТ.(+. ,) если +/',J' = О J / ~ /,] J /.) , J I (2) 
р. - р. < сТ.(г .). если +/'.J' ',> О J / ~ /,] J /,] ' J / /" 

Роль Х; И Xj ,\lОжно ЗЮlенить, условия 1I1ОЖНО написать и следующИll'l обраЗО1l1: 

р: - р'. < c:i-.If· .). 
/ j ~ /,J\ /,] ' если + .. = о J/,J 

р; - р; ct/I) , если fi,j > О 
(2') 

Обе фОРlllЫ условий однозначны. Выбор формы зависит от характера 

задачи, от конкретного «содержания» значения Р (потенциал, СТОИ.\lОсть 

и Т. п.). 

Доказательство 

Достаточность. Пусть функции потока fi,j и потенциала Р; удовлет­
воряют УСЛОВИЮ1 (2). Покажеl\l, что поток ОПТИlIlальныЙ. 
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2: Ci,/}';) = .4 Ci,j(}';) + i]5i (2' }';,j - 2' .l,i - di) 
',} ',} ,=1 j j 

_ _ _ _ n _ 
"'С· .(t .. ) = 'v {С· .( .. )..L (р. - p.)t .. } - ,,"'р. а. 
~ l,} JI,J ~ 1. l,] l,) J l ) 'JI.j __ 1 1 (3) 
i,j i=l 

СГ:j(Х) = Cij(X) = Pi - Pj 

Из удовлетворения условий ле1l1:l1Ы следует, что она принимает НЮlll1ень­

шее значение в точке [,j' Сlедовательно, первое слагае~lОе в правой части 
равенства (3) принимает наЮ1еньшее значение, а ПОЭТО1l1У 11 левая часть этого 
равенства lI1Июшальна, что и требовалось доказать. 

Необходu.ll0сmь. Пусть поток .t,j - ОПТЮ13льный. ПОСТРOIm потенци­
а:1Ы, УДОВ.lетворяющие УСЛОВИЮl теорел1Ы. ОбознаЧИЛl через А! множество 
{(Xi,Xj)!f(x i , Xj) > О}, А! с А. Сперва преДПОЛОЖ!I:ll, что определенный через 
А! неориентированный граф связный. ВОЗЬ.\1еЛl произвольную вершину Хо 
и ПО.l0Ж!Ш Р(ХО) О. ОбознаЧИ:\l через So лшо}кество вершин, в которых 

значение потенциала у/ке определено. 

ПредполOiЮШ, что для вершины Х1 

Пусть значение Р(х1 ) определяется равеНСТВО.\1 

или 

в зависи:\lОСТИ от ориентации дуги. Следовательно, 

Аналогично ПОСТРОЮ1 и потенциал в вершинах Xz, ХЗ , • •• и т. д. В силу 

связности графа таКЮ1 обраЗОЛ1 в каждой вершине определяется значение 

P(xJ 
(ЗаЛ1ечание: Если значение потенциала какой-то вершины может быть опре­

делено по нескольким ДУГЮ1, одна из этих выбирается ПРОIIЗВОЛЬНО.) 

ПровеРИil1, что так построенные значения потенциалов удовлетворяют 

УСЛОВИЮ1 теоремы. Пусть (x i , Xj) Е А и J(xi , Xj) > О. Если преДПОЛОЖИЛ1, что 
P(x z) - P(Xj) > c;/fu) , поток] не был бы оптимаЛЬНЫ1I1. РаССЛ13триваем цепи 
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LXi(xO' Xi" Xi" ... XJ Lxj(xo, Xjl •.. Xj), 

L(xo' Xi! ••• Xi' Xj ... Хо) И ФУНКЦIIЮ 

f,:,m == fn,m 
при (Х", Хm) Е L-

при (х", хт) Е L+ U L-

где 8 > О, и такого, что f* О. 
Очевидно, f* есть ДОПУСj~аелlЫЙ поток 
Если значение 8 таково, что Л} > О, ТО fi~'j ЯВоlяется потоком; причес.! 

более выгодньш, че:1l ~j. 
Действительно, значеНIIе фУНКЦIIонала цели при :[;,J отличается от 

функционала цели ПРII Д'j на веоlIIЧIШУ 

LI = '" (с .. ( 1'. .) - c .. (.f.' .. ~ l} Jz,1 [) Ji,J 
L+ 

И,\lея в виду, что 

Таюш образо.\! 

P(s) 

P(s) 

P(s) 

0(8) = С(РЗ 

Cst(fst) - P(t) --'- P(s) > (1 

(s, () EL+ 

P(t) > C~t(fs,t) , 

P(t) > c;,iO) , 

P(t) > ctt(O) 

f(s, () > О 
f(s, t) = О 

'7' f(s, () О 

что ПРОТ!Iворечит ОПТII:\lа:IЬНОСТИ 1,j. ПОТО.\\У что (X jJ Xj) Е L +, очевидно, что 
Р(х,) - р(о) > ctj(O), ;.v~ (x j , Xj), где f(x i, Xj) О. EC.l!! преДПО;lО;'ЮIТЬ, что 
P(Xi) P(Xj) < c;'/:[;j) , то необходи.\\О раСс.\\Отреть ана,lОГИЧНУЮ фУНl~цшо 

f,;.m == !п,m 
.f.'* _.f -:- 8 
Jn,m - Jn~m . 

J,;,m == j~:,m 

(х", Хт) Е L+ 

(х", ХпJ Е L-

(хn хт) Е L+ U L-. 

Теперь расс.\\ОТРШ! несвязный граф (с"У, .4/]. В ЭТО.\! случае .\!I-IOжество 
j"Y состоит из ПОДllНожеств 1\, ... N R. ОбознаЧИ.\l последовательность под­

множеств индепюlИ 1,2, ... Пусть - lУ(х) ЯВ.lяется функцией целого зна­

чения, областью определения которой ЯВоlяется Х, где N(x) i, если Х Е N i • 

Значение потенциала Р определяется вышесI~азанны.\1 л\еТОДОЛl в КЮКДО1\\ 
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ПОД?l1но/кестве. Если (Xi, Xj) Е.4, Х; Е -'ii, Xj Е -'ij , i .' j, тог;ха ЛХ;, Xj ) = О. 

ПокажеЛI, что существуют значения потенциа.lа Р"', что увеЛIIЧИВ потенциалы 

Р на Р* УСlОВИЯ TeOpe7\1Ы удовлетворяются н ;хля ;хуг, соединяющих по;х.\lНО­

жества. Очевидно, что уве,lичение~1 Р УС:IOВИЯ Teope~1Ы остаются справедли­

вьши ;хля ;хуг, соеДИНЯЮЩIIХ вершины о;хного и того же поюшо,кества. Сlедо­

BaTe~lblIO, надо наЙТII значения Р, УДОЕ.lеТВОРЯЮЩIIе условшо. 

P(X i ) +- Pl~(Xi) - [P(Xj) - Pl~'(x;)] / L+(O) 7 (Xi' Xj) 

Введеч значение 

Ci/"C;, Xj) i (Xi' Xj) Е А 

.\"[ Е N i , Xj Е N j 

Н[ Nj 

Чтобы существоваl10 Р*, необходшlO и ;хостаточно 

о v L 

что сле;хует из ОПТlшальности.f, иначе ~lOжно БЫ.lО бы найтп более ВЫГО;ХI!ЫЙ 
поток ПрII ПО:\\ОЩИ 

3.3. При.нсры 1-1сли1-1Сй1-10й задачи 

Большинство за;хач строитеl1Ь!-!ОЙ теП.lофИЗИКII характеРIJЗуется те,\1, 

что требуется определить распреде.lение какой-то интенсивности, токи 

какой-то экстенсивности. В этих за;хачах реальный объект является СI!сте:'lЮЙ. 

(Систе;\ш: конечное количество вещества, окружае.\\Ое ЗaI~РЫТОЙ поверхностью. 

Последняя .\южет быть реальная и нереа,lьная). l-(а/кдая систе.\lа, Iшеющая 

воЗ:\южность об.\lениваться энергией с нашей СИСТб\ОЙ, является окружностью. 

Вследствие разницы интенсивностей систе.\1Ы п ОКРУЖНОСТI! IIЗ:\lеняется зна­

чение экстенсивностей систе.\lЫ. Для эле.\lентарного объе;l\а равенство баланса 

«к-ой» экстенсивности: 

dXj _ Q"( ) --- ., 
а, } Ij:( ,) 

Q" где: ; - интенсивность стоков и IIСТОЧНИКОВ, находящихся в «j-о.\I» эле-

7\leHTapHo:\\ объе.\!е; 

I} разница заходящих I! ИСХОДЯЩI!Х потоков; 
Х} - значение экстенсивности, принадлежащей к <<j-o:\\y» Э.lе.\!ентар­

но-'!у объел!у; 

i вре:\lЯ. 
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Поток экстенсивности между дву.чя эле.\lентарнылш объемсши i и j опреде­
k 

сlяется распределениеЛl у интенсивности и законоы ПРОВОДИЛlОсти. 

В зависшlОСТИ от конкретной задачи равенство баланса или интеграль­

ное, пли дифференциальное. В пеРВОЛ1 случае сама система имеет О-дименсию. 

Во втором случае требуется определить и локальные значения внутри системы. 

В последне1\1 случае пользуясь числеННЫ}1 ;\1еТОДО1\l приспособляем конечную 

сеть к объекту. «ЭлеЛlентарные» объеыы представим в виде вершин, а поверх­

ность, их ВОЗ.\южные связи между «эле1\lентарными» объектами в виде 

дуг сети. В первом случае СЮlа систеЛ1а представляет собой вершину, и связи 

.\1ежду систеЛ1аМИ - дуги. 

Часто встречаются и такие задачи (напр., при расчете трубопроводов), 

когда СЮ1 реальный объект состоит из дуг (проводы) И вершин (устройства, 

разделение проводов и т. д.). 

Наглядно видно, что вышесказанное изображение реального объекта 

совокупность вершин и дуг представляет собой граф, который превра-

щается в сеть, если веРШИНЮl поставлены функции потенциала, функции 

интенсивности источников и стоков, а ДУГЮl функции потока, закон про­

водююсти. ТаЮ11\l обраЗОЛl, для численного решения этих задач целесообразно 

пользоваться быстродеЙСТВУЮЩИ1\lИ сетевьши .четодюш. При ПОЛlОщи этих 

1\lетодов ЛlОжно отыскать какой-то поток, Л1ИНИ1\lИЗИРУЮЩИЙ какой-то нели­

нейный функционал цел!!. В конкретных задачах на;:щ найти распределение 

интенсивностей и поток экстенсивностей, обеспечивающйе баланс системы. 

Баланс систел1Ы характеризуется каким-то функционаЛО!ll цели, экстремум 

которого соответствует равновесию. 

Чтобы значения функции на дугах !! вершинах были решение}l, необ­

ходшю и достаточно выполнение следуюших трех условий: 

а) Первый закон Кирхгофа. Токи ветвей должны удовлетворять усло­

ВIIIО непрерывности в узлах: 

i = 1,2, ... n 

1,.> о 1,) ~ 

(i,j) Е А 

б) Второй закон Кирхгофа. Разность потенциалов узлов, соединенных 

данной ветвью, должна быть равна напряжению этой ветви, т. е. должно 

выполняться соотношение 

(4) 
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что эквивалентно следующеЛ1У требованию. Пусть f-l - произвольный цикл. 

ОбознаЧИ1\1 через А + f-l множество дуг ,Н, направленных в сторону обхода 
цикла, а через А - fl i\шожество дуг противоположного направления. Тогда 

для любого цикла 

~ Е··-~ l,] 
и,ЛЕА ~p. 

~ Еч = О 
(i,j)EA -р. 

(5) 

где Ei,j - разность потенциалов. Очевидно, из (4) следует (5) и наоборот. 
в) Соотношение Лlежду током и разностью потенциалов каждой ветви 

должно удовлетворять законам ПРОВОДИЛЮСТИ: 

+ .. = у .. (р. J [,] [,] [ PJ (6) 

в дальнеЙШе:\l, имея в виду связь ~le}KДY проводимостью И сопротивле­

нием, используеЛl и закон сопротивления и Юlесто (6) принимаем уравнение 

(7) 

Если бы к ветвям были подведены генераторы потенциала, из (7) получим: 

ei,j' (8) 

Следует ОП1етить, что, согласно (4), за направление тока принято на­
правление движения от большего потенциала к i\1еньшему. 

По УСЛОВИЯ~l ОПТИ"1аЛЬНОСТИ, предполагая, что функция непрерывная 

во всеп области определения, (за исключение"1, быть может, границы) и диф­

ференцируемая: 

если + .. >0 J[,j 

ОбознаЧl"Ш: 

с: .(+ .. ) = R· .(+ .. ) ['] J [,] [,] J [,] 

Из этого следует, что 

.Е с· .( + .. ) = .Е r R- .( +. ·)а+ 
l,j J[,j J ['/ J[,j J (9) 

и оптимальнып поток лшнимизирует функционал цели 

.Е r R- .(г ·)а+ = min J [,] J [,] J 

Определение оппшального потока равносильно определению равно­

весия систе~1Ы. Равновесие с!!стемы является ОПТИ.МУi\Юi\l в том наГЛЯДНО.\1 

смысле, что к равновесию принадлежит i\ШНИ1\lУ1\l работы, уделяе"юй ПОТОКО"1 

экстенсивности для преодоления сопротивления. 
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Надо подчерh:НУТЬ, ЧТО согласно с ограничение.\l - функционал 

цели (9) СТРОГО возрастающиii, что соответствует реальньш законам прово­
ДЮlOСТП. 

Конкретные за,J,ачи отличаются с ТОЧh:И зрения заh:она ПРОВОДИ:llОСТИ и с 

точки зрения ИСh:O:IlЫХ и фИ!~сированных значений. 

3.4. Типы задач с тОЧЮl зрения зmшна проводШLOсmи 

Коэффuциент проводШLOсти постоянный, закон проводШLOсmи линейный 

в ЭТO:Il случае уравнение (6) lI.чеет ВИД 

-Г .. _ у. .. (р. _ р) 
Jч - z.; ,1 j (10) 

и уравнение (7) 
р. = R. .. -Г., 

j ',} J ',} (11) 

Функциона.l це.1II ПРИНlшает В!Ц 

(12) 

ОПТИ.\1альныi! поток :llИнюшзирует ФУНlщионал цели, ЧТО соответствует 

наЮlеньшеi1 дисс!шационноi1 работе. 

ОТ:I\етrш, что ПОСТОЯННЫЙ коэффициент ПРОВОДН:\\ОСТ!! пли сопротив.lе­

ния в большинстве Сlучаев является упрощение.\l деЙств!!те.1Ы!ЫХ условий, 

однако в опредеЖ:IШO:ll интервале это упрощение .\lO;,!~но ПРIШЮ1ать. 

КОЭффш]uснт проводUJiOСПlll ПОCll1Оянны й , ,m:он проводU.\LOСlllИ нслинсйный 

Соотношения :llе;,кду ве,llIчиноi1 ПОТОh:а j,j и напрю!,еIше.\l Ei,j в обще:Vl 
с.lучае Iшеют ОО.lее общпi1 юц Ei,j = 1f!,,/Cf,j). EelII при ЭТО.11 ФУНКЦIIИ1/\j(fi,/) 
строго возрастаЮЩIIе, что справеДЛIIВО ;:J.ля I\онкретных задач, то распре,J,еле­

НIIе TOh:a в сети БУ;:J.ет ТaI,Шl I! TO:JbKO таЮI:ll, при KOTOP0:ll .\ШШШIlЗ!Iруе;\1ая 
величина 

j 

ПОСКО.1ЬЕУ ФУНКЦИИ J 'J'f)f)df яюяются строго ВЫПУК;lЫ:'Ш. 
о 

I\ОЭффUЦllСНlIl провООШLOСП1и яв.1ясmся ф)'ЮЩl1СЙ ПОllшщиала 

В ЭТО.\1 с.lучае КОЭффИЦIIент ПРОВО;:J.Н.'\lОСТИ ИЮlеняется в заВИCII:IlOСТИ от 

значениi1 потеНЦ!Iа.lОВ веРШ!!!I, опреде.1ЯЮЩIIХ ;:J.yry. (ТаЕОЙ закон справе;:J.­
лив нап])., ;:J..1Я теПЛОПРОВО;:J.I-IOСТII, для теп.lопере;ЩЧII.) В обще.\l Сlучае коэф-
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фициент ПРОВОДИIl10СТИ является функцией абсолютных значений потенциа­

лов, иногда ~южно принимать, что он изменяется только в зависимости от 

разницы потенциалов, независимо от абсолютного значения. 

Закон проводююсти илеет вид 

f,. = у .. (р. - Р) 
1,} 1,} 1 j (13) 

или p.=su(+ .. )R..!f 1.,-/1 
J ~ J 1.J 1,j' 1 

где 

(14) 

в конкретных задачах n - положительное число, ПОЭТОIllУ закон сопро­

тивления (7) является строго возрастающей функцией и функционал цели 
выпук.1ЫЙ ВНI!З. 

КОЭффUЦ11ент проводu.НОС177U является ФУЮЩl1ей потока 

в ПРaI~тических случаях закон проводимости ПЗ;\lеняется в зависилости 

от значения пото!{а. Для каждой дуги - в зависимости от фllзических пара­

метров дуги - .\10ЖНО определить значение потокаf,~j' что закон проводимости 

является лrнейны;н, если f"j < f~j, II квадратичны;н, еС.1И f"j > fi~j. Поэтому 

уравнение (7) превращается в систе1l1У уравнений, !шеющую следующий вид: 

ki,j : f, если Ji,j < Ji~j 

ес.1И Ji,j 
1 

р, - Р, = k: .f,.*, = k~·+.'·-Т 
.. j l,} l~) 1,)Ji,l 

(15) 

Закон СОПрОТ!!Воlения является строго возрастающей функцией, ПОЭТО?llУ 

функционасl цели строго ВЫПУl\сlЫЙ вниз. 

3.5. Т11ПЫ задач с mоч/ш зренllЯ UС/{О.IIЫХ 11 r!Il1Пllрованных значений 

Задача ДUjJuхле 

Д.1Я вершин Xj Е Н фиксированы значения интенсивности вершин 

di , ДсlЯ дуги известны строго возрастающие законы сопротивления Р i - Р j = 
= Ri,j(fij). Требуется определить опТ!шальный поток и распреде.lенпе потен­
циалов P i • 

Задача ДиРUХ.lе-Н еЙ.нана 

Для вершин Xj Е Н,' Н' <; 1\1 фиксированы значения потенциа.lОВ РU 
дЛЯ вершин Xi Е ?v':' lУ" = Н! Н' фиксированы значения интенсивности вер-
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шин аu Д.1Я дуги известны строго возрастающие законы сопротивления 

Р; - Pj = RijJ;,j)' Требуется опреде.l!!ТЬ ОПТИ:\lальный поток, значения 
потенциалов Р , и значения IIнтенсивностей dj • 

Пусть А является 7I1НожеСТВО.\l вершин Xi, в которых значение потенци­
ала фиксировано, а значение IIнтенсивности неизвестно. Введе:\1 фиктивную 

вершину i О и ребра (Х о , Xj), где Xj Е А. ПОЛОЖIВl 

Тогда из неоБХОДI1:\lЫХ 11 достаточных YC-lОВИЙ ОПТИ:V1альности следует, 
что по За!"ону сопротивления 

Р- R .j' .. 
j - 1,} ',] 

ОПТl1:l1альный поток ,\ШI!ШШЗIIрует функциона.l це~lИ 

4. Метод решения задачи ДИjЭихле-Неймана 

4.1. Фо р.\lУ,ШРО8mшс заоа'lll с .1l1lIСЙ,%I.l/ ЗmСОНО.\l ПРО80дШlOсmu 

Пусть [~'Y,A] граф, с ребрюш (с дугюш без ориентации). К каЖД07l1У 

ребру (каiКДОЙ дуге) постаВ.lены постоянные коэффициенты ('ц > о при 
УСlОВШ! ('i,) =1'.1.1' Д.1Я .\шо/!~ества веРШ!lН ~'Уп с ~,- фиксированы значения 

потеНЦllа.lОIJ P(xJ х ~ j.\" п. ТрЕ:буется опреде~lИТЬ значения потенцна.lОВ 
P(xJ, Х; Е ~,' и поток j(x i • Xj), (X i • Х;) Е А, удоюеТВОРЯЮШIIе с.lеДУЮЩИiVl 
УСЛОВИЮ1: 

в) I(x j ) 

ЗначеНIIе f(XiXj) предстаВ.lяет собой поток но вследствие того, что 

(Xi, Xj) является реБРЮl, .\1О/I"\ет быть 11 ОТРlщательньш, в заВИСИ:V10СТИ от 

значений потенциа,lОВ P(Xi) 11 Р(хЛ. 
Эта задача раВНОСИ.lьна опреде.lению ОПТИ.\1аЛЬНОГО потока. 

ОбознаЧИ:\l через 

через 

РМПКС = lnax Р(х;) 
xiEl\~1'? 

РМНН = min P(Xi) 
ХjЕЛ'д 
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Очевидно, что если P(Xi} и j(xi, Xj} являются решение?l1 задачи, тогда 

потому, что если P(Xi} < Р МИН, Xj Е N я' тогда, - предполагая, что P(Xj} 
является l\ШНИll1аЛЬНЫМ, - V Xj Е N, для которого (Xi' Xj) Е А, по условию 
в) P(Xj} = P(xJ И?l1ея в виду, что граф связанный, по условию в) через конеч­
ное число шагов ПОЛУЧ!!lI1 вершину х* Е N я' для которого действуют урав­
нения: 

что является противоречие1l1. 

Р(х*} = P(xj } , 

Р(х*} > РМИН 

Из вышесказанных следует, что если Р\\ин < Р"акс' тогда 

РаСС~1атриваем любые функции потенциала и потока Р(Хд и f(x i , Xj), 
связанные по условию б). Пусть каждая такая пара функций отождествлена 

с точками {! N I I А i} - мерного евклидов а пространства: 

РаСС:\lатриваем векторы, удовлетворяющие УСоl0ВИЯ:\1 а) и б) и условию: 

Р.\ШКС 

Совокупность этих же векторов является граничной закрытой и выпук­

лой, поэтоиу непрерывная функция 

ииеет ?l1ИНИ?llУ?l1. Задача может быть решена тогда и только тогда, если 

min\ ~ I(xJ\= О 
ХiЕNл 

Таким обраЗО,\1, функционалои цели является СУ?lВ1а интенсивностей 

вершин нефиксированных потенциалов. Определение оптимального потока 

значит, условий равновесия соответствует определению ?l1Инииума 

функционала цели. Ниже разлагается алгоритм решения этой задачи. 
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4.2. ОБОCi-lованuс алгОРUllZ.l/а 

Шаг О. Пусть Р О(Х;) II fo(X;, Xj) функции потенциала и потока, удовлет­
воряющие условиям а) и б). ОбознаЧШ1: 

Т/-(х;) = ;;Ev(x;, Xj) Х; Е N R 
(Xi, х!)ЕА 
ХjЕлr 

Шаг 1. ОпредеЛЮ1 значения 

Шаг 2. ИЮ1еНИ7V1 потенциал вершин: 

Шаг 3. По ЗaI~ОНУ ПРОВО;JД\lOСТ!! опредеЛlI!l1 значения потока для l<а:ж­
дой дуги (Х;, Xj) Е А: 

Перейде,\1 к шагу 1. 

ЦИКЛ, состоящшl из шагов 1 .. , 2. II 3., повторяется к-раз, в заВИСII}10СТIf 
от жеоlателы!Ой точности. i\loi!\HO ДОI,азат1о, что так по.lучае:\1ые значения 

потенциала и ПОТОI<:а сходят к реоеншо, а ЧJIСЛО шагов счетно. 

Тсорс,\lа 

АЛГОРИТ,\l сходит К решению, значит, I(xJ -+ о 

д Оlсазаmельсmво 

Сперва ДОI<азывае}l, что 
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....., (Р ( . ) Р () I,Jx!) , !\-+ v~ k Х ; - k х} - -.-7-.-Vi,j -
·.,с 1' В J (X i ) I 

в фОР~iУ"lе есть равенство, еС.l!! 

и разница не .ченьше значения 

') 
111111 [ 

I1Jx 
1'· . 

Ik(X1J 
t'i!: ; 

П.1') 
1,] 1/"(.1' ) 

и раЗНllца не ~1еньше значения 

Из вышесказанных Сlедует, что в вершинах, сосе;J.IШХ свершинюш 

зафl!!~сированных потенциа."IOВ, I!,(.1'!J -> О , 
О;J.НШ(О 

Ik(Xj) 

J"(xJ 

ПОЭТО.\lУ В Ka,K;:I,oi1 вершине :t:j Е ,"Уя , в сосе;:I,ней вершине которой It:(X) ~r О, 
I,J-r j ) -> О по УС10ВИЮ в), что и требова,lОСЬ ;:I,оказать, 

За.IlС'lаю/с 

ЕсЛl! ;:I,aHa прие.\lлe:vlая ошибка с О в значеНII!! потенцпала или потока, 

удовлетворение ЭТ0:\lУ требованию надо проверять через разницу СУllL\1Ь! 

интенсивностеi1 вершин нефиксированных потенЦ!rалов, В пеРВО;'l случае 

таюш образо.\! непосредственно ПО:lучается результат, а во ВТОРО.\1 случае 

необходюю опредеЛIIТЬ еще отк.l0неНI!Я потоков последовательных шагов 

при ПО~10ШИ закона ПРОВО;:I,И.\10СТI!, 
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5. Метод решения любой задачи с линейным законом проводимости 

Рассматривае,\l следующую, БОоlее общую задачу: 

Пусть N - множество вершин, подмножества 

вершине потенциал зафиксирован 

вершине интенсивность зафиксирована 

NR-NRs-
Ns-NRS-

N,?S 

в каждой 

в каждой 

в каждой вершине интенсивность и потенциал зафиксированы. 

Обозначим N p = N (NR U N s). В каждой вершине x i Е N p потенциал 

и интенсивность «свободны}) (не фиксированы). 

Даны значения потенциа,lа: P(xJ, Х; Е N R U N RS 

И законы прОВОДИ?llOСТИ: P(Xi) P(xj) = I";,jf(x;, Xj) 

Требуется определить значения потенциала Ii потока, удовлетворяющих 

равенствам 

P(XJ = Р(х;} 

1 
f(x;,Xj} = -(Р(х;) - P(xj)) при Х; Е тv-я U N s 

I"ij 

.:Е Лх;, Х) = I(x;) 
х, 

(xi,xj)EA 

I(x;) = о Х; Е N s n N RS 

(16) 

Пусть k = I N F i II обознаЧИЛl эле?llенты .1У р через Х1 , X~, ••• Хп ' мно­
жество N R U N Rs через N RR . РаСОlaтривае.\l Сlедующие (/с + 1) задачи: опре­
делить векторы потенциалов Р; и потоков f;, удовлетворяющих УСЛОВИя:ll 

Р;(х;} - Р;(х) = l"ijh(X;' Xj ) (Х;, Х) Е А 

условияЛ1 нулевой задачи 

Р(х;} = P(xJ при Х; Е l\TRR 

Io(x;} = О при Х; Е N RR 

и условиям «/{}>-ой задачи 

Р(х;) = о при Х; Е lYRR 

Р;(х) = 1 

i = О, ... , k 

Цх;) = О при Х; ~ N RR, Х; = Xj 

Пусть I N RS I = 1 и обозначиЛ1 элементы N RS через У1' У2' •.. YI. 
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РаССЛ\атривае:11 векторы интенспвностей 10' 11' ... 1,,, и координаты ЭТИХ, 
принадлежащие к пространству 

10 = (IO(Y1)' ... 10 (Yz» 

1 = (11 (У1)' ... 1 (Yz» 

Ле.НJta 

Задача (16) реШИ;\1а тогда и TO.lbKO тогда, если существуют числа 

}'i' i 1, ... /(, при I<OTOPbIX 

д ОJ{азательство 

k 

Достаточн ость. Еслп 10= ;:Е }'i 1i , тогда из-за линейности значения 
i=l 

потенциала 

k 

Р О(ХЁ) = ;:Е }'i Pi(xJ 
i=l 

и значения потока 

fi(xi' Xj) = Pi(xi) - Pi(Xj) 
Ги 

дадут решение задачи (16). Здесь Pi(xJ 
«i»-ой задачи. 

координаты вектора потенциала 

Необходuлюсmь. ПОЛОЖЮ1, что задача (16) решима. Обозначим ве1-<:ТОР 
потенциала решения через Р. ОбознаЧИ1\l вектор потенциала Р - Р о через 
Р* и принадлежащий 1-<: не?llУ вектор интенсивностей через 1*. 

Пусть }'i = I*(Xi) 
k 

Р'" "Ii;" Р Р' и '-..,;;;,;. )'Ё i =_ 
i=l 

Для потенциалов Е' и интенсивностей Г справедливы следующие равенства: 

Y(XJ = о Xi E.NR 

T(Xi) = о Xi Е .NRR 

Из условия Ги < О, P'(xJ = О, T(Xi) = О. Имея в виду, что 1*(xi ) = 1o(xt> 
- 1-:-

при хЁ Е .N RS, поэтому 10 = ::Е }'Ё 1Ё , что И требовалось доказать. 
Ё=1 

5 Periodica Polytechnica Architecture 17[4. 
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6. Решение задачи с нелинейным законом проводимости 

6.1. Фор.нулuроеанис задачи 

В ЭТОЙ главе рассматриваются задачи с нелинеЙНЫlll заКОНО?;l проводи­

lYlOСТИ. По дуга?;l сети люгут быть одновре:\lенно действительны разные типы, 

закона ПРОВОДИЫОСТИ. Общая трактовъ::а ЭТlIх разных законов ПРОВОДЮ10СТИ 

ВОЗlYюжна из-за выпуклости и непрерывности функций Лle:rкду разностью 

интенсивностей вершин и ПОТОКО.\l экстенсивностей. 

В главе 3. пере'-!Ислены типы законов ПРОБОДИЛЮСТИ. В фОРЛ1УЛах: (13) 
(14) и (15) IEllеются функции 11 и sg, пользоваться которшш на ЭВl'vl трудо­
емко. ПОЭТО?lIУ впоследствии раСС'\laтриваеы .\lультпсети с парны!l1,' ориен­

тироваННЫl\1И дугюш, значит ребру (х{, Х/) соответствуют дуг!! (х{, Xj) и (Xj, xi ). 

l{ каЖДЫl\l ДВУ?ll дугаы принадлеiКИТ тот iKe СЮ1Ый закон ПРОВОДИlIlОСТИ, если 

значение потока не отрицательно, а значение сопротивлен!!я О, если значение 

потока отрицательно. Вследствие ЗЮlены ребр с паРНЬЕ\Ш ориентироваННЫ?llИ 

дугал1И, пользоваться функциюш sg И 1: не надо, а задача имеет следующий 
ВIIД: 

Даны значения P(xJ, Х{ Е N 1 

Определ!!ть функцию потенциала P(Xj) п функцию потока Лх;, Xj) в сети 
[N, А], удовлетворяющие слеДУЮЩИ.\l УСЛОВИЯЛ1: 

Лх;, Xj) = R -1 [Р(х;) P(Xj)], P(xi) > P(Xj} 

f(Xi, Xj ) = О , Р(х;) < P(Xj) 

Р(х;) = P(xj ) 

l(xj) = о 

(17) 

При ориентированной сети решение ЭТОЙ задачи соответствует равновесию. 

РаССlYlaтриваем следующую общую задачу. Пусть [N, А] ориентиро­
ванный граф. Даны интенсивности веРШIIН 

d(xi)i Х! Е N , ~ d(x i ) = О 
xiE1'J 

и функций, 
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где Со выпуклая внш, непрерывно дифференцируе.\1ая. Функция потока: 

Интенсивность вершин: 

"v f('~' ,v.) - "'5' f:( ~. " .. ) - Q .(х·.) ~ , Л'l' .1.'] .а!= J I ~\.'J' ~\.'! - ] 1 

(Xi, Xj)EA'" (Xj,Xi)EA-

Надо .\ШЮВ1Изировать cy,\l:1lы 

(18) 

при условии 

Ле.Н.на. Функцпя потока J является решение:ll задачи тогда и только 
тогда, если 3P(Xi)' Xi Е Н, удовлетворяющие УСЛОВIIЯ.\l 

P(Xi) P(Xj) 

Р(х[) - P(Xj) 

cfj(f(x[, Xj)) j(Xi' Х) > О 
C&(f(Xi, xJ) j(Xi' Xj} = О 

По УСЛОВИЯ:ll ле.\i.:I1Ы и по закону проводююсти очевидно, что в задаче 

(18) функционаЛО:Vl цели является дифференцируе:\1аЯ, выпуклая вниз 

функция 

Е .\' R;j(fij)df 
о 

МИНIШУ:\l этого функционала соответствует равновесию (значит, сущест­

вованию значений потенциалов, удовлетворяющих законам проводимости). 

В фпзичеСКО.\l 01Ысле равновесие соответствует ;vшюшуму работы, про­

являе:\юй «текущей» экстенсивностью. 

Покаже1l1, что общая задача (18) содержит и нашу специальную задачу 
(17). ВВОДIШ [N, А] фиктивную вершину «8» и соеДНИl\1 дуга;ш! (8, X i , ) I;f XiEN. 
ОбознаЧИЛl так получае:IlУЮ сеть через (Н, .4.). 

Пусть сх jt) = P(x;)t }v ENR 
cs.x/t) = -Р(Хi)t 

'/ Xi 

t 

И ciit ) = J Rij(t)dt ';/ (Xi, xJ 
о 

d(Xi)= о I;f Xi 
а(8) = - L' d(Xi) fj Xi 

Надо .\1Июшизировать функционал цели 

5* 

,2' CXi,Xj(f) 
(xi,Xj)EA 

ENR 

ЁNR 

ЕА 
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где J принадлежит к совокупности допускаемых потоков в сети [N, А], 
удовлетворяющих условию Rj(x i ) = а(хд. 

Если ПОТОк j ЯВJIяется оптимальным, тогда по леl'ilме j функция Р, 
удовлетворяющая условиям. ОбознаЧИJlicl через Р = Р - P(s). Очевидно, 
и Р удовлетворяет условиям леЛ1МЫ. 

P(Xi) - P(s) 

P(s) - P(Xi) 

P(Xi) - P(Xj) = Cfj(fij) 

P(Xi) P(Xj) < Ci}(fij) 

Из вышесказанных следует, что 

fij > о 
fij = о 

Отметим, что если по дуге (Xi' Xj) Е А существует генератор потенциала 

Отметим, что направление потока зависит от значения P(Xi) - P(Xj). 
Трактовка задач ПОТОкОВ в сетях при наличии генераторов потенциала не 

представляет собой никакой новости. 

6.2. Двойственный градиентный лtетод 

Пусть Po(Xi)' Xi Е N - произвольные значения потенциала. Определим 

значение потока fO(Xi' Xj) по УСоl0ВИЮ 

Сх' ·x·(t) + е, .. х, -1.' .t_., 

и изменим значения потенциала на 

Определил! последовательность потенцпалов следующим образом: 

где у и с нормализирующие факторы 

.Еу" = + =, .Ey~ < + = , С" I1 hk !\ < с 
Pk+l(Xi) = Pk(Xi) -- h(Xi)YkC" Xi Е N 



АНАЛИЗ ТРАНСПОРТНЫХ ЗАДАЧ 187 

Из выбора Р и f следует, что 

Лх; Xj) = lim!I;(x;, xJ 15(х;) = lim Pk(X;) 
!:-= k-= 

дадут оптюыльное решение задачи. 

ЛеМАta 

Если существует ОПТIН'iaЛЬНЫЙ поток Лх;, Xj) и функции непрерывно 
диффереНЦИРУe:'vше и строго выпуклые, тогда 

Нтр!:)(х;, Xj) = Лх;, Xj ) , (Х;, ;'\:) Е А. 
k-= 

ДО/шзаmельсmво 

Из понятия pk)(X;, Xj) следует, что 

Pk(X;) P,,(Xj) 

Р,,(Х;) - P,,(Xj) 

C~,Xi(J,.(X;, Xj») при f,JXi' Х) > О , 
ci;.,Jfk(X;, Xj») при .мх;, Xj) = О 

Таким образо,\\, фУНКЦIlЯ fk(X;, Xj) l\1Инилшзирует ФУНКЦИЮ C,:,,"(j,x/t) - (Р(Хд -
- P(Xj»)t при t > О. Из выпуклости CXi,x;(t) следует, что если f(Xi>Xj) --;-L- fk(Xi,Xj), 
тогда 

C'iX/f(X;Xj) - (15(х;) 15(Xj»f(x;, Xj) < cxi,x/j(x;, Xj) -

- (P(k)(xJ - p(i{)(Xj»)f(x;, xJ 

Сушествует потенциа.l 15, удовлетворяющпй УСЛОВИЮ (19) при f и для 
которого 

с;/Лх;, х) - (15(xJ 15(Xj»f(x;, Xj) < 
< Сииu')(Х;, х)) - (.F(xJ - P(xj»)fUi )(;;, Х) 

ИЛlея в виду, что при f = f RJ(x;) = а(х;), для векторов 

15 (Р(:\71 ) , •••• р(хn» 
15Щ = (P(k)(X1), .... рЩ(Хn» 

hU:) = (ll(k)(X 1), •••• Jl(k) (хn » 

(20) 

(где Х1 , ••• Хn : произвольная зафикспрованная последовательность Х; Е N), 
потому что 

1:Сии(х;, xj») = 1: Си(Лх;, Xj)) - 1: P(x;)[Rj(Xi) - d(xi)] = 

= 1: Сии(х;, Xj)) - 1: Ри:)(Х;) [Rj(xJ - d(Xi)] 
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Нетрудно у6едIIТЬСЯ, Ч10 

1: Си(ЛХ" х)) = 1: c,ij(x" Xj») - 1: Р(х,) [RJ(x,) - а(х,)] = 

= 1: c,ij(x" ~\)) - I: P(k)(x,) [RJ(x,) - а(х,)] = 

= Е [С,/ЛХ" Xj») (Р(х,) Р(х,)Лх" Xj) + 1: Р(ХМХ, = 
XiXj 

= Е [Cij(f(X" Х) - (Р(l{)(х,) - РЩ(Х)ЛХ" х)] Е РЩ(Хi)d(х,) = 
XjX} 

= Е C'j(Ju:)(x" Xj») (Р(х,) - P(xj»pk)(x" Xj) ,- Е Р(х,) а(х,) > 
XiXj 

/ I: [cij(j<l)(xi- Xj») - (РU:)(х,) - p(l{)(Xj) )j(l{)(x" xJ 
1: Р(х,) [QJЩ(Хi) а(х,)] / - Е РЩ(Х,) Е [RJlki(X,) 

RJlkl (х,) а(х,) = Ы:(х,) 

О [.Е- Е("!' f.z:.Щ] 

1: Р(l{)(хМ(х,) 

а(х,)] 

Из вышеCI,.:азанных Сlедует, что ест фУШ":ЦlII! CiJ(t) строго ВЫПУЕлые, 
тогда 

lim jЩ(х;, ;1;j) = j(Xi' xj)1 (Х;, х) Е А 
!:-= 

действительно тогда !I только тогда, еС1И 

lim (.Е ЕЩ, b.(k» = О 
"-= 

с одной стороны, еСЛI! 

lim j(l{)(x;, х) = Лх;, Xj) '1 (Х;, х) Е А 
"-= 

тогда l!. - Е(!:) ---+ О, ПОЭТО;I1У 

(.Е Е(1:), ь:.(!:» -+ О 

с другой стороны, если для неЕОТОРОЙ дуги (Х;, Xj) Е А справедливо 

lim j(l{)(x" Xj) " ЛХ" Xj) 
"-= 

тогда существует 8 > О и N' > N, что 
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Из строгой выпуклости должен быть д > О , что 
ci/fU;)(X;, Xj )) - (Р(Х;) P(;1))fU;)(xj ,;\.) > Ь 

- (Р(х,) - P(xj))f(x" x j ) 

ПОЭТО7llУ 

о 

Сле,J,овате,iЬНО, достаточно убе,J,ИТЬСЯ в ТЮl, что 

lim f U;), !!..(f;») = О 
1:-= 

Очевидно 

Пусть .\ШОiКlпель YIc выбирается так, чтобы 

/lc . Jr(k) .2 c<='-jk 

,р ., - р _ Р!I;) ,2 + CQ~ 
ПОЛОЖIЕ\l 

:Р. Ри;) 2 -'-- С :>' 02 
j .e::=::::I_I 

/=1: 

Tor,J,a из вышесказанных Ccie,J,yeT, что zlc+l zr" т. е. последователь-

ность i IJ:' -- р(с)! i 2 сходится, ,J,аже и она, и посл.:довательность f(k)(x;, Xj) 

ограничены. Следовательно, после,J,овате.iЫIOСТЬ z люжет быть и снпзу огра­
ничена, как это ОТ.\lечалось в расС.\ютреЮII! а.iГОРИТ.\lа: О < У <'/k. Тогда 

!' Р _ pU:+ 1) ',~ = !! Р .1- _ " 1,_ 

ПОЭТО"IУ последовательность 

сходится. 

Из условий 

и 

,. 
ро 2 -,- 2" )" о (Р _ P(l) Мl)) 

I ..:::=r _1 _ _" 
/=1 

следует, что liш f(lc)(x" Xj) = j(Xi' xJ 
/{-Ф= 

что И требовалось доказать. 

7. ПраI<тичеСI<ие применения 

РаСС1Vlатривае"lЫе алгориТ:\lЫ ПОЗВО.IЯЮТ решить все воз;\южные практи­

ческие задачи, касающиеся транспорта энергии и Лlасс при стационарных 

условиях. Каждой конкретной заВIIСШЮСТ!! сопротивления или проводи-
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мости соответствует один общи!! тип законов проводи.\10СТИ, рассматриваемых 

в главе 3. Краевые условия любые: :VlОжно зафиксировать значения потен­
циала и (или) значения интенсивности. В одной и той же задаче можно пр ПНИ­

lY1aTb разные по разны:l1 дуга.11 законы проводимости. 
На основе раСО1атриваеil1ЫХ аЛГОРИТil10В были разработаны две про­

гра:ныы на ЭВМ типа СИ.\lенс 4004 на языке Фортран IV. Первая, более 

простая програм.ма употребляется для решения следующих задач: 

определение теплового баланса групп ПО;\lещений (помещения и 

любое число дискретных ;\lест окружности соответствуют вершина.\l, ограж­

дения ДУГЮl, закон ПРОВОДЮlОсти - закону теП"lопередачи, интенсивность 

illОЩНОСТИ теплоотдающих приборов, поток - расходу тепла (ИЛИ тепло-

вьш потеРЮ1), потенциал те:\шературе); 

- опреде.lение распределения Тбшературы (двух- или трехмерного) в 

ограждающих КОНСТРУJЩИЯХ при постоянных значениях коэффициентов 

теплопередачи. 

Эти характеризуются ЛlIнеЙны.\! законо.\! ПРОВОДШlОсти. 

Вторая прогрюша, употреБЛЯБ1ая для решения следующих задач: 

- определение теП.lОВОГО баланса ПО:\1ешений при значениях коэффи­

циентов теплопередачи, зависящих от перепада или абсолютного значения 

теilШ ер атуры; 

определение распреде:lения те:\шературы (двух- и TpeXJ,1epHoro) 
при значениях коэффициентов проводи.\lОСТИ, зависящих от те:vшературы; 

- определение воздушного реЖЮ1а зданий, Ю1ея в виду разницу между 

ламинарньш и турбулентным режи:ню1И и влияние приточной или вытяж­

ной вентиляции. (ПО.'v1ещения и любое число дискретных illecT окружности 
соответствуют веРШИНЮ1, окна, двери, вентиляционные каналы - дугам, 

давление потенциалу, расход воздуха потоку, расход воздуха (или крат­

ность) в ОДНО;\1 ПОillещении вследствие ;\1еханической вентиляции - интенсив­

ности данной вершины, воздухопроницаеillОСТЬ закону ПРОВОДШlОсТ!I, 

зависящеillУ от значения потока, вентилятор - генератору потенциала). 

РаЗУ;\lеется, что Kp0.'vle этих конкретных задач стрuительной теплофи­
зию! расС:\штриваеil1Ые прогрюшы ПРИ:Vlеню1Ы для решения других задач. 

Так, напр., на П-Й Кафедре отопления и вентиляции Будапештского Техни­

ческого Университета успешно J!СПО.lьзовали вторую програ..шу для расчета 

трубопроводов и для оптимизации теплофикационных сетей. 

Обе программы оказались в праНI!ке быстродеЙствующи.'v1И и эффектив­

ны:,ш. Число вершин практически не ограничивается: были уже решены 

задачи с 500 вершинаil'Ш. На скорость программ практически не влияет 

начальное распределение потенциалов в «свободных вершинах», ПОЭТО:'>1У 

начальныil1 распределением потенциала в «свободных вершинах» :.10ЖНО 

принимать р = о. 
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