PERIODICA POLYTECHNICA SER. CHEM.ENG. VOL. 36, NO. 2, PP. 93-119 (1992)

ZUR ALGEBRAISCHEN THEORIE
DER STOCHIOMETRIE CHEMISCHER
REAKTIONSSYSTEME!

A.PETHO

Institut fiir Technische Chemie der Technischen Universitdit Hannover

Eingegangen: Marz 27, 1991.

Abstract

By the methods of linear algebra, the concepts of atoms, species, reactions and mech-
anisms, as used in stoichiometry, are defined, as well as theorems regarding them are
proven. In particular, the possible reactions among given species and the possible mech-
anisms among given reactions are determined. The dependence of reactions on the time
is also considered; concepts such as extent, rate, and invariants of reaction are discussed
from an algebraic point of view.
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1. Vektorraume (Mathematische Einfithrung)

1.1. Definition. Betrachten wir die Menge V mit Elementen u, v, w
., 1n der zwel algebraische Operationen definiert sind; eine Addition und
eine Multiplikation mit einer reellen (oder komplexen) Zahl a; hierbei wird
die Summe mit u + v und das Produkt mit au bezeichnet. Wir setzen
voraus, dafl sich diese Operationen in V jeweils eindeutig austfithren lassen,
ferner, dafi sie fiir beliebige Elemente u, v, w aus V und fiir beliebige reelle
(oder komplexe) Zahlen a und b die folgenden Eigenschaften besitzen:

(1) ut+v=v+u,

i) (v +w=ut(v+w)

(111) in V gibt es ein Nullelement 8, derart, daf fir jedes u aus
R

il
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94 A. PETHO
(iv) es gibt zu jedem u ein Element —u in V, derart, da8,

u+(-u)=0,

(v)  (a+b)u=au+buy,
(vi)  a(u+v)=au+av,
(vii)  a(bw) = (ab)u,

(vii) lu=u.

Nunmehr heifit V ein (abstrakter) Vektorraum iiber den reellen (oder kom-
plexen) Zahlen; man nennt die Elemente von V Vektoren, die Zahlen a, b,
. mitunter auch Skalare.

1.2. Bemenkungen. (i) Es existieren zweierlei Nullen in der obigen
Definition, namlich der Nullvektor O und die Null 0 als Skalar. Jedoch
kénnen beide — ohne die Angst des Miflverstandnisses — mit demselben
Symbol 0 bezeichnet werden.

(ii) Aus den definierenden Eigenschaften eines Vektorraumes folgen
alle fir die Addition bzw. die Skalarmultiplikation iiblichen Rechenregeln
der Arithmetik, wie zum Beispiel

Ou=0, (-l)u= —u, usw.

(ii1) Sind w, v, ..., z Elemente von V und a, b, ..., d Skalare, dann

wird der Ausdruck

au -+ bv+...+dz

sicherlich auch ein Element von V; er heifit eine Linearkombination der
Vektoren u, v, ..., z.

1.3. Satz. Es sei die Menge R, aller n-gliedrigen Folgen [u1, us, ...,
un] (geklrzt: [u;]; 1 =1, 2, ..., n) der reellen (cder komplexen) Zahlen
vorgegeben. In R, seien die beiden Operationen, die in 1.1. eingefiihrt
wurden, auf folgende Weise erklart;

[wi] + [vi] = [ui + v i=1,2,...,n, (1)
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afu;] = [aui] ; i=1,2,...,n. (2)

Nunmehr ist R, ein Vektorraum; die Zahlen u; heiflen die Koordinaten
oder Komponenten des Vektors u=[u].

Ubrigens 148t sich der Vektor [u;] entweder als eine Spalte:

U1
w9

Un

oder als eine Zeile:

(w1, ug, ..., un]

schreiben. Im folgenden wird lediglich die erste Schreibweise verwendet.

1.4. Beispiele. In den speziellen Fallen n=1, 2 und 3 lassen sich die

Vektorraume R, veranschaulichen:

Ri: die Menge aller Vektoren parallel zu einer Geraden,

Ra: die Menge aller Vektoren parallel zu einer Ebene,

R3: die Menge aller Vektoren des ‘gew6hnlichen’ (physikalischen) Rau-
mes. Die Regeln (1) und (2) von 1.3 entsprechen dann der bekannten
geometrischen Deutung der Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Man ersieht aus der letzten Bemerkung, dafl gegebenenfalls auch Teil-
mengen eines Vektorraumes die Axiome von 1.1 besitzen, d.h. selbst Vek-
torrdume (sog. Unterrdume) sein kdnnen. Wichtig ist diesbeziiglich der
folgende

1.5. Satz. Sind u, v, ..., z Elemente von V, so stellen alle ihre Linear-
kombinationen

e+ bv ... +dz

einen Unterraum W von V dar.

Im folgenden seien grundiegende Begriffe und Tatsachen in Verbin-
dung mit der linearen Abhangigkeit von Vektoren erwahnt. Zunachst
brauchen wir die

1.6. Definition. Die Vektoren u, v, ..., z heiflen linear abhdngig, wenn
es Zahlen a, b, ..., d gibt — die nicht alle verschwinden — derart, dafl
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1.7.
au-+bv+...+dz=0.

Andernfalls sagt man, die Vektoren seien linear unabhingig. Im einzelnen

also: solche sind die Vektoren u, v, ..., 2, falls aus dem Bestehen von 1.7
a=b=...=d=0

folgt.

1.8. Beispiele. (i) Ein einziger Vektor u # 0 ist offenbar linear un-

abhangig, der Nullvektor allein ist linear abhingig.

(ii) Betrchten wir Ry und die sog. Koordinateneinheitsvektoren:

1 0 0

0 1 0
er=1|"1|, ey = ) en =

0 0 1

Diese sind offensichtlich linear unabhingig.

1.9. Definition. Die Dimension des Vektorraumes V (im Zeichen:
dim V ist die maximale Anzahl der linear unabhangigen Vektoren in V.

1.10. Definition. Man sagt, dal die Vektoren uj, ug, ..., un den
Raum erzeugen (oder aufspannen), wenn sich jedes Element von V als eine
Linearkombination von uy, ug, ..., u, darstellen 1aft. Sind noch dariiber

hinaus uj, ug, ..., U, linear unabhangig, so bilden sie eine Basis.

1.11. Satz. Im Falle einer Basis 148t sich jedes Element x von V als eine
Linearkombination

n
x=3 o
=1

eindeutig darstellen. (Zum Beispiel kann jedes Element u = [u;] von
Ra als die Linearkombination von ej, e, ..., en, siehe 1.8-(ii), eindeutig
dargestellt werden:

1.12. R
u= Z U; €; )
i=1
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Den Zusammenhang zwischen den beiden Definitionen 1.9. und 1.10 liefert
der folgende

1.13. Satz. Die Dimension von V ist n dann und nur dann, falls V eine
Basis mit n Elementen besitzt.

1.14. Beispiele. (i) Im Falle von R, bilden die Vektoren ej, ez, ..., e,
nach 1.8-(ii) und 1.12 eine Basis, somit wird die Dimension von R, dem
Satz 1.13 gemaf gleich n.

(ii) Sind uy, uy, ..., w; (k < n) linear unabhéngig in V (dim V = n),
so ist nach 1.5 die Menge W aller Linearkombinationen

aju] +agug + ... 4 apu

ein Unterraum von V, wobeil uj, ug, ..., u; eine Basis von W darstellen
und dim W = k gilt.

Die Auflosung linearer Gleichungssysteme kann auf Grund der The- .
orie der Vektorrdume nunmehr leicht diskutiert werden. Die Behandlung
beruht auf der Tatsache, dafl das Problem, den Vektor b in R, als eine
Linearkombination der Vektoren aj, as, ..., an, darzustellen, identisch ist
mit der Auflosung der vektoriellen Gleichung

1.15.

zia1 + 2222+ ... +Tmam =Db
mit den Unbekannten zj,z9, ... ,zm,. Dabei wird unter einer Losung der
Vektor x = [z;], j = 1, 2, ..., m, verstanden.

In Koordinaten geschrieben lautet 1.15 wie folgt
1.16.
a;i1z1 +apry + ... 4 aimem = b i=1,2? R

wodurch die allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems erhalten
wurde. Im folgenden wird uns die Frage der Existenz von Losungen inter-
essieren. Hierzu brauchen wir den Begriff von Matrizen.

1.17. Definition. Eine n Xx m Matriz ist das Schema

ayy a2 s A1m

A = [aij] = a1 a2 cee a2m

Anl Qn2 ce Anm
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wobei die Skalare a;j(:¢ = 1,2, ... ,n;j = 1,2, ... ,m) die Elemente (oder
Komponenten) von A genannt werden. Die Vektoren

a) =[an], az=la], ..., am=[aim];

i=1,2, ... ,n

heiflen die Spalten von A (und &hnlicherweise lieflen sich auch die Zeilen
erklaren). Hiernach schreibt man mitunter:

A =[aj,ay, ... ,am].

Trifft m = n zu, so heifit die Matrix A quadratisch und die Zahl m bzw. n
ihre Ordnung. In diesem Fall kann die Determinante von A bekannterweise
definiert werden.

Mittels Determinanten 148t sich der Rang einer Matrix wie folgt erkla-
Ten.

1.18. Definition. Eine Unterdeterminante (oder ein Minor) k-ter Ord-
nung der n X m Matrix A ist die Determinante, welche aus den Elementen
von A besteht, die sich in den Kreuzungen von je beliebig gewahliten k
Spalten und je k Zeilen befinden. Nunmehr nennt man die grofite unter
den Ordnungen der von Null verschiedenen Unterdeterminanten den Rang
von A. (Verschwinden auch alle Minoren erster Ordnung, d.h. sind alle
Elemente der Matrix gleich Null, so ordnen wir ihr den Rang Null zu.)
Grundlegend ist nunmehr der folgende

1.19. Satz. Der Rang der Matrix A ist gleich der maximalen Anzahl der
linear unabhingigen Spalten (und gleich der maximalen Anzahl der linear
unabhéngigen Zeilen) von A.

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist der ndchste

1.20. Satz. Das inhomogene Gleichungssystem 1.16 ist losbar genau
dann, wenn

Ranglai,az, ... ,am] = Ranglaj,as, ... ,am,b]
gilt. Der gemeinsame Rang soll mit 7 bezeichnet werden.
1.21. Bemerkungen. (i) Das homogene Gleichungssystem (b = 0)

ist immer l6sbar. (Dies geht auch daraus hervor, daf§ die triviale Losung
T =23 = ... = &m = 0 jeweils existiert.)
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(ii) Trifft » = n zu, so ist der von aj, a, ..., an aufgespannte Raum
selbst Ry, infolgedessen erfillt sich 1.20 automatisch.

(ii1) Trifft » < n zu, dann ist der von aj,ay, ..., an aufgespannte
Raum ein (echter) Unterraum von Rn; die Bedingung dafiir, daf sich ein
Element b von R, in diesem Unterraum befindet, ist 1.20.

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, bedient man sich haufig —
anstatt 1.18 — des néchsten Satzes, der eine unmittelbare Folge von 1.19
ist:

1.22. Satz. Der Rang einer Matrix bleibt unverandert, wenn ein Vielfa-
ches einer Zeile bzw. Spalte zu einer anderen Zeile bgw. Spalte addiert
wird.

Auf diese Weise ist eine Umformung moglich, in welcher in den einzel-
nen Zeilen und Spalten nur noch je eine von Null verschiedene Zahl steht.
Die Anzahl dieser von Null verschiedenen Elemente liefert — da ja die
entsprechenden Zeilen bzw. Spalten offenbar linear unabhéngig sind —
den Rang der Matrix.

1.23. Beispiel. Zu bestimmen ist der Rang von

1 0 2 1
A=|-1 2 0 1
0 -1 -1 -1

Resultat:
Rang A =2.

Ist nunmehr die Losbarkeit des Gleichungssystems 1.18 vorhanden, so kann
danach gefragt werden, wie man die Losungen im einzelnen bestimmt.
Zunachst sel die Cramersche Regel behauptet:

1.24. Satz. Ist A eine quadratische Matrix der Ordnung 7, so existiert
eine eindeutige Losung von 1.16 (wobel jetzt m = n = 7 zu schreiben ist)
dann und nur dann, falls

Rang A =7
ausfallt. Diese einzige Losung kann wie folgt gewonnen werden:

1.25.
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wobel D die Determinante von A ist und die Determinante Dy aus D derart
entsteht, dafl in die k-te Spalte die auf der rechten Seite des Gleichungssys-
tems stehenden Zahlen eingesetzt werden.

1.26. Bemerkungen. (i) Erfiillen sich die Pramissen von 1.24 und ist
dariiber hinaus das Gleichungssystem homogen, so hat man in 1.25

Dy =0, d.h. zp =0, k=1,2, ... ,7.
Somit ist die triviale Losung die einzige.

(ii) Im allgemeinen Fall, wobei A eine n x m Matrix ist und —
Losbarkeit tiberhaupt vorausgesetzt —

Rang A =r; r<m, r<n

gilt, kann 1.25 auch angewendet werden. Nun besteht das Lsungsverfahren
aus den folgenden Schritten:

(1) man erwdhlt aus A eine nicht verschwindende Unterdeterminante -
ter Ordnung;

(2) nur die Gleichungen von 1.16 werden beibehalten, die den Zeilen der
erwahlten Unterdeterminante entsprechen;

(3) die Glieder mit denjenigen Unbekannten, deren Koeflizienten nicht
den Spalten der erwadhiten Unterdeterminante entsprechen, bringt
man auf die rechten Seiten der Gleichungen, betrachtet diese Un-
bekannten als beliebige Parameter und

(4) wendet 1.25 an.

1.27. Beispiel.  Zu losen ist das homogene Gleichungssystem:

lzy 4+ 0z9 + 223 + 1zy = 0,
—1lxy 4+ 2z9 4+ 0z3 + 1z =0,
Oz — lzg — lzz — 1lzy =0,

hierbei hat man (siehe 1.23)

Rang A = 2.

Die einzelnen Schritte sind jetzt die folgenden:

(1) Es sei die Unterdeterminante
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a1 a1z
aszl  as2

0

_|r 0 _
S
erwahlt;

(2) infolgendessen werden die Gleichungen

lz: +0z2 + 223+ 1z4 =0,
Oy —lzo—lzg —1lz4 =0
beibehalten und
(3) wie folgt umgeordnet:
lzy + 0zg = =223 — lz4,
Oz — lz9 = lzs + lz4.
(4) Die Losung des letzteren Systems ist offenbar

1 = =221 — 12,
9 = —1A1 — 122,

T3 = 1}‘1 + OAQ 3
z4 = 0A1 4+ 1)9,
oder in vektorieller Form:
z] —2 -1
Ty | -1 -1
T4 0 1

hierin sind A1 und A2 beliebige Parameter. Schreibt man noch fiir —A; und
—X9 wiederum A; und Ag, so hat man endlich

] 2 1
z2 | _ 1 1
z3 | M -1 + X 0
T4 0 -1

An Hand dieses Beispiels konnen wir fiir die homogenen Systeme folgendes
feststellen:

1.28. Satz.  Die allgemeine Lésung des homogenen Gleichungssystems
1.16 — mit by =by = ... = b, = 0 — wird zu
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T Z11 12 Tl m~r
z2 21 22 T2,m—r

:Al ) +/\2 ' + ... +>\m~r ) s

Tm Ll me2 Tmom—r

kiirzer
1.29.

m—r

T

— Y ~
X = 2 At Xi,
i1

wobel r =Rang A und A, Mg, ... , Am—r belicbige Parameter bedeuten;
hierbei sind die Vektoren i, %9, ..., Xm-r linear unabhingig.
In Anbetracht von 1.14-{ii) kann man 1.28 auch anders formulieren:

1.30. Satz.  Durch die Losungen des homogenen Systems 1.16 — mit
by = by = ... = b, = 0 — wird ein Unterraum R des Vektorraumss 2.,
dargestellt; fiir die Dimension von R hat man

dimR =m — 7.

Mit anderen Werten: die maximale Anzahl der linear unabhangigen Lisun-
O

gen eines homogenen Gleichungssystems mit m Unbekannten und 7 linear

unabhangigen Gleichungen wird zu m — 7.

1.31. Bemerkungen. (i) im Spezialfall m = r — und nur
ist die einzige Losung eines homogensn Systems del Nullvektor im Kaum
Ry. Hat man dariiber hinaus ebensoviele Gleichungen wie Unbekanuten,
so besitzt das homogene System die triviale Losung als die einzige L

dann und nur dann, falls sich die Determinante des Gleichungssystemms von
Null unterscheidet [siehe 1.26-(3)].

(ii) Eine andere Frage ist, ob im homogenen Svsie

ziaj +x929 + ... +zma, =0

eine gegebene Unbekannte {etwa z1) eindeuiig Null wird. Hierfir is:
wendig und hinreichend, daf
Rang A = Ranglaj,ay, ... ,an] = Ranglay, ... ,a.]+1  gilt [1].
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(iil) Die durch 1.29 definierten Losungen x: (¢t = 1,2, ... ,;m — 1)
sind im allgemeinen von den einzelnen Schritten gema8$ 1.26-(ii) abhangig,
genauer: von der Wahl der Unbekannten, die als beliebige Parameter be-
trachtet werden sollen. Das System B aller méglichen Lésungen x: kann
mitunter auch von Interesse sein. Zum Beispiel hat man im Falle von 1.27.

1.32.

Nach dem Gesagten ist trivial, dafl

Rang B=m ~r
zutrifft.
(iv) Im Falle des inhomogenen Gleichungssystems ist die allgemeine.
Losung die Summe einer partikuldren Losung einerseits und der allge-

meinen Losung des entsprechenden homogenen Systems andererseits.

(v) Unter dem transponierten des homogenen Gleichungssystems

m
Zaijfcj:O? 1=1,2, ... ,n
j=1

versteht man das homogene Gleichungssystem

n
Zaijyi:(); .7:1725 y Tl
=]

d.h. dasjenige, dessen Matrix A™ aus A durch das Vertauschen der Zeilen
und Spalten entstanden ist. Mitunter wird nunmehr 1.20 in der folgenden
Form benotigt: '

1.33. Satz. Das inhomogene System 1.16 ist 16sbar dann und nur dann,
wenn fir jede Losung y = [y;] des transponierten homogenen Systems die
Relation

iyibi =0
i=1

besteht. Dabel ist die maximale Anzahl der linear unabhangigen Losungen
des transponierten Gleichungssystems gleich
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n — Rang A* = n — Rang A ;

somit gibt es insgesamt n — Rang A linear unabhangige Relationen.

2. Der Raum der chemischen Reaktionen

Durch eine linear-algebraische Behandlung chemischer Reaktionen sollen
die Fragen geklart werden, welche Reaktionen unter vorgegebenen chemi-
schen Spezies bzw. welche Mechanismen unter gewissen Reaktionen ex-
istieren kénnen, ferner, welche allgemeinen Zusammenhéinge in einem Sys-
tem zeitabhangiger chemischer Reaktionen bestehen. Wir wollen davon
ausgehen, dafl ein System verschiedener chemischer Spezies, wie zum Bei-
spiel Atome (einschliefllich des Elektrons), Molekiile, Jonen oder Radikale,
a priori vorgegeben ist, wobei wir unter einer Spezies — per definitionem
— ein Gebilde gewisser Atome verstehen, welches allein durch die Anzahl
und Art der Atome — der ‘Bausteine’ dieses Gebildes — charakterisierbar
ist.2 Um nunmehr eine mathematische Behandlung zu ermoglichen, ordnen
wir den Spezies Vektoren im T-dimensionalen Vektorraum Ry (siehe 1.3)
zu, wobei T" die Anzahl der Atomarten betrigt und durch die Koordinaten
der Vektoren die Anzahl der Atome verschiedener Art in den einzelnen
Spezies angegeben wird; die Atome selbst werden somit durch die Koordi-
nateneinheitsvektoren von Ry dargestellt. So sind wir angelangt zur

2.1. Definition. Es seil in Ry ein System S gewisser (nicht unbedingt
verschiedener) Vektoren — mit Ausnahme des Nullvektors — vorgegeben:

2.2.
S = [si;] = [s1,s2, ... ,ss],

wobei, mit den Koordinateneinheitsvektoren ausgedriickt (siehe 1.12)

T
SjZZSijei; ]‘21,2,...,5.
i=1

2Nach der obigen Erklarung lassen sich die Spezies eindeutig durch ihre brutto
chemische Formel beschreiben. (Der Unterschied zwischen Isomeren kann auch erfasst
werden, wenn man von einem Systemn gewisser Spezies spricht, deren Bruttozusammenset-
zung nicht unbedingt verschieden zu sein braucht, und die dann — die Isomeren mitein-
begriffen — numeriert werden.) Dieser Auffassung gemaB konnten Spezies auch in an-
deren Systemen — nicht nur in Verbindung mit chemischen Reaktionen — definiert wer-
den, wie zum Beispiel in Kernreaktionen, oder in irgendeinem abstrakten Modell, wobei
bestimmte Dinge ‘Atome’ und deren bestimmte Gebilde oder Gruppierungen ‘Spezies’
genannt werden.
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Wir nennen die Vektoren s; ‘Spezies’, die Koordinateneinheitsvektoren e;
‘Atome’ und die Komponenten s;; ‘die Anzahl des i-ten Atoms in der j-ten
Spezies’.

2.3. Beispiel. Im Elektrodenvorgang der Wasserstoffbildung aus Was-
serstoffionen koénnen die Spezies E (das Elektron), H" (Ion), H (Atom)
und Ha (Molekiil) betrachtet werden [2, 3, 4], wobei man als Atome E
und H wahlt. Unter diesen Umstidnden werden den Atomen E und H die

Koordinateneinheitsvektoren e; und es des Raumes Ry und den Spezies E,
H*, H, Hy die Vektoren

e RS HER

zugeordnet. Somit erhalten wir

2.4.

2.5. Definition. Es sei ein System gewisser Spezies, d.h. 2.2 vorgege-
ben, wobei die Spezies s; als linear abhéngig vorausgesetzt werden (siehe
1.6); dann gibt es nicht-triviale Losungen der Gleichung

2.6.
S

erSj =0,

j=1
welche Reaktionen unter den Spezies s; genannt werden. Mit anderen
Worten: ein von Null verschiedener Vektor r = [r;] im Raum Ry heifit
eine Reaktion, wenn sich 2.6 erfiillt.’.
Hiernach ist das Problem, alle Reaktionen unter den Spezies s; zu
bekommen, gleich der Aufidsung des homogenen linearen Gleichungssys-
tems, dessen Matrix durch S gegeben wird:

3Nach der Definition 2.5 ist eine Reaktion nichts anderes als eine mathematisch-
mogliche Umgruppierung der Atome unter den Spezies: die Gleichungen 2.7 stellen einfach
die Bilanzen fiir die einzelnen Atome dar. Die entstehenden Spezies sollen mit positivem,
die verschwindenden mit negativem Vorzeichen genommen werden. (Diese Behandlung
von Reaktionen kann also mit der Fragestellung nichts zu tun haben, ob eine chemische
Reaktion ‘in der Tat’ verlauft oder nicht.)
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2.7.
S

Yosyri=0;  i=1,2,...,T.
j=1

Somit erhalten wir (siehe 1.28 und 1.30) den folgenden

2.8. Satz. Durch die simtlichen méoglichen Reaktionen® unter den

Spezies s;, s2, ..., sg wird in Rg ein Unterraum R dargestellt, welcher
der Reaktionsraum genannt wird; die Dimension dessen ist

dimR =S — Rang S.

2.9. Bemerkung. Haiufig begegnet man der Frage, ob sich ein Vektor
r = [rj] des Raumes Rg in einem Unterraum dessen (zum Beispiel im
Reaktionsraum R) befindet. Erzeugen ri, r2, ..., rg, diesen Unterraum
(siehe 1.10), so hat man das inhomogene Gleichungssystem

R
erkmk:rj; i=12, ...,S
k=1

zu l6sen. Nach 1.33 ist dieses Gleichungssystem losbar dann und nur
dann, wenn fiir jede Losung y = [y;] des transponierten homogenen Glei-
chungssystems

S
> riky; =0; k=12, ... ,R
Jj=1

die Relation

S
z y;ri =0
j=1

besteht. Es gibt insgesamt

S —Rang R, wobei R =[rj]=[ri,r2, ... ,rg],
linear unabhangige Relationen.

2.10. Beispiel. Wir setzen das Beispiel von 2.3 fort und haben nach 2.4

*(einschlieBlich der trivialen Reaktion)
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‘5:4 und RangS:Rang[1 -10 0}:2.

0 1 1 2

Somit wird gemafl 2.8 und 2.9 die maximale Anzahl der linear unabhangigen
Reaktionen zu 4 — 2 = 2. Um jetzt alle Reaktionen zu bestimmen, muf
man das Gleichungssystem 2.7 fiir unseren Fall:

Iry = 1ro+0r3 +0ry =0,
Ory 4+ 1rg 4+ 1rg+2ry =0

l16sen. Die allgemeine Losung wird zu [siehe 1.26-(ii)]

1 -1 0

r= "2 =X -1 + Ay 0 = A1y + Agr2,
T3 1 -2
T4 0 1

wobel auf Grund von 1.28 r; und r; eine Basis des Reaktionsraumes R
darstellen.

Betrachten wir nun zum Beispiel das System von Reaktionen:

2.11.

-1 0 -2 -1
-1 0 -2 -1
1 -2 0 -1
0 1 1 1

R = [r1,ry,r3,r4] = [r1,72,2r1 + T2, 71 + 2] =

Diese Reaktionen lauten im einzelnen wegen 2.6:

S1 + 82 = 83,
2s3 = 84,

281 + 289 = 84,
S1 + s9 4 83 = 84.

Man schreibt in der Chemie anstatt s; (j =1, 2, 3, 4) vielmehr die chemis-
chen Formeln: E, H™, H, Hy und erhalt

2.12. N
E+H" =H,

2 H=H,,
2E+2H' =H,,
E+H " +H=H,.
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2.13. Definition. Es sei im Reaktionsraum das System von Reaktionen

R= [Tjk] = [rl,rg, ,I‘R]

vorgegeben. Werden hierbei die Reaktionen rj als linear abhéngig voraus-
gesetzt, so gibt es nicht-triviale Losungen der Gleichung

2.14.
R
Z CpT) = 0,
k=1

welche Mechanismen unter den Reaktionen r; genannt werden sollen [5].
Mit anderen Worten: ein von Null verschiedener Vektor q = [¢x] im Raum
R g heiBt ein Mechanismus, falls sich 2.14 erfiillt.’

Demnach ist das Problem, alle Mechanismen unter den Reaktionen r;,
zu erhalten, gleich der Auflésung des homogenen linearen Gleichungssys-
tems, dessen Matrix durch R gegeben wird:

2.15.

R
erkq;c=0; i=12,...,S5.
k=1

Somit haben wir den folgenden

2.16. Satz.  Durch die Gesamtheit der méglichen Mechanismen® unter

den Reaktionen ry, ry, ..., rp wird in Ry ein Unterraum @ dargestellt,
welcher der Mechantsmenraum genannt werden kann; die Dimension dessen
wird zu

dim@Q = R — Rang R.

2.17. Bemerkung. Des weiteren wollen wir zwei Mechanismen q; und
g2, die linear abhangig sind:

Rang[qi, q2] = 1,

®Dieser Begriff des Mechanismus ist allgemeiner als der, den man sich in der chemi-
schen Reaktionskinetik angewohnt hat. Zum Beispiel haben wir in 2.18 einen Mechanismus
fir die Reaktion 2E + 2H" = H, aufgestellt, die aber — vom Gesichtspunkt des wirk-
lichen chemischen Geschehens aus — wohl gar nicht verlauft. Die formal-mathematische
Behandlung kann selbstverstandlich Probleme dieser Art nicht beantworten.
8(einschlieBslich des trivialen Mechanismus)
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als identisch betrachten (dann und nur dann unterscheiden sich q; und
q2 bloB in einem von Null verschiedenen Skalarfaktor). Die maximale An-
zahl der linear unabhingigen Mechanismen bleibt auch dann unverandert
R — Rang R. Die Zahl aller Mechanismen wird bei dieser Vereinbarung
offenbar zu 0, 1 oder oo.

2.18. Beispiel. Wir setzen jetzt das Beispiel 2.10 fort und haben nach
2.11

-1 0 -2 -1
R=4, Rang R = Rang —11 _02 _02 :i =2

0 1 1 1

(siehe auch 1.23). Hiernach wird die maximale Anzahl der linear un-
abhingigen Mechanismen zu 4—2 = 2. Um alle Mechanismen zu berechnen,
hat man das Gleichungssystem 2.15 fiir unseren Fall:

—1¢1 +0g2 — 2g3 — 194 =0,
1g1 — 2g2 + 0g3 — 1g4 = 0,
0g1 +1¢2+1g3+1gs =0

zu l6sen. Die allgemeine Ldsung ergibt sich zu (siehe 1.27)

2.19.
q1 2 1
a=|?| = ! + A2 L = Aiq1 + A2q2
g3 -1 “10 ’
g4 0 -1

wobel wegen 1.28 ¢; und q3 eine Basis des Mechanismenraumes Q darstel-
len. Sie lauten im einzelnen nach 2.14

2r1 +r9 =r3 und Ti+T1=r4.

In der Chemie schreibt man anstatt ry (k = 1, 2, 3, 4) vielmehr die Glei-
chungen 2.12, zum Beispiel im Falle des ersten der obigen Mechanismen in
der folgenden Anordnung:

E+H " =H .2
2H=H, 1

2E+2H" =H, 1
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Es sei noch ein Beispiel fiir ein System linear abhangiger Mechanismen
gegeben:

2.20.

1 1

1 2
Q - [q11q23q3] - -1 0 1 H
0o -1 -

worauf wir im nachsten Abschnitt zuriickkommen werden.

3. Die einfachen Mechanismen

Wird ein System R von Reaktionen im Reaktionsraum gegeben und nach
der Anzahl aller Mechanismen gefragt, so hat man drei Moglichkeiten: diese
Zahl ist 0, 1 oder co (siehe 2.17). Interessant ist offenbar der Fall, wenn
sich der Mechanismus als eindeutig erweist. Nach 2.16 ist dafir notwendig
und hinreichend, daf

Rang R=R-1

ausfillt. Das kommt wohl immer vor, wenn R aus zwei linear abhangigen
Reaktionen besteht:

R =[r, 1),

da jetzt Rang B = 1 zutrifft und sich die maximale Angzahl der linear
unabhangigen Mechanismen in der Tat zu

3.1
R—-RangR=2-1=1

ergibt. Ist R > 2 und wird die Anzahl der Mechanismen unendlich,
so konnen doch eindeutige Mechanismen gewisser Art existieren, wenn
namlich lediglich eine Teilmenge der vorgegebenen Reaktionen betrachtet
wird und Mechanismen nunmehr unter diesen gesucht werden. Genauer
handelt es sich um die folgende

3.2. Definition. Es sei ein System der Reaktionenr; (k=1,2, ..., R)
und unter ithnen der Mechanismus q; = [g1] angegeben, in dem die Anzahl
der von Null verschiedenen Komponenten P ist:

{¢o fir 1=12 .. P,
-0 fir 1=P+1, ..., R.
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Man sagt, q sei ein Mechanismus uber den Reaktionen r; (k= 1, 2, ...,
P); gegebenenfalls kann q der einzige solche sein, als q einfach genannt
werden soll.

3.3. Beispiel. Essei R nach 2.11 vorhanden und die Mechanismen 2.20
untersucht, ob sie einfach sind. Zum Beispiel ist g; ein Mechanismus tber
den Reaktionen rj, r2 und r3 (da ja g4 = 0), sogar — wie in 3.5 gleich
nachgewiesen wird — der einzige solche, d.h. q; (und &hnlicherweise auch
q2) ist einfach. Hingegen trifft dies fiir g3 nicht zu, da q3 nicht den einzigen
Mechanismus iiber den Reaktionen ri, rs9, r3 und rs darstellt; davon kann
man sich durch das Gegenbeispiel

G4 )
1
sofort tiberzeugen: g3 und g4 sind Mechanismen {iber denselben Reaktio-

nen.

3.4. Bemerkung. Fir die positive ganze Zahl P in 3.2 besteht die
Ungleichung

2<P<R.

Die rechte Seite ist trivial und die linke Seite folgt unmittelbar aus der
Tatsache, dafl in einer nicht trivialen Losung [gr] des homogenen Glei-
chungssystems 2.14 die Anzahl der von Null verschiedenen Komponenten
zumindest 2 betrigt; andernfalls miisste eine Spalte von R der Nullvektor
sein, was ausgeschlossen ist.

3.5. Satz. Es sei g ein Mechanismus tiber den Reaktionen

Tk s =12, ...,P;

q ist einfach dann und nur dann, falls

3.6.
Rang[rkprkg, ,I'kp] =P -1
gilt.
Beweis.  q ist einfach nach 3.2 dann und nur dann, wenn sich die Gle-

ichung (siehe 2.14)
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3.7.
Gy Thy + Qo Thy + o0 F QpThp =0

eindeutig 16sen 1a8t, das ist aber der Fall 1.30 zufolge genau dann, wenn

m —r = P — Rang[rg, ,Tx,, ... ,Tkp] =1

zutrifft, was zu beweisen war.,
Als Beispiel sei 3.3. herangezogen und dort q; betrachtet: ¢ ist
einfach, da

1 0 2
0 2

P =3, Rang[ri,r2, r3] = Rang 1 2 o =2,
0 -1 -1

demzufolge erfiillt sich 3.6 in der Tat.

Es sei nun ein einfacher Mechanismus q; iiber gewissen Reaktionen
vorhanden. Nach 3.2 ist er dann der einzige iiber den erwahnten Reak-
tionen; diese Definition schliefit jedoch a priori nicht aus, dafl auch ein
anderer Mechanismus q existieren konnte iber einer (echten) Teilmenge
der Reaktionen, iiber denen q; gegeben wurde. Dafl dies nicht der Fall ist,
wird in der folgenden Behauptung enthalten:

3.8. Satz. Ein Mechanismus iiber den Reaktionenry, (I=1,2,..., P)
ist einfach dann und nur dann, wenn kein anderer Mechanismus iiber einer
(echten) Teilmenge der obigen Reaktionen, etwa iiber

L JH =12, ...,Q, wobei Q< P,

existiert.”

Im folgenden wollen wir noch — ohne Beweis — einen Algorithmus
zur Auffindung aller einfachen Mechanismen unter gegebenen Reaktionen
vorlegen [6]:

3.9. Satsz. Um die einfachen Mechanismen unter den Reaktionen ry
(k =1, 2, ..., R) zu berechnen, hat man das homogene lineare Glei-
chungssystem 2.15 zu l6sen und die in 1.31-(iii) definierte Matrix B der
Losungen zu bestimmen: durch die Spalten von B werden die gesuchten
einfachen Mechanismen dargestellt.

Als Beispiel sei 2.18 fortgesetzt: die einfachen Mechanismen sind
genau die Spalten von 1.32.

‘Beziiglich des Beweises siehe den Anhang.
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3.10. Bemerkung. Ahnlicherweise, wie die einfachen Mechanismen
definiert wurden, kénnte man auch einfache Reaktionen erkliren [7,8]. Es
sei also das System von Spezies 2.2. gegeben; die Reaktionr = [r;] (j = 1,
2, ..., §) mit den von Null verschiedenen Komponentenrj; (I=1,2, ...,
P < S) heifle einfach, wenn fiir jede andere Reaktion r; iiber den Spezies
sj, (=1,2,...,P)stets

Rang[r,ri] =1

gilt. Hierbei gilt die Ungleichung

2<P<S,

welche das Analogon derjenigen in 3.4 ist. ﬁbrigens lassen sich alle Satze,
die fiir die einfachen Mechanismen erwahnt wurden, auch auf die einfachen
Reaktionen iibertragen; man soll nur jeweils die Worter ‘Reaktion’ bzw.
‘Mechanismus’ gegen ‘Spezies’ bzw. ‘Reaktion’ vertauschen.

4. Reaktionskoordinaten und Reaktionsinvarianten

Im Abschnitt 2 haben wir den Begriff einer chemischen Reaktion, genauer:
des Raumes chemischer Reaktionen eingefilhrt, ohne auf den zeitlichen
Ablauf der Reaktionen Riicksicht zu nehmen. Unter dem Ausdruck ‘eine
Reaktion verlduft in der Zeit’ wollen wir nichts anderes verstehen, als dafl
die Komponenten der Reaktion r = [r;] zeitabhangig sind:

TjZTj(t)’ TJ(O)ZO; j:‘1)2"'JS’

in diesem Falle wird die definierende Gleichung 2.6 fiir jede Zeit ¢ erfillt.
Werden nunmehr die Eigenschaften des Reaktionsraumes auf die Zeitab-
hangigkeit der Reaktionen angewendet, so kann eine Art Kinematik chemi-
scher Reaktionen, auch Stdchiometrie genannt, begrindet werden [9,10].

4.1. Definition.  Es sei die zeitabhangige Reaktion r(t) gegeben, wobei
r(0) = 0. Geometrisch stellt r(t) eine Kurve im Reaktionsraum R dar,
welche Trajekforie genannt wird. Nun seien die linear unabhingigen kon-
stanten Reaktionen ry, ry, ..., rp mit

R < dimR

vorgegeben, in deren Unterraum sich r(t) befindet:
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4.2. R
r(t) = ) &(t)rk.
k=1

Hierbei sind die Funktionen é(t), k = 1, 2, ..., R, offenbar so beschaffen,
dafl die Anfangsbedingungen

4.3.

Ek(o):".o; k=1,2,...,R,
zutreffen. Man nennt & die Reaktionskoordinate von r(t) inbezug auf die
Reaktion r.?

4.4. Bemerkungen. (i) Man sagt in der Chemie, r;(t) sei die Verdnder-
ung der Menge der Spezies s; und schreibt auch

4.5.
rj(t)zAnj(t); i=12,...,5.
(i1) Die zeitliche Ableitung von 4.2 lautet

d . i
3T =7(t) = ; Ex(t)re

oder in Koordinaten geschrieben:

R
Pt = k&) i=12,...,8;
k=1

hierbei nennt man 7;(t) die Umwandlungsgeschwindigkeit inbezug auf die
Spezies s; und € (t) die Reaktionsgeschwindigkeit inbezug auf die Reaktion

r.

4.6. Satz. Damit sich eine Reaktion r(t) gemaf 4.2 darstellen 1afit, d.h.
sich im von ry, ro, ..., rp erzeugten Unterraum des Reaktionsraumes R
befindet, ist notwendig und hinreichend, dafl — nach 2.9 — fiir jede Losung
¥ = [y;] des homogenen Gleichungssystems

S
erkyj-—-(); k=12, ... ,R
i=1

8In der chemischen Reaktionskinetik wird die Reaktionskoordinate £z insofern an-
ders definiert, als dieser noch die Bedingung

gl <1
auferlegt wird.
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die Beziehung
4.7.

S

> ujri(t) =0

=1
besteht; es gibt insgesamt

S — Rangrjx] =S - R

linear unabhingige Beziehungen.
4.8. Bemerkungen. (i) Die in r; homogen linearen Gleichungen 4.7
sind geometrisch nichts anderes als die Gleichungen jener Hyperebenen,
deren Durchschnitt der R-dimensionale Unterraum von R in 4.1. ist.

(ii) In der Chemie sagt man, 4.7 sei eine Reaktionsinvariante. Diese
Benennung wird dadurch erklart, dafl man — wenn 4.5 in 4.7 eingesetzt
wird —

4.9.
S
Zyjnj(t) = const.
i=1
erhalt: diese Grofien sind also invariant der Zeit gegeniiber.
(iii) Wegen der Ungleichung

1< R<dimR =5-Rang 8

haben wir fiir die Anzahl der linear unabhingigen Reaktionsinvarianten

(S — R) die Ungleichung

RangS<S-R<S-1.

4.10. Beispiel. Das Reaktionsgemisch bestehend aus NO, NOgy, N20O4
und O3 soll diskutiert werden, wobei man als Elemente — siehe 2.1, — N
und O wahlt und dadurch

4.11.
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erhilt. Nach 2.8 wird die maximale Anzahl der linear unabhingigen Reak-
tionen zu

dimR=S—-RangS=4-2=2,

Zum Beispiel wird durch die Reaktionen

4,12,
0 -2
[r1,19] = -2 2
’ 1 0
0 -1
d.h. durch
2 NOs = NyOy,

2 NO + 05 =2 N0y

eine Basis des Reaktionsraumes R gegeben.

Zunachst wollen wir von der Reaktion r(¢) nur voraussetzen, daf sie
sich im Reaktionsraum R befindet, d.h. nach 4.2. wie folgt dargestellt
werden kann:

r(t) = & () + &(H)rs .
Wir wenden also 4.6 an und haben das homogene Gleichungssystem
Oy1 — 2y2 + 1ys + Oys =0,
~2y1 + 2yy + Oys — lyg = 0

zu losen; die allgemeine Losung lautet

Y1 1 1
: 1 2

y= zj = Ao FAz | =My Ay
Y4 0 2

Somit werden die zwei Reaktionsvarianten 4.7 zu
4.13. |
71 (t) -+ Tg(t) -+ 27‘3(25) =0,
r1(t) + 2ra(t) + 4r3(t) + 274(¢) = 0.

Selbstverstandlich hatten wir diese Gleichungen auch unmittelbar auf
Grund von 2.7 — unter Bericksichtigung von 4.11 — aufschreiben konnen.
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Nun sei von der Reaktion r(t) vorausgesetzt, daf sie sich in einem
(echten) Unterraum des Reaktionsraumes R befindet, zum Beispiel in dem,
welcher durch die Reaktion r; (siehe 4.12) aufgespannt wird. Dann haben
wir nach 4.6 das homogene ‘Gleichungssystem’

Oy1 —2y2+ 1y3 +0ys =0

zu 10sen, dessen allgemeine Losung wie folgt lautet:

u 1 0 0
0 1 0

y= zi = A1 ol + A2 9| T A3 ol = A1y1 + A2y2 + Asys .
Y4 0 0 1

Somit werden die drei Reaktionsinvarianten zu

ri(t) =0, ro(t) + 2r3(t) = 0, r4(t) =0,

die wohl einen Sonderfall von 4.13 darstellen.

An dieser Stelle méchte ich Herrn Prof. Dr. G. Schay (Budapest) fiir seine kritischen
und die Arbeit férdernden Bemerkungen meinen aufrichtigen Dank aussprechen.

Anhang

Um 3.8 zu beweisen, brauchen wir die folgenden

5.1. Hilfesatze. (i) Uber den Reaktionen r, (=12 ..., ,P) ex-
istiert (mindestens) ein Mechanismus genau dann, falls nach Weglassung
irgendwelcher Spalte auch immer in der Matrix

5.2.
[I‘kl yThgy +-- ,rkP]
der Rang der neu erhaltenen Matrix unverindert bleibt.

Beweis.  Man hat zu zeigen, dafi in der Gleichung 3.7 unter der erwiahnten
Bedingung keine der Unbekannten g, eindeutig Null wird, und umgekehrt.
Das ist aber genau die Behauptung von 1.31-(ii).

(ii) Es seien die Reaktionen ry, (I = 1,2, ... ,P) vorgelegt. Uber
diesen gibt es einen einfachen Mechanismus genau dann, falls nach Weglas-
sung irgendwelcher Spalte auch immer in derMatrix 5.2. der Rang der neu
erhaltenen Matrix unverandert P — 1 bleibt.



118 A. PETHG

Beweis. Der Satz ist nichts anderes als die Vereinigung von 3.5 und
5.1-(i).

Nunmehr sind wir in der Lage, den Beweis fiir 3.8 zu erbringen.

5.3. Beweis von 3.8-(i). Die Bedingung ist notwendig. Also sei der Mech-
anismus q iiber den Reaktionenry, (I=1,2, ... ,P) einfach, und sei —
indirekt — vorausgesetzt, dafl ein Mechanismus q; etwa tiber den Reaktio-
nen

5.4.

Ty 121323‘”)Q3 Q.<_P_1

existiert; dann hat man einerseits, da q einfach war, nach 5.1-(ii) — indem
zum Beispiel die P-te Spalte in 5.2 weggelassen wird —

5.5.
Rang(rg,,Th,, ... 1Fhp_, | =P -1,

andererseits, da ja q; einen Mechanismus iiber den Reaktionen 5.4. dar-
stellt,

Rang[rs,, Ty, --- ,er] <Q,

im Widerspruch mit 5.5, wonach ry,,r4,, ... ,Tk,_, linear unabhangig sind
und somit fir Q < P~ 1

Rang[ry, ,Fryy oo Tho]l = @

gelten mus.

(ii) Die Bedingung reicht hin. Um dies zu beweisen, bestatigen wir
die gleichwertige Behauptung: falls g iiber den Reaktionen ry, (I =1, 2,
..., P) nicht einfach ist, dann existiert (zumindest) ein Mechanismus q;
etwa tUber den Reaktionen 5.4. Es sei q also kein einfacher Mechanismus
tiberry, (I=1,2, ... ,P), dann erfillt sich 3.6 sicherlich nicht, d.h. wir
haben

Rang(rg, Ty, -o. 1 Tkp] < P =1;

da aber q einen Mechanismus iiber den genannten Reaktionen darstellt,
erhalten wir gemdaf$ 5.1-(i) — indem zum Beispiel die P-te Spalte in 5.2
weggelassen wird — unverandert
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Rang(rg, , Tk, ... ,Thp_ ] < P—1.

Hieraus folgt, dafl die Reaktionen ry ,rt,, ... ,T,_, linear abhangen, d.h.
(zumindest) ein Mechanismus iiber den Reaktionen 5.4. existieren mu8.

Supplement

Die vorliegende Arbeit wurde 1972 im Zentralforschungsinstitut fiir Chemie
der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest, zu einer Zeit, als
Professor Géza Schay die wissenschaftliche Leitung des Institutes wahrge-
nommen hat, geschrieben. Er hat zu der Entwicklung dieser Verdffentlich-
ung wesentlich beigetragen: er hat nicht nur ‘seine kritischen und die Arbeit
fordernden Bemerkungen’ (wie im Acknowledgement geschrieben) gemacht,
sondern auch de facto in der Gestaltung des Manuskriptes weitgehend mit-
gewirkt und geholfen. In den vergangenen 18 Jahren hat die Arbeit an
ihrer Aktualitat nichts verloren: die nachtriglich aufgenommenen Referen-
zen [11-14] sind iiber die Grundidee nicht hinausgekommen.
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