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Professor K. TETTA?tIA:'<TI sowie seine JVlitarbeiter haben bei der mathe­
mathischen Behandlung gewisser verfahrenstechnischer Probleme den Be­
griff des logarithmischen Mittels zweier positiver Zahlen a, b 

def b a 
(1) 1 (a, b) 

Inl~l 
mit Erfolg angewandt1 (ln A bedeutet den natürlichen Logarithmus yon A). 
In ihren Untersuchungen kamen die für den Fall -1 < x / + :-.:; gültigen 
Ungleichungen 

2x 
l In (1 

x 
x)' ~. --:===.­

-+-x 
(2) 

vor, die unter anderem zur angenäherten Berechnung solcher Integrale geeig­
net sind, bei 'welchen der Integrand eine rationale Funktion yon In(l x) ist; 
der Integrand kann also durch rationale Funktionen von x (oder von 1 + x 

und x) ersetzt 'werden. Im Fall x 0 geht (2) III 

2x In (1 x) 
x 

2--i-x 

über, und sind 0 < a/: b beliebige Zahlen, so ergeben sich durch 

die L ngleichungen 

b 
l+x=­

Cl 

b a a -, b 
(3) 

* Herrn Prof. D. L. Tclegdv Kovats zum 70. Geburtstag gewidmet. 
1 K. TErTA;\U:-iTI G. S . .l.RKix" D. KR.:\.LIK- R. STO)!F.~I:-t'ber die Annäherung 10-

gariunischer Funktionen durch algebraische Funktionen. Periodiw Po/vtechnica Chel;'ical 
Engineering, YOL. 14, :\'0. 2. (1970) 99-111. ' ~ 
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Das Gleichheitszeichen gilt nur im Fall a = b, wo unter l(a, b) der Grenzwert 

b a 
lim ----:--- = a = b 

b-a In 1+) 
zu verstehen ist. 

Der Mittelwert l(a, b) besitzt augenscheinlich die bekannten ge·",-öhnli­
ehen Eigenschaften der Mittelwerte: 

[(a, b) = [(b, a) 

bzw. 

min (a, b) < l(a, b) < max(a, b). 

Ganz naturgemäß erhebt sich die Frage der Verallgemeinerung des Be­
griffes l(a, b) für den Fall mehrerer positiver Zahlen al , a 2, ••• , U w Bei einer 
solchen Verallgemeinerung sind die bekannten, an die Mittelwerte gestellten 
Forderungen vor Auge zu halten. 

Die Funktion lW(al' a~, ... , an) heißt (irgendein) Mittelwert der reellen 
Zahlen a l , a 2, ••• , am wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Bei einer jeden Permutation il , i 2, ••• , in der Indexe 1, 2, ... , n gilt 

II. Es besteht immer: 

Aus II. folgt insbesondere, daß im Fall al = a z = ... = an = a der Mittel­
wert lW(al , a2, ••• , an) = a ist. 

Es ist üblich, dem Mittelwert außer den Bedingungen I und II noch eine 
dritte aufzuerlegen: 

III. Bildet man den Mittelwert lW(al , a2, ••• , Uk) von den ersten k 
Zahlen al , a2, ••• , ak(k < n) und ersetzt man in 

die Zahlen al' a2, ••• , a" durch lVI(ul , a2, ••• , ale)' d. h. nimmt man den Mittel­
wert 

so gilt: 
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Die Mittelwerte, die auch die Forderung III erfüllen, werden assoziative 
Mittelwerte (kurz assoziativ) genannt. Die meisten bekannten Mittelwerte 
(die arithmetischen, geometrischen, harmonischen, usw.) sind assoziativ. 

Im folgenden sollen einige mögliche Definitionen des logarithmischen 
Mittels von n beliebigen positiven Zahlen angegeben werden; die so definier­
ten Mittel befriedigen die Bedingungen I und II, nicht aber die Bedingung III. 
Die logarithmischen Mittel von n Zahlen (n > 2) scheinen also nicht-asso­
ziativ zu sein. 

Es seien nun al , a 2 , ••• , an beliebige positive Zahlen, und bilden wir 
alle Mittelwerte 

ln(~)' 
, U" 

(ihre Anzahl ist (~'). Definition: unter dem logarithmischen Mittel 

l( uI ' U 2, ••• , un) 

der positiyen Zahlen (ll' a~, ... , U n ist der Ausdruck 

In ( :~ ) 
, ", 

d h. das geometrische Mittel der Zahlen l(Ui, ud zu verstehen. 
Da für alle Indexpaare i >' k die Ungleichungen 

bestehen und alle vorkommende Zahlen positiv sind, gilt für das soeben einge­
führte Mittel: 

J; Ui a" 
i#" 2 

. (;) 
hzw. 
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Jede Zahl ai kommt in den G) Paaren (ai, a,J (n - 1) -mal YOl", darum erhält 
man aus den letzten Ungleichungen: 

Tl 
1 

'

0" 0j Tl(il=-iT 
IIa,/-1 
i 1 

(n l)];ai 
i=1 

n (n 1) 
d. h. 

" 
".----
ala~ ... all l(al ,a2,···,an ) 

];a! 
i=1 (5) 

n 

die Eigenschaft (3) bleibt also bei der Verallgemeinerung erhalten. Aus den 
Bisherigen geht hervor, daß das Gleichheitszeichen in (5) nur im Fall al = 

= a~ = ... = all = a gilt, wo die betreffenden Mittel dem gemeinsamen 
Wert a gleich sind. Weiterhin ist es ersichtlich, daß unser logarithmisches Mit­
tell( al , a 2, ••• , an) den Bedingungen I und II, nicht aber der Bedingung III 
genügt. 

Handelt es sich nur um zwei Zahlen a l > 0 und a~::> 0, so ist 
l(a1, a2 , ••• , a,.) mit dem ursprünglichcn l(al' ( 2 ) identisch. 

Eine andere mögliche Definition erhält man, wenn das arithmetische 

Mittel aller Zahlen l(ai' ak) (i 7" k) gebildct wird: 

def 
L(aJ,a l , ... ,a,,) = 

(~) 
(6) 

Aus den Definitionen sind die folgenden Ungleichungen ersichtlich: 

(7) 
n 

Es ist klar, daß auch durch das :Mittel L (al' a2, ••• , a,z) I und II erfüllt, 
nicht aber III hefriedigt werden, also ist auch L(al , a:!., ... , a ll ) ein nicht-asso­
ziatiYes Mittel. 

W'ir könnten nun dureh "weitere geometrische bzw. arithmetische Mittel­
bildungen zu neueren logarithmischen Mittelwertsbegriffen gelangen, es scheint 
ahcr auch naheliegend, als logarithmisches Mittel cl!'!' positiven Zahlen 
(11' a:!., ... , (In clas logarithmische :!\Iittel yon l(al , ... , aJ und L(al , ... , all ), 
d. h. den ,-\.usdruck 

I. (al' a:!., . .. , a,,) ~f L (a.l'~. [. ;(,,) __ IJa1~) ·1~2~J 
In ~1..'.~_ 

l(a 1,·· .,an ) J 

(8) 
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zu betrachten. Es gilt augenscheinlich: 

n 

Val a~ ... an < I (al' a2,· .• , an) < n (al" .. , an) L(al ,···, an) < ?(a1,···, an) < 

<[(al'" .,an) +L(a1,···, aTl ) 

~ 2 n 

Durch die Einführung des Mittelwertes i.(al , ... , an) bleibt also die Re­
lation (3) (in verallgemeinerter Form) gültig, die Forderungen I und II werden 
erfüllt, nicht aber IH, so daß auch ;.(a l , •.. , aTl ) nicht-assoziativ ist. 

Weitere Verallgemeinerungen werden z. B. durch Zuhilfenahme der all­
g.emeinen Mittelwertformel gewonnen2 

(9) 

dabei sind al , a 2, ••• , an positive Zahlen, deren mit den Gewichten PI > 0, 
n 

p~ > 0, ... , PTl > 0, EPi > 0 gebildetes Mittel M};)(a; p) ist. Der reelle Expo-
i=1 

nent l' variiert von -00 bis + 00 und es kann nachge'wiesen werden, daß (bei 
festen Werten von ai und Pi) der Mittelwert (9) mit l' monoton wächst: für 

-:x; < Tl < 1'2 < +:x; gilt: 

Für r -+ -:x; konvergiert lV[~\a; p) gegen min(al , a z, ... , an), und für 
r -+ 00 konvergiert Mh")(a; p) gegen max (al' a 2, ••• , an)' 

Für r = -I, 0 bzw. I ist Mh")(a; p) mit dem gewichteten harmonischen, 
geometrischen bzw. arithmetischen Mittel der Zahlen al , a z, ... , a ll identisch; 
sind alle Ge'wichte Pi = I, so erhalten wir die gewöhnlichen Mittelwerte.3 

Setzen wir alle Pi = I an und bilden aus den positiven Zahlen al , a2 , •• • ,a ll 

für alle Paare ai, a/{ (i ~ ~ k) die logarithmischen Mittelwerte 

2 Siehe z. b. D. MITRINOVIC: Analytic Inequalities, (1970), Berlin-New York, Sprin­
ger-Verlag. 

3 V gl. diesbezüglich das angeführte Buch von MITRIl'OOVIC. 

6 Periodica Polytechnica XVIJ4. 



378 D. KR--1LIK 

so ergibt sich durch die Formel 

( )

1/T 

_ def .-9 zr (ah ak) 
A~) (a) = z-r-k . 

(~J 
(10) 

ein neuer, noch allgemeinerer logarithmischer Mittelwertsbegriff. 
Aus der Definition ist die Eigenschaft I sofort ersichtlich. Auch das 

Bestehen der Eigenschaft II ist leicht einzusehen. Da 

min {Z (ai' a,.)} < .!1~) (a) < max {Z (ai> a,,)} 
i#k i#k 

ist und für gewisse Indexpaare i 1, k1 bzw. i2.' k z 

bzw-. 

gelten, da weiterhin auf Grund der Eigenschaften von Z(ai' ak) die Ungleichun­
gen 

bzw. 

bestehen, ist das Bestehen der Eigenschaft II für das Mittel A~>Ca) nachge­
wiesen. 

Ist r = 1, so stimmt Ah1)(li) mit L (al' az' ... , an) überein, und für r = 0 
ergibt sich der Mittelwert 

Für 0 < r < 1 haben wir wegen der erwähnten Monotonität von .!lh")(ä) 
als Funktion von r mit Sicherheit die Relationen: 

n 
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für andere Wertbereiche von r scheinen aber diese Relationen sehr fraglich 
zu sein. 

Diese Ausführungen zeigen jedenfalls, wie gedankenerregend gewisse 
technische Probleme für die reine Mathematik sein können. 

Zusammenfassung 

In der vorliegenden Arbeit werden einige mögliche Definitionen für das logarithmische 
}littel mehrerer positiver Zahlen gegeben. Es wird bewiesen, daß die so erhaltenen Mittelwerte 
zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel der betreffenden positiven 
Zahlen liegen. 

Prof. Dr. Dezso KR_.\LIK, Budapest XI., Stoczek u. 2-4. Ungarn 

6* 




