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Professor K. TETTAMANTI sowie seine Mitarbeiter haben bei der mathe-
mathischen Behandlung gewisser verfahrenstechnischer Probleme den Be-
griff des logarithmischen Mittels zweier positiver Zahlen a, b

def b —a
Ha, b) =——p— (1)
in -——}

mit krfolg angewandt! (In 4 bedeutet den natiirlichen Logarithmus von A).
In jhren Untersuchungen kamen die fiir den Fall —1 < x < + = giiltigen

Ungleichungen

(L) L (2)

vor, die unter anderem zur angeniherten Berechnung solcher Integrale geeig-
net sind, bei welchen der Integrand eine rationale Funktion von In(l -+ x) ist;
der Integrand kann also durch rationale Funktionen von x (oder von 11—:
und x) ersetzt werden. Im Fall x 2> 0 geht (2) in

2x x

<l (1 +a) L —=

2 4 x 1z

(2a)

iiber, und sind 0 <~ a < b beliebige Zahlen, so ergeben sich durch
s N o bl

1 +x= —k—
a
die Ungleichungen
e, 3)
In |— -
a

* Herrn Prof. D. L. Telegdy Kovdts zum 70. Geburtstag gewidmet.

K. TETTAMANTI —G. SARKANY —D. KriLik —R. Svomrai: Uber die Anniherung lo-
garitmischer Funktionen durch algebraische Funktionen, Periodica Polytechnica Chemical
Engineering, Vor. 14, No. 2. (1970) 99—111.
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Das Gleichheitszeichen gilt nur im Fall ¢ = b, wo unter /(a, b) der Grenzwert

L . S
b—a b
In {—

V. a

zu verstehen ist.
Der Mittelwert I(a, b) besitzt augenscheinlich die bekannten gewthnli-
chen Eigenschaften der Mittelwerte:

la, b) = I(b, a)
bzw.

min (a, b) < l(a, b) < max(a, b).

Ganz naturgemif erhebt sich die Frage der Verallgemeinerung des Be-
griffes l{a, b) fiir den Fall mehrerer positiver Zahlen a;, a,, .. ., a,. Bel einer
solchen Verallgemeinerung sind die bekannten, an die Mittelwerte gestellten
Forderungen vor Auge zu halten.

Die Funktion M(a,, a,, . . ., a,) heiBt (irgendein) Mittelwert der reellen
Zahlen a,, a,, . . ., a,, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

I. Bei einer jeden Permutation i, ,, ..., ¢, der Indexe 1,2,..., n gilt

M (aip, @igy ..., @) = M (ag, ay, ..., @,).
II. Es besteht immer:
min (a;, @, .. .. ¢,) < M (a;, a5, ..., a,) < max(a;, Gy ..., ).

Aus II. folgt inshesondere, dafl im Fall ¢, = a, = ... = a, = a der Mittel-
wert M(a, a,, ..., a,) = a ist.

Es ist iiblich, dem Mittelwert auller den Bedingungen I und II noch eine
dritte aufzuerlegen:

III. Bildet man den Mittelwert M{a,, @y, ..., @) von den ersten k
Zahlen a,, a,, . . ., ay(k < n) und ersetzt man in

M(ay, Goy v v vy Qs Qg+ oy )

die Zahlen a,, a,, . . ., a; durch M(a,, a,, . . ., @), d. h. nimmt man den Mittel-
wert

M (M(ag,....a),...,M(ay,. .., a), Gpips Gpins- - 5 0p),
so gilt:
M(May,....a0),. .., M(ag,. .., &), 851qs. . .5 8y) =

= M(ay, ay,...,0;8.q,...,0,).
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Die Mittelwerte, die auch die Forderung III erfiillen, werden assoziative
Mittelwerte (kurz assoziativ) genannt. Die meisten bekannten Mittelwerte
(die arithmetischen, geometrischen, harmonischen, usw.) sind assoziativ.

Im folgenden sollen einige mégliche Definitionen des logarithmischen
Mittels von n beliebigen positiven Zahlen angegeben werden; die so definier-
ten Mittel befriedigen die Bedingungen I und II, nicht aber die Bedingung IIT,
Die logarithmischen Mittel von n Zahlen (n > 2) scheinen also nicht-asso-
ziativ zu sein.

Es seien nun a,, ds, ..., @, beliechige positive Zahlen, und bilden wir
alle Mittelwerte

I(a;, a) = — T

ik

a; )
L Ay

(ihre Anzahl ist (;). Definition: unter dem logarithmischen Mittel

In

Hay, ay, v - o5 ay)

der positiven Zahlen ay, a,, . . ., a, ist der Ausdruck

def i
[ (aﬁ Ayse v oy an) = {I]l (a,-, a,‘.)} ('21) = (4)
i#k .
o a4 — % Gn1 — @n |(7)
In —‘11—] In [-24 In ( On—
L a; \ a,

d k. das geometrische Mittel der Zahlen [(a;, ay) zu verstehen.
Da fiir alle Indexpaare i == k die Ungleichungen

Vai a, < l(ais a;) < _a{,jzifﬁ‘_

bestehen und alle vorkommende Zahlen positiv sind, gilt fir das soeben einge-
fihrte Mittel:

a; + ay
. Slane) 2= 5
Il ya,,ak) ®) <l(apay,...,a,)<ZE - < _Z
ik N n
ety (2J (zJ
bzw.
( ,T(;l_—])— 2 (a; +a)

[Haiak
i F#Ek

<I(a, a,. - ., S
) (al a, an)g n(nml)
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Jede Zahl a; kommt in den (;) Paaren (a;, ;) (n — 1) -mal vor, darum erhilt
man aus den letzten Ungleichungen:

n
([ n n(nl—l) (n — 1)2 a;
Ha’il_l g.l(al=a27"‘varz)g"—' = T
Ui == 1 ) n (n . 1)
d. h.
n
n_ 2 a;
yalaz-'-angl(alﬁaze"~=an)§’f’i‘_—; (5)
n

die Eigenschaft (3) bleibt also bei der Verallgemeinerung erhalten. Aus den
Bisherigen geht hervor, dafl das Gleichheitszeichen in (3) nur im Fall ¢, =
=q,=...=a, = a gilt, wo die betreffenden Mittel dem gemeinsamen
Wert a gleich sind. Weiterhin ist es ersichtlich, dal unser logarithmisches Mit-
tel l{a, a,, . . ., a,) den Bedingungen Iund II, nicht aber der Bedingung IIT
genlgt.

Handelt es sich nur um zwei Zahlen a; >0 und a, >0, so ist
l{a,, a,, . . ., @,) mit dem urspriinglichen I(a,, a,) identisch.

Eine andere mogliche Definition erhilt man, wenn das arithmetische

Mittel aller Zahlen I(a;, ai) (i = k) gebildet wird:

def i.é;l (a: ay)
L{aj,ay,....0,) = ———"""". (6)

3

Aus den Definitionen sind die folgenden Ungleichungen ersichtlich:

laya,. . .a,<<l(ay,a,....a,)<<L{aga,...,a,):

n'
n v 2 a;
_.i=1

AN
—_

-1
p—_

n

Es ist klar, daBl auch durch das Mittel L (a;, a,, . . ., a,,) T und IT erfiillt,
nicht aber III befriedigt werden, also ist auch L{ay, a,. . . ., a,) ein nicht-asso-
ziatives Mittel.

Wir kénnten nun durch weitere geometrische bzw. arithmetische Mittel-
bildungen zu neueren logarithmischen Mittelwertshegriffen gelangen, es scheint
aber auch naheliegend, als logarithmisches Mittel der positiven Zahlen
ay, @y, . . ., 4, das logarithmische Mittel von la;. ..., a,) und L{ay, .. ., a,),
d. h. den Ausdruck
P ay, au. . s a, L (o L") — ey o a) (8)

o Fl )
l{ay,....a,) |
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w
~1
=l

zu bhetrachten. Es gilt augenscheinlich:

n
/_~_,

Vaya,. . a, < I(ay, a5, ...a,) <Vi(ay,...,a,)Las- . .,a,)

A\

Aay,. .., a,) <

Ma

a;

i

gl(al""’an)+L(al""’a”)gL(al,,”,an)g i=1
2 n
Durch die Einfithrung des Mittelwertes A{ay, . . ., a,) bleibt also die Re-
lation (3) (in verallgemeinerter Form) giiltig, die Forderungen I und II werden
erfiillt, nicht aber III, so dal auch A(q,. ..., a,) nicht-assoziativ ist.

Weitere Verallgemeinerungen werden z. B. durch Zuhilfenahme der all-
gemeinen Mittelwertformel gewonnen®

n 1/r
def | 2 pia; a=/[aa,...,a,
M (@ p) = | ——|: (9)
Zpi ﬁ: [Plast- . -7Pn]
=1

dabei sind ay, a,, . . ., @, positive Zahlen, deren mit den Gewichten p; > 0,
n

p->=0,...,py >0, Zp; >0 gebildetes Mittel M (a; p) ist. Der reelle Expo-
=1

nent r variiert von —oo bis +cc und es kann nachgewiesen werden, dafl (bei

festen Werten von a; und p;) der Mittelwert (9) mit r monoton wiichst: fiir

—oo < 1y < 1y < +oo gilt:

MY (a; p) < MY (@ p).

Fiir r — —oc konvergiert M{(a; p) gegen min(ay, a, . . ., a,), und fiir
r — +oo konvergiert M{(a; p) gegen max (a;, as, - - -, @)

Fiir r = —1, 0 bzw. 1 ist M{(a; p) mit dem gewichteten harmonischen,
geometrischen bzw. arithmetischen Mittel der Zahlen a,, a,, . . ., a, identisch;
sind alle Gewichte p; = 1, so erhalten wir die gewthnlichen Mittelwerte.?

Setzen wir alle p; = 1 an und bilden aus den positiven Zahlen a,, a,, . . .,a,
fiir alle Paare a;, ¢; (i == k) die logarithmischen Mittelwerte

a; — ay

a b
In |-

\ Qr

* Siehe z. b. D. MITRINOVIC: Analytic Inequalities, (1970), Berlin—New York, Sprin-
ger-Verlag.
3Vgl. diesbeziiglich das angefiihrte Buch von MiTriNOVIC.

I(a;, ap) =

§ Periodica Polytechnica XVIj4.
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so ergibt sich durch die Formel
ir
def y I (ai, a-k)
Zk

AP (@) = | - (10)

ein neuer, noch allgemeinerer logarithmischer Mittelwertsbegriff.
Aus der Definition ist die Eigenschaft I sofort ersichtlich. Auch das
Bestehen der Eigenschaft IT ist leicht einzusehen. Da

min {I (a;, a;)} < A9 (@) < max {I(a;, a;)}
itk ik
ist und fiir gewisse Indexpaare i;, k; bzw. i,, k,

mazf#{i (@ )} = 1(a;, ay,)
bzw.
n,lilfl {(ai an)} = Hayy )
i#
gelten, da weiterhin auf Grund der Eigenschaften von I(a;, a;) die Ungleichun-
gen
l(‘liv ;) < max (@, ai,) < max (ay, a3, - ., @),
bhzw.
I(a;,, ay,) = min (a;,, a,) = min (a;, a,.. . ., a,)

bestehen, ist das Bestehen der Eigenschaft II fir das Mittel A% (@) nachge-
wiesen.

Ist r = 1, so stimmt A (a) mit L(a,, a, - . ., a,) iiberein, und fiir r = 0
ergibt sich der Mittelwert

I(ay, ay,...,a,) = A9 (a).

Fiir 0 < r < 1 haben wir wegen der erwiihnten Monotonitit von AD(a)
als Funktion von r mit Sicherheit die Relationen:

n

Vaya,. . . a,<l(a,....a,) =49 (@) < AD (@) < AP (@) =

a;

= L{ay,...,a,) =t
n

I
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fir andere Wertbereiche von r scheinen aber diese Relationen sehr fraglich
zu sein.

Diese Ausfilhrungen zeigen jedenfalls, wie gedankenerregend gewisse
technische Probleme fiir die reine Mathematik sein kénnen.

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden einige mégliche Definitionen fiir das logarithmische
Mittel mehrerer positiver Zahlen gegeben. Es wird bewiesen, dafi die so erhaltenen Mittelwerte
zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel der betreffenden positiven
Zahlen liegen.

Prof. Dr. Dezs§ Kr4vik, Budapest XI., Stoczek u. 2—4. Ungarn
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