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TEIL I

1. Einfithrung

In dieser Arbeit sollen die Vektoren des reellen Hilbertschen Koordinaten-
raumes besprochen werden. Diese Vektoren werden allgemein mit v (xg, %y,

Xys -+ .y Xis - ..) bezeichnet, wobei ; reell und die Reihe > 1} selbstverstind-
lich stets konvergent ist. i=0

Im weiteren wird oft von der Vektorfolge des reellen Hilbertschen Ko-
ordinatenranmes die Rede sein, die mit {z, (%0, %nys Xngs «» os Xpip ++0)i =0,
1,2, ...} oder mit {v,:n =0,1, 2, ...} bezeichnet wird. Ferner soll eine
Vektorfolge des reellen Hilbertschen Koordinatenraumes mit 4, B usw,

bezeichnet werden. Somit bedeutet 4 = {v,:n = 0,1, 2, ...}. [jv!| die Norm

des Vektors v, d. k. !jv,|2 = X x7,; und (v,, v,;) bedeutet das innere Produkt
i=0

zweier Vektoren, d. h. es wird

(‘U”, 1’m) - Z Xni Xmi (1)
[=0
(n=0,1,2....; m=0,1.2,...; n=tm).

Es seil nun

Tpin = :E'l'.zlz — i (2)
ﬂmrz - ('vnz [ l’zz) (3)
(m=0,1,2,...: n=0,1,2,...; m==n);

die GroBen opmy und Sy, (m= 0, 1, 2, ...) werden demnach zumeist auller
acht gelassen werden. In bestimmten Fillen werden wir jedoch die Definition
voun Sp,m benttigen. Es sei also v, ein Einheitsvektor, und

/gmm = (‘vm? l’m) = x?ﬂi =1.

N

i
<
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Eine wichtige Rolle werden in den Betrachtungen die GriBen

m—1 - .
o 2

Sm= 2 Un T = %mn l

n=0 Ne=mi1 l
bzw. (m=0,1,2,3,...) (4)

m-1 oo

by = 2 Bran + Z Brun -
n=0 n=m-1

spielen.
Um nicht zwei Summenzeichen schreiben zu miissen, fithren wir folgende
Abkiirzungen ein:

m—1 =3 oo
f— 2 ' 2 1) 2
Sm = Z mn T %mn T Z(n) Xinn
=0 n=m-1 =0
(m=20,1,2, )
m—1 - - (5]
— R A2 I N A2 my a2
I = 2 Ban + 2 Pmn = Z( Bn
ne==0 n=m-+1 n=0
(m=0,1,2,...).

Im Satz 4 von [1] haben wir bewiesen, dafl die Reihen

my 2 2
o2, und Z(m) Bin
n=0

Me

i
=3

n

fiir die Folgen, die in dieser Arbeit eine Rolle spielen, konvergent sind.

Definition 1. FEine Einheitsvektorfolge {v,} des reellen Hilbertschen Ko-
ordinatenraumes heifit g-Folge, wenn fiir die in (2) definierten Griflen
Zpn = 0{m=10,1,2, ...;n=0,1,2, ...; m # n) und wenn fiir mindestens
ein Indexpaar m und n oy, = 0 ist. Die Familie der g-Folgen bezeichnen
wir mit ©.

Definition 2. Eine Einheitsvektorfolge {v,} des reellen Hilbertschen Ko-
ordinatenraumes heifit u- Folge, wenn fiir die in (3) definierten Griflen oy, > 0
(m=20,1,2, ...;n=0,1,2, ...; m s n) gili. Die Familie der u-Folgen
bezeichnen wir mit 1.

In diesem ersten Teil unserer Arbeit soll zuniichst die Frage untersucht
werden, ob es zu einer beliebig vorgegebenen Zahl ¢ > 0 eine zur Familie 11
bzw. ® behorige Vektorfolge 4 = {v,:n =0, 1, 2, ...} gibt, in der fir
jedes m

1
Sm>?—8.

Auf diese Frage konnen wir keine erschépfende Antwort geben, doch werden
wir neue Gesichispunkte aufdecken, bzw. in der Lage sein, gewisse in [1] beriihrte
Zusammenhinge ausfiihrlicher zu analysieren.
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2. Sitze iiber die Vektorfamilie 11 und &

Satz 1. Auf der Einheitskugel des reellen Hilbertschen Vektorraumes gibt
es keine Punktfolge, deren Punkte paarweise einen grifleren Abstand haben als

V2 4 &, wenn ¢ >0

Beweis, Fixiert man die Zahl m beliebig, dann gilt, da die Reihe

5‘ (m) “1277.)1
n=0
konvergent ist, nach dem Satze 4 von [1]
(6)

Im «,,=0,

N—rea

folglich ist o, < &, wenn n > N (g). Damit ist der Satz 1 bewiesen
In der Beziehung (14) des Hilfssatzes 5 von [1] haben wir fiir die u-

oder g-Folgen die Ungleichung
1
“ é V§ /917171
bewiesen. Daher gilt
< . 1 3 5
z(m) Ly & — Z(m) ﬁ?rm . (8)
=0 2 n=0

. — Umge-

¢ " o (o]
dann, wenn der Vekior v, auf alle andere Vektoren v, orthogonal ist

Satz 2. Fiir g-Folgen gilt in der Beziehung (8) die Gleicheit dann und nur
- ) 5 > 3 ] =3
Es ist trivial, da} diese Bedingung hinreichend ist J

Beweis. Es i
kehrt setzen wir voraus, dafl in (8) die Gleichheit
co 1 oo
S ol = — S %)
=0 2 75
gilt. Auf Grund von (9) der Arbeit [1] ist
Bnn = N (“mn + 2 ]F mn) . (10)
= m

&

Wenn wir in (10) beide Seiten zum Quadrat erheben und fir alle n
(11)

summieren, folgt

o R 1 =
Z(m) Brn = sz)(“}inn‘:“l‘ﬁ'xmn 1 8“an)

1*
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Da fiir g-Folgen nach der Definition 1 ey, 2> 0 ist, ferner fiir die Einheitsvektoren
vy und vy vy, — vpl] < 2 gilt, ist

0<amm<2—V2<1. (12)
Aus den Ungleichungen
0 < ot < on < o

folgt also, daB sich aus der Konvergenz der Reihe

(M) 2
> e
s
n=0
die Konvergenz der Reihen

S 3 < 4
S ol und 3™ ag,
n=0 n=0

ergibt. Entsprechend hat man aus (11)

I <mpae 1 <@ 2 ~<(m <(m) o
—;Z Pmn_—g“z )Offnn—i—‘—-‘, 2Mad, - ZMaz, (13)
& ons=0 n=0 & n=0 n=0

Wegen (9) geht daher (13) in die Gestalt

g wm “mn
ri==0 & n=0

<S'(m) 2 <m
Ozsm“}nn_{‘”‘)—/ ™ o3

itber. Hieraus folgt wegen (12)
% =0 (n=0,1,2,...; m=kn). (14)

In (14) ist jedoch m fixiert, mithin steht der Vektor v, auf die anderen Vek-
toren orthogonal. Damit ist der Beweis fiir den Satz 2 erbracht.
Satz 3. Fiir jede u- oder g-Folge ist

=, 1
Sty < — (m=0,1,2,...).

n=0 L

Beweis. Nach der Formel (12) von [1] gilt fiir jede g- oder u-Folge

S <1 (m=0,1,2,...). (15)

n=0
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Wenn aber in (15)
Stmp, <1 (16)
n=0
gilt, dann gilt wegen (8) X
Smag, <
n=0 2
Ist in (15)
2> B =1, (17)
m=0

so gilt in (8) die Gleichheit gewifl nicht, also folgt im Sinne von (8)

(™) “?nn < —.
0 &<

Mg

m

i

Aus dem Satz 3 folgt, daB fiir jede u- oder g-Folge

T;‘~—-s,,,>o (m=0,1,2,...) (18)

L

gilt. Offen ist die Frage, ob es eine u- oder g-Folge mit
oo 1 2
> [_‘ - sm] < oe
m=o |2

gibt, doch liBt sich leicht nachweisen, dall man zu jedem reellen I >> 0 eine
g-Vektorfolge finden kann, fir die

o 1 ]
> (— — sm}
mol2
divergiert.

Satz 4. Fiir jede u-Folge und fiir jedes m gilt
b= SO <1 (m=0,1,2,...).
=0

Beweis. In (13) der Arbeit [1] haben wir fiir beliebige u- oder g-Folgen
gezeigt, daf}

K 2 k k
(Z(m) ﬂnﬂmn} < 3 Sy (v, v,) (19)
p=0 =0

tnn=0

gilt, wo pg, fgy «ovs px (=0, 1,2, ...) nichtnegative Zahlen sind. Wihlen
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wir die Zahlen yu, so, da u, = Bp, wird, dann nimmt (19} die Form

k 2 k R
| S B < 30 S b g (5 ) ey
n=0 ! p=0 n=0
an, bzw. gilt wegen (v,, vy) = 1 und (v,, v,) = — fnp
k , 2 k R k  n-1
> m} < SmgE, 2 N Smp 8 B (21)
n=0 J n=0 n=% p=9
Fiihren wir in (21) die Bezeichnung
k_' n—1 X
Cmp = 22(,”) Z(m) Pran ﬁmp ﬂnp (22)
n=0 p=0
ein, dann l4Bt sich (21) in der Form
k 2 k .
(Z(m) ﬂ}qnn] = Z(m)ﬂfnn — Cmpe (23)
n=0 n=0

schreiben. Da fiir u-Folgen f,,, > 0 und wegen (22)
0 < emp<<Cmpsy

gilt, folgt aus (23) fiir bk — oo

S < || 3™
n=0 n=0
und

> B < 1.
=0

Damit ist der Beweis des Satzes 4 erbracht.

Satz 5. Fiir jede beliebig gegebene Zahl ¢ > 0 lift sich eine u-Folge derart
konstruieren, daf unendlich viele Glieder der zugehérigen iy, t;, t,, ... — Folge
1 — ¢ iibersteigen, wobei die Zahlen t,, die in (4) eingefithrten Griflen bedeuten.

Beweis. Es sei

0<<e<l | , (24)
und zu diesem ¢ ein 6 > 0 gew'aihl%:, welches der Ungleichung

0<e<l—Vi—¢ (25)
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geniigt. Sodann wihlen wir eine positive Zahlenfolge cg, ¢, ¢ « -y €45 - .. 50,

daf}

Sa=1-10, (26)
/5 -
v, = h‘jl (h=1,2,3,...), 27)
VR RET 193 28)
.)h_' ]l*-:—l ( it ] ) . (

sei. Um den Satz 5 beweisen zu konnen, werden wir eine u-Folge rq, 1y, 15, ..
konstruieren, die den Bedingungen des Satzes 5 geniigt. Es sei

B:{T2020=051,2,...}U

U{T‘Zf“f'l HE A 0, 1, 2, . .}
und hierin
9 vs Xpgie oo .)

(6=0,1,2,...)

Ty = Tgp (xao s X1 Xpgs - -

und
Tater = Toreg (Vo> Yo Yoo oo oo Yijo oo -)

t=0,1,2 ...).

Die Koordinaten der Vektoren definieren wir wie folgt:

X == Cpp » wenn i:20+2k—{—-2°+1——2(k=0,1,2,...),]

Xy == — Xgpuy, Wenn i=1,3,.. ,40-+1,

Kpi == Yooty s wenn =4, 3 (29)
%, =0, wenn i==1,3,...,40--3

und 12072 L2071 — 2 (k=0,1,2,...),

ferner
y,j:—l/l—é, wenn j=2t, »
T Yorio , wenn j=4t-+-5,
yf] Yorso J 2 (30)
¥y =0, wenn j==2¢ und j5~1,3,...,4t+5, .
Yij= — Xpr1a. wenn j=1,3,...,4¢--3. ]

Zunidchst werden wir zeigen, daB |Ir,|2P=1,0=0,1, 2, ... ist. Tat-
séchlich ist gemdf (27) und (28)

2

2 3
hak + 33 = =5,
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so da} fir 0 =0, 1, 2, ...

Sind ry und r, zwei Vektoren der Folge B, so gilt, wie im weiteren gezeigt
werden. soll,

(rp, ) <<%, (m=0,1,...; (n=0,1,...; m=En). (31)

Zum Beweis kdnnen wir zunichst festhalten, dafl fir die in (27) und (28)
definierte Zahlen

yp—hx, >0 (h=0,2,...) (32)
ist, da
) v VO‘“’J—h—:—i— IIVE . l/S /B2 L h -1 —h) >0
Y by = R 1 ‘“w+1“h+1u T )

Um (31) zu beweisen, sei ¢ > 0. Im Sinne von (32) ist
(Tans Tag) = — Zpgpq (¥aor1 — [20+ 1]=,,,,) <<O.
Ferner gilt fiir p <t gleichfalls gemif (32) auch

(Fopsy s Torsr) = — Xayin (}’zp+z“ [2p +2] x?.p'l—?.) <0.

Nun sei aber o fixiert und

24+ 1=2v2f L2071 1 (k=0,1,2,...); (33)
in diesem Fall hat man
40+ 3<4tL5 (34)
wegen

2,< 2t — 1< 2+ 1
Im Sinne von (32) gilt somit
(Faos Tatrs) = — Farra (Voory — [20 4 1] %pp45) — €, ¥ 1 — 6 <C0. (35)
Ist o fix und gilt

2¢ 412072k £ 2041 1 (E=0,1,2,...) (36)
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dann folgt aus (32), daf3
—[2t+ 2] xy0) <O

(Tops Torgg) = — Fppey (y?.i'TZ

Ist dagegen 40 + 3 < 4t + 5, dann gilt gemiB (32)

po)
(Tag s Toroy) = — Tppan (J'zoﬂ —[20-+1] x‘?.o-i—l) < 0.

Da also (31) fiir die vorliegende Folge B bewiesen ist, ist B eine u-Folge.
Nun soll nachgewiesen werden, daf} fiir die im Satze 5 genannten Gréfen

tm in der vorliegenden Folge B — sofern m = 20 —

hy>1—¢ (6=190,1,2,...)
gilt. Zunichst ist leicht einzusehen, daf}
o= ZF 2 3 Bosrr= 3 (Taos o))’ (37)
n==0 fa=0 f=0
ist. Es sei nun
L2°0—1 (k=0,1,2,...)

n, = 20+1f L ¢

Offenbar ist dann

Aus (35) folgt

tyo = D (Tao s Tome1)* = {xznk+2 (Yao1 = [20 + 1] 2g0s ) + €, =5 } (38)
k=0 k=0

Hier besteht gemifB (32) die Ungleichung

Fan, +2 (2001 —[20+1] x20+1) >0,

also auch die Abschédtzung

Mit (26) und (25) erhilt man

th>1—¢ (0=0,1,2,...).
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Bemerkung 1. A. REnvr hat in der Arbeit [2] eine MaBzahl angegeben,
die zu entscheiden gestattet, wie hoch die Abstinde in einer u- oder g-Folge
in ihrer Gesamtheit /2 iibersteigen. Die Folge

1 1
=, — 1. 0,0,0, ...
“=l 7 |

1 1
AP = O —
p= | EARNCERRE
1 1
1L2—~(0, 0 ﬁ“,—lq,o,(),. ]

erreicht nach der Rényischen Mafzahl die magliche obere Schranke, die in (4)
definierte {ip,}-Folge von E erreicht jedoch den maximalen Wert 1 keineswegs.
Es ist ndmlich
2 o 8o 0 1 2 1
o= Pho+ 02+ 02+ ... :/3612(‘2—)

und

TEIL 11

3. Bezeichnungen und Definitionen

Zu den weiteren Untersuchungen benétigen wir folgende Definitionen:
Definition 3. Die Matrix 3, = — (v, vy) einer g- oder u-Folge nennen
wir innerhalb der Zeilen von der Diagonale an monoton abnehmend, wenn

Bon == Bnpr(m=0,1,2,.. s n=m-+1m-+2,...)

gilt. Die Familie dieser Folgen bezeichnen wir mit ®, bzw. 11,.
Definition 4. Die Matrix {8, einer g- oder u-Folge nennen wir inner-
halb der Zeilen monoton abnehmend, wenn

/Bmo Z« /3:711 2 e 2 fgm,m—l .>_3 /3771,m+; 2 ﬂm,m*%zﬁ e (m = O’ 17 2’ . ) . (39)

Die Familie dieser Folgen bezeichnen wir mit &, bzw. U,.

Definition 5. Die Matrix {3, } einer g- oder u-Folge nennen wir lings
der Nebendiagonale monoton abnehmend, wenn bei
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aus 0 > m die Ungleichung

50p§/3mn (q=0,1,2,...)

folgt. Die Familie dieser Folgen bezeichnen wir mit 11, bzw. ©,.

Der II. Teil unserer Arbeit ist hauptsichlich der Untersuchung der
Frage gewidmet, ob man zu einer gegebenen Zahl & > 0 eine u- oder g-Folge
konstruieren kann, bei welcher fiir jedes m

sm>~§——e. ¢40)

Die Formel (8) kann mit den in (5) eingefiihrten Bezeichnungen in der
Form

25, Sty (41)

geschrieben werden. Aus (41) folgt, daB auch ¢, nahe an 1 heranreicht, wenn
sm nahe bei 1/2 liegt. Es geniigt also statt (4) die Frage zu untersuchen, ob
fiir eine u- bzw. g-Folge t,, beliebig nahe an 1 herankommen kann.

Wir werden zeigen, daf} es in &, eine Folge gibt, fiir die i, = 1 fiir
jedes m gilt, wogegen es in 1l, keine solche Folge gibt. Ferner wird nachge-
wiesen werden, daf} es in der Familie 11, bzw. ®, keine Folge gibt, bei der fiir
ein beliebig kleines ¢ >> 0 jedes 1,; > 1 — ¢ ist, und schlieBlich, daf} sich fiir
kein 0 < & <C 1 eine Vektorfolge in der Familie 1, bzw. ®, findet, fir die

im>1—e (m=0,1,...) (42)
gilt. ' '

4. Der Satz iiber die Familien 1, bzw. ©,

Satz 6. Wenn fiir eine dem &, zugehérige Folge t,,=1 (m = 0,1,2, ...)
ist, so gilt

1, wenn m =m -+ 1
Bmn = [O, wenn m #=m-+4+1, (n=0,1,...)
| 1, wenn m 2l4+1 (=01, ...}, n=m—1
l nm—1,{n=01...).

I

I
)}
—

!
=
Ralitan
e

I

0, wenn m

Il
)

}

|
L
-~

Beweis. Betrachtet man die Ungleichung (23) und setzt man

k

2 ) B = bk »

n=0
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so hat man fiir m = 0

2
Lok = o = Core »

d. h.
Co == Tor — Bor = for (1 — Tgy) - (43)
Im Sinne von (22) ist
K n-1
Cox = 2 Z Z .‘gnn ﬁop /gnp (k =2,3.4, .. ) ; (44)
n=2 p=1
Da Bpn = 0, gilt
0 < eor < Copey - (45)

Da aber aus dem Hilfssatz 4 von 1] die Ungleichunger
0 g z"mk =\-/. 17 0 é im _g_ 1 (46)

folgen, ist gemifl (43) ¢, << 1. Daher ist ¢y eine monoton zunehmende,

von oben beschriankte Folge, die somit einen Grenzwert

lim ¢y, = ¢,

P
hat. Aus (43) folgt bei k—> oo:

0 e, <ty (1 —1t). 47
Nach der Voraussetzung des Satzes 6 ist aber t,, =1 (m = 0, 1, ...), also

auch t, = 1 und gem#B (47) c; = 0 und schlieBlich wegen (45) auch ¢y, = 0.
Wegen fpn, = 0 ist, somit auch

Bon BopBrp =10 (p=12,..sn=p+Lp+2...).

Hieraus erhalten wir fir p =1

BoiBon Prn=0 (m=2,3,...), (48)
woraus
/901 # O ] (49)
da SH.=1
n-1

und {ﬁon} monoton abnehmend ist. Aus (48) folgt also

BonBin=0, wemn n=2,3,... . (50)




UBER GEWISSE VEKTORFOLGEN DES HILBERTSCHEN RAUMES 13

Wegen der vorausgesetzten Monotonie der Folge f,,, sind jedoch nur die
folgenden Fille denkbar:
Fall 1. Vorausgesetzt, daBl

b0 (n=1,2,), 61)
folgt aus (50)
,"31,1:0, (n:2, 3, )

d. k. wegen SO =1 gilt
n=0
Jad Fa) e
10 = Por = L. (52)

Gemdl > f3: =1 und (52) ist
=1

n=

[30!1:07 (n:2937 ---):- (53)
was jedoch der Beziehung (51) widerspricht, Der erste Fall ist also nicht
méoglich.

Fall 2. Setzen wir voraus, daBl in (50)

Bon=0(n=1.2, ....D0, =0 (n

...
f
o
-
e
T
-
1o

L) (54)
Fiir [ 2> 2 hat man dann

‘31,1:0(n=2, 3. oD =20 (n=1+114+2 ...

(9]
~——
—_

[}

U

—

Wiare 31y > 0 fizn=1-+1, 1+ 2, 143, ..., wire {J;,} im Sinne von (55)
innerhalb der Zeilen von der Diagomale an nicht monoton abnehmend.
Folglich gilt in (35)

Bin=0 (n=2,3,...). (56)
Aus ‘: M g3, =1 folgt dann
n=0
:310 = Pa 7T o4, (57)
d. h. nach (54)
Bon="0 (n==2, 3 ) (58)

Mithin ist nur I = 1 miglich, und dann ergeben sich die Beziehungen (57),
(58) und aus diesen (56).

Fall 3. Wire in (50) die monotone Abnahme von der Diagonale an ange-
nommen, wire auller den schon betrachteten Fallennur 7, = 0 (n = 1,2, ...)

mdglich, dieser Fall ist jedoch wegen (49) unmdoglich.
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Da somit nur der Fall 2 méglich sein kann, bedeuten die Beziehungen
(56), (57) und (58), daB der Satz 6 fiir das Vektorpaar v, und », schon bewiesen
ist. Wenn wir die Vektoren v, und v; aus der gegebenen g-Folge weglassen, so
geniigt auch die Teilfolge vy, v5, v,, ... den Voraussetzungen des Satzes 6, wie
dies aus der Matrix
Bazs Bogs Py
Boor Bazr Bann -+ (59)

Pl fo) fo)
Pee Pags Pagy -
ersichtlich ist.

5. Sitze iiber die Familien 11, bzw. ®,

1 _
Satz 7. Ist 0 < e §—9~(3 — V5), kann man keine Vektorfolge in der

4

Familie &, bsw. W, konstruieren, bei welcher

m>1—e (m=0,1,...) (60)
gilt.
Beweis. Es sei vorldufig 0 < ¢ <{ 1, und iiberdies vorausgesetzt, dafl es
eine Vektorfolge in der Familie 1I; bzw. ©&, gibt, die (60) geniigt. Nach der
Voraussetzung gem#fB (60) gilt

ﬂ%+ﬁ% >1—.s“

ﬂ?*l,o—:_lg%—l_l‘%' >1—ce

Wenn wir die entsprechenden Seiten in (61) addieren, erhalten wir

Hl—e)= S+ SOB - ...+ SCDFE = (B +fh+ l
n=1 n=0 n=0
(62)

weil bei Summierung endlich vieler Reihen in (62) nach dem bekannten Satz
eine gliedweise Addition vorzunehmen ist. Da in (62) jedes Kammerglied das-
selbe Vorzeichen hat, gilt (siehe Ficarencorz: Differential- und Integral-
rechnung — 1948, russische Ausgabe, Band II. S. 363)

Bort+ o+ A + B+ F B ) b (Bt Bl =

— 2 1 A2 1 2 1 1 -
—5017‘ 'l—ﬁl O’T 19 T - T l—1n1

(63)
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Nun ist (63) eine absolut konvergente Reihe, weswegen ihre Summe der Summe
der folgenden, endlich vielen Reihen gleich ist (siehe GREBENTSCHA—NOWOSE-
Low: Mathematische Analysis — 1952 ungarische Ausgabe, Bd. I1, S. 248), die
entstehen, wenn man in (61) erstens die erste Zeile und die erste Kolonne
summiert, danach die iibriggebliebene zweite Zeile und zweite Kolonne usw.

Mithin ist (63) gleich

- -1 - I-1
S 22 LN 2 2 ;
zﬁOnT“;’,ﬁnO Fﬂln”x‘“Zﬁm”;‘w-T
n=1 n=1 ne=2 n=2
H %Y 2 P2 | o 02
e ﬁl—z,n +p I—1,1—2 7T ‘2 /31—1,n
I =1
Mit der Gleichung Snp = fnm erhalten wir
- ‘-1 - |
c 090 bl 1 39 H
I(1—e) < [;,;/t.,,-:—zpan]+[gﬁin+§ﬁm ;
g n=1 n=2 12 / -
-1 - - (64)
- 2 9 24
- ( S Ban + I B+ S
n=[-1 Ne=]-—1 } n=1
Aus (56) folgt
Og‘:(m)ﬂ;—;ngl (m=20,1,2,...),
P
weshalb sich aus (64):
< Al S B3
l(l——é) [Sﬁorl‘r'é/g?_n 2 -
=1 n=2 =1
ergibt. Somit gilt
2 1 2 ! o A2
1 e Zﬁ0n72ﬁ1n+~n ‘T“Zlgl-—l,n
n=l n=2 n=[ =
PRI 1 ' (63)

Die Glieder im Zihler der rechten Seite von (65) bilden eine monoton abneh-
mende Folge. Es ist leicht einzusehen, daf}

> 1
Z ﬁmn ‘5 - (66)

:
'T

L\D!m

Um (66) beweisen zu konnen, fithren wir den folgenden Hilfssatz ein:
Wenn es eine positive, monoton abnehmende Folge a, gibt und wenn es

sutrifft daf

i
ay+a -+ ... ey

>c>0, (=1,2,3,...), (67)
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dann gilt auch
a.,>c (=12,3,...). (68)
Um den Hilfssatz zu beweisen, sei indirekt angenommen, daf3
a_, < ¢, wenn [—1>N. (69)

Trifft dies zu, erhidlt man

(a() + al + e * a;\') ‘7— (aj\"-f—l _l— s —_ al—l) < x+ (l — ‘\7) a."\l'+l < c, (70)
1 l
WO
N1
S al_l =X (7 1)

Die zweite Ungleichung besteht in (70), wenn
x4 (I — Nyay,, <l
x—Nay,, <I{c—ay.).
Wegen (69) ist jedoch
x— Nayy, S
C— Qy+y

Wenn man die linke Seite der Bezeichnung (71) beniitzt, erhdlt man

a, -« a, -+ ...+ ay — Nay.,
L

€ — 0N+

Dieser Bruch ist positiv, so daf}, wie aus (70) hervorgeht, das arithmetische
Mittel (67) fiir diese [ kieiner wiire als ¢, was aber nicht der Fall sein kann.

Die Ungleichung (66} erhilt man., wenn man in der Formel (65) den
Hilfssatz der Seite 15 mit der Bezeichnung

o~ oo
und Ay = Zﬁl_r‘],n >

n=K

b | o
£

wo k=1, 2,3, ..., I, anwendet.

GemiB (46) und (47) ergibt sich aus f;, > 1 — e fiir eine u- oder g-Folge
¢o << e. Nach (44) ist aber

= n-—1 , . .
o N o L : 9 5 0 , . 2 N
€y = 2 ‘2 2 Pop [3071 [3/?]3 =2 /301 ZP{)II Pin 7T ﬂoz a; /30n Pnz T o T
n=2 p=1 | 71<2 Py
b f N F R ! P
v '[3017 o lg(m Prp T+ ] €
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Mit der Beziehung 5., = S, haben wir bei Beachtung von (39)

S z(ﬁm Zﬁnoﬂnl + Bos S Buo Bt o Bop > BroBrp + }
n=2 =3 n=p+1
(72)
Zz[ﬁm /3”]/3”9 T /gop P ﬁro/onp i )'
n=2 n=p-+1
Somit nimmt (72) die Form
e;;[mlrﬂnfmtzﬁa+—uA+ﬂw‘g ﬁf+uj (73)
n=2 n=3 n=p-+1

an. Fithren wir in (73) statt der Groflen in der Klammer kleinere ein, erhal-
ten wir

o

ﬁﬁ Bt byt )= 09 Sy (4

:)_2{
1

Aus 0 < B < 1 folgt aber, dall

e (1—¢ 30,
Pt
> (1 — &) (75)
Diese Ungleichung ist unméglich, wenn

0<e /%(3—13)

gemif} (61) also

1st.

Damit ist der Beweis fiir den Satz 7 erbracht.

Es sei eine u- oder g-Folge mit A bezeichnet und {f,,} sei die der Vek-
torenfolge A zugehdrige Zahlenfolge.

Korollarium 1. Wenn die Vektorfolge A der Familie 11, oder &, angehdért,
so gibt es unbedingt ein Glied i) der entsprechenden Zahlenfolge {1}, fiir welches
h= “2* (V5-1)

gilt.
. 1 .
Beweis. Mit ¢ = —5(3 — V5) ergibt sick das Korollarium 1 sogleich.

Korollarium 2. Wenn die Vektorfolge A der Familie 1, oder &, angehért,
so gibt es bestimmi ein Glied s, der entsprechenden Zahlenfolge {sm}, fiir welches

Sll= (VD—"].}

gilt.

2 Periodica Polytechnica Ch. X/1.
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Beweis. Das Korollarium 2 folgt gemifB (41) aus dem Korollarium 1.
Korollarium 3. Wenn & > 0 eine beliebig kleine Zahl ist, findet sich
keine Vektorfolge A, fiir die
Sm>—;—~—8 (m=20,1,...)

wdre.
Korollarium 4. Wenn eine Vektorfolge A der Familie 11, oder &, angehért
und die Ungleichung

th>1—e (m=0,1,2,...)

fiir ein vorgegebenes 0 < ¢ <C 1 gilt, sind schon die Reihen

fgmn (m=20,1, .. )

\VE

=
=]

konvergent.
Beweis. Aus (74) folgt, daB

82(1 - E)Zﬁon'
n=1
Wegen 0 < e <1 ist

-z 5 | (9

Ferner behaupten wir, dafl

2( )ﬁmn/ S(m I)ﬁm 1,n (m’ =0,1, .. ) (77)

n= =
Tatsédchlich gilt wegen der Definition 4 und der Beziehung

ﬁmn = ﬂnm :

ﬂngﬁln—%—l.n(n:Oalv--~¢7n"1snl+2em+3s R
Ferner ist

/omm—l ﬂm -1,m

woraus folgt, daB aus (76) und (77)

N =
n=0

ZZ.O >§‘ ﬂnln‘(m=112,...).
n=1

Damit ist Beweis fiir das Korollarium 4 erbracht.
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6. Ein Satz iiber die Familie 1, bzw. ®,
Satz 8. Wenn die Vekitorfolge A der Familie 11, bzw. &, angehdrt, ist

lim ¢, = 0.

M3 oe

Beweis. Definitionsgemif ist

— 32 toa2 ; ! 2 2
t‘m—'ﬁmo":“/jm)_"r Tﬂm,m—1+ﬂm,m+1+ LRI
Diese Beziehung kann wegen der kommutativen Eigenschaft pnn = fam
(n = m) in der Form

— A2 ! 2 ! 2 ! | 2 ] 2 ¢
Iy = ﬂOm T ﬁlm e /32771 e T ﬂm——},m e ﬂm-]—l,m T
geschrieben werden. Aus den Bezichungen

lgnm .;<~ /S)O,n-%m s

hat man jedoch die Ungleichung

[ g ﬂgm + ﬁ%,méq ’IL‘ ﬁg,m+2 T

Wegen der Konvergenz von

VE
=
3

3
It
—

folgt offenbar

lim t, = lim 3 g3, =0.
n=m

Il o0 M-

Damit ist der Beweis fiir den Satz 8 erbracht.
Bemerkung 2. Wir bemerken, daB

lIim t, = 0
Moo

nicht fiir jede u- oder g-Folge gilt. Betrachtet man némlich die Vektorfolge

1 -1 :
—_—,—,0,0,0,...
“I75 T2 }
vl( 0 aT}——z‘a ’;21“90509- )
(78)
1)2{ 0 3 O ’ —12"9 —V—; 90303 ]
03( 0 ) O 3 O 97{)—"9%50903 }

2%
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die offensichtlich eine g-Folge ist, so gilt fiir diese

1)2 1
2

= ¥ (2g: v)? = (v, 0, = (— —
n=i

Iy = Z(m) (Ume 1/'”)2 = (vmv vm-—1)2 + (”m’ Um+1)2 =
n=0

_ (__;_]2+(_.1_)2:-1_ (m=1,2..).

Es gilt also tatsdchlich lim ¢, = 0.
Moo

Zum Schluff méchte ich den Herren Prof. G. Alexits, Prof. A. Csaszar
und Prof. P. Erdé&s fiir ihre bereitwillige und freundliche Hilfe bei Fertig-
stellung dieser Arbeit meinen aufrichtigen Dank sagen.
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Zusammenfassung

Es werden die Bezeichnungen von [1] aufgeschrieben und dazn wird die neue Bezeich-
nung t, SE;"')ﬁ:ﬁm (m= 0,1, 2, ...) eingefithrt. Sodann werden einige Vektorfolgen-Klassen
definiert. V:rfasser untersucht die Frage, ob zu einer beliebig vorgegebenen Zahl ¢ >> 0 eine
Vektorfolge so angegeben werden kann, daB s, > —;- — & fm==0,1,...)sel. Ferner analysiert

er ausfiihrlich gewisse, in [1] berithrte Zusammenhinge W enn s, nahe an 1/2 heranreicht,
liegt auch t,; nahe an 1. Im zweiten Teil der Arbeit wird dre Approximation in den verschie-
denen Klassen analysiert.
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