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INTEGRALGLEICHUNGSSYSTEMS

Von
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1. §. Einfiihrung

In Zusammenhang mit der Zahlung von Korpuskeln benétigt man das
retardierte Integralgleichungssystem

E E-E,
Em(E) = [ my(e)de + [ my(e)de
0 0
E E-Eg E—Eq
Emy(E) = ( my(e)de + | my(e) de + S“ m(E — E; — &) my(e)de (1.1)
0 0 0
E E—E4 g
Emy(E) = [ my(e)de + | my(e)de + 2 | my(E — E, — &)my(e)de
o 0 0
und allgemein (k= 1, 2, ...)
E E—-E; E—E; )
Em(E)= { mye)de + | mye)de +(k—1) | my_(E —E;—e)my(e)de
0 0 0

mit den Anfangsbedingungen

- k=1,2...) (12

m,(E) ; 0. f‘alls E <0
|1, falls 0<E<E,;

Da man fiir die Momente my(E) eine Losung in geschlossener Form
nicht erwarten kann, befriedigt uns eine asymptotische Entwicklung dieser
Momente mit miglichts kleinem Fehlerglied.

Wir fithren nun die »reduzierte Energie«

X = -E; (1.3)

als neue unabhéngige bzw. die Funktionen

Yilx) = myEyx)  (k=12,..) (1.4)
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als neue abhingige Verdnderliche ein und bezeichnen weiters den »Einheits-
sprung« mit I:
[ 0, falls <0

: 1.5)
|1, falls x>0, (1.5)

die »Einheits-Verschiebung« nach »rechts« hingegen mit dem linksseitig
unten stehenden Index §:

u(x — o) = u(x), (— oo <L x< oo) (1.6}
und schlieBlich die Konvolutionsoperation mit :

wix) = u(x) = v(x)= g u(x — 1) v(r)dr= ( u(t) v(x — 1) dz. (L.7)

- —_

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kann man dem betrachteten System die Form

w2yy(x) = (%) + J(x)] = vilx) + (k — 1) 30m(®) * 31(%) (1.8)
(k=1,2,...)
yx)=1I(x), falls x<1 k=1.2,...) (1.9}

geben.

2. §. Transformation des urspriinglichen Systems

Wir zeigen nun vor allem, dafl das System (1.8)—(1.9) mit demselben,
aber isoliert behandelbaren, homogenen

xy(x) = [I(x) + k- I(x)] = v,(x) (k=12...) 2.1
ylx)=1I(x),  falls x<1 (k=1,2,...) (2.2)

aquivalent ist.

Hierzu sei zunidchst bemerkt, daBl die Funktion y,(x) und ihre Laplace-
transformierte, 7x(p) einander ein-eindeutig zugeordnet sind, da yi(x) stetig
und monoton in x > 0 ist, weiter da y(x) durch die Funktion ¢ majorisiert
wird [s. die Gleichungen (3.1)—(4.9)]. Es sei also

Z@ = { nm e de = | yx) e dx = n(p). (23)

0 —c
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Gemah (1.8)—(1.9) befriedigt die Funktion #;(p) die Gleichung

d"7_ 1-e—P
=
dp j2

s (2.4)
man erhilt somit fiir #;

n(p) = C. -—-1-exp .S__ —

p | J T J
1 0

7 7 —
v ]-1-:—‘1’——(11%. (2.5)

C 1aBt sich mit Hilfe der Abel-Tauberschen Sitze ermitteln; der Gleichung
lim py(p)= lim y(x)=1 (2.6)
p k- i

-0 X—0-+0

gemif gilt die Relation

C:expg

Ll
}n..
~
|
—
|
<
|
4
a
i
I
a3
)
—
o
N

in der y die sogenannte Eulersche Konstante ist.
GemaB (1.8)-—(1.9) befriedigt ,(p) die Differentialgleichung

d 1 - =P 4 P
— i = A Ny + e P n = et U (2.8)

dp P 2
Fiir den homogenen Teil dieser Gleichung erhilt man die Losung
(1)1 = Cy - my(p) - (2.9)
die Losung des inhomogenen Teiles sucht man also in der Form

()11 = Co(p). m(p). (2.10)

Setzt man (2.10} in (2.8) ein, so hat man

— g ——Cy=e"7-7},

dp

icgz — e Poqy, (2.11)

dp
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gem#l (2.4) hingegen ist

d d
— P -’}71:771-—:—p-771="——“(_p‘771): (2'12)
dp dp
somit
Co(p)=1p.m :
also

No(p) =Cy - +p-7i.

Wendet man hier die Abel-Tauberschen S#tze wieder an, so folgt C, = 0,
d. h. es wird

n(p) = p-783- (2.13)
Es sei noch bemerkt, daB
Pl = oy = = = a1+ Y1 (2.14)
d. h. daf
iE =% v, (2.15)
gilt, daB} also %, die Gleichung
4 Ty == 15277 s (2.16)
dp = p )
d. h. yo(x) die Gleichung
we) = [+ 2,01+ 7o (217)

befriedigt. Betrachten wir nun die Gleichung fiir 7,(p)

g - 2eP 9,1y (2.18)

Bedient man sich desselben Verfahrens wie frither, so erhidlt man

73 = (M3)1 + ()11 3 ()1 = Cy-my3 ()11 = Cy(p) -7y (2.19)
Gy 20 gy s Gy = — 207 . (2.20)
dp d
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Hieraus ist gemil (2.16)

d. h.

. d d

— 277 ay =t p——N = —(pns), (2.21)
dp dp

Cy=p-1p: 3= Cy-1y + Py 7. (2.22)

Den Abel-Tauberschen Sétzen gemif folgt nun wieder C; = 0, also wird

Ny =P 7s- (2.23)
Da nun
e—P
= vap= b P =Tty =afyy,® vif (2:24)
wird
Yo ¥ ¥y = oI #* Y3, (225)

d. h. y; befriedigt mithin auch die Gleichung

ayg(x) = [I + 3,11 = yy(x), (2.26)
bzw. 7; die Gleichung
d 1 - 3e77 .
— e Ty = 3. (221)
dp

Es sei nun vorausgesetzt, dall wir schon fiir k=1, 2, ..., n die Aquivalenz
des Systems (1.8)——(1.9) und (2.1)—(2.2), weiter auch die Relationen

Ne =D M=y " (k=12,....n) (2.28)

bewiesen haben. Es zeigt sich dann, daf} sie auch fir £ = n + 1 Giiltigkeit
hat. 9,.., befriedigt gemaB (1.8)—(1.9) die Gleichung

d 1 L P
gy = e Nggy - TP, (2.29)

dp

Wir beniitzen jetzt wieder das gutbekannte Verfahren:

M1 = (Tne)t + Ona)ir s Tnan)t = Gyt ()t = Ge(p) - 7, (2.30)

d
Com iy Ty Cy— —mee ey (2.31)
dp d

—

3 Periodica Polytechnica Ch. Iv/3.
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Der Voraussetzung gemil befriedigt 7, die Differentialgleichung

d 1+ ne?

i/

d P

gomit gilt auch die Gleichung

. ) d d )
— ne~? g, = i - p i), = —— (P1y): (2.33)
dp dp
d. h.
CS = Plint Mnep = Cc’: * T -+ P 7y (234)

Aus den Abel-Tauberschen Sdizen folgt. dali
C, = 0 und somit

Moty = Ptn s Yy {235}
Da weiter
T e’ . . - - P | 9 ag
F {u‘ # .y’r’.—i'l} Sty P R T {b}n * Yig (2.36)
d. h.
éI ® Vpop = Vn¥ N (2.37)

befriedigt y,., die Gleichung

xvn-l-l(x) - [I - (n - 1) éI] * .Vn+1(x‘) <2$8)

%

d. h. n,., die Gleichung

d 1+~ (n4+1)e?
———— 77n+1 = : ( ) 77”+1 . (2'39)
dp p

w. Z. b, w.
3. § Uber die exakten Lésungen
Aus dem Gleichungssystem (1.8) bzw. (2.1) folgt, daBl die Funktionen
yi(x) fiir « > 0 differenzierbar sind. Deriviert man (2.1), so bekommt man
das retardierte Differentialgleichungssystem

xyvi(x) = ky(x — 1). (x>0:k=12,...). (3.1}

Das exakte Losungssystem erhalt man also sogleich durch sukzessive Inte-

s
gration, und zwar z. B.
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1 fiir 0 < x < 1
1-+Eklogx fir 1<<x<{2
1+ klogx -+ k o eC =) ge
o )  fir2<x<3
Yu(x) = =1+ klogx -+ k[Li(x — 1) — Li(1)]. (3.2)
1+klogx + kb [Li(x — 1) — Li(1)] +
x fir 3 <<x <4
r Li(f —2) — Li
_IIJ Li(¢ )" Li(1) as .
3‘, =
mit
- ; logt
Li(x) = l ———dt, (3.3)
i1
0

4. §. Asymptotische Entwicklung

Die Asymptotik der Funktionen y,(x) 14Bt sich nach de Bruin [1] sowie
der Form (3.1) des Gleichungssystems (1.8) gemiB angeben. Hierzu muf}
man eine partikulare Losung der Gleichung (3.1) angeben, die man in der
Form

o
Y, = "AT + B, &1 LB, A 2 BP . x LB (4.1)

zu suchen hat. Purch Einsetzen folgen die Gleichungen

k-1 v
[’” =D B +B§")}E

(4.2)
Ek[(”__;l) L B® (x — 1)F1 ...+B§k>(x_1)+ng>]
d. h.
1) BB, — — k- gB@. R — P _
(k 1) Bh—l k L i k k—11 Bk-l (lp _ 1), ! (4 3)
(2 By =k HE DB 0 - 1)+ kB B, =
(4.4)

Kk —1) (2k —1)
4.k
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usw. d. h.
- .I%.. x" L pegrer g FE— 11(2'* =D e ] @)
vi{x) besitzt also eine Asymptotik der Form
yi(x) ~ Ay - Yi(x), (4.6)

wo A, durch das Anfangsintervall bestimmt ist und mit Hilfe der Abel-
Tauberschen Sitze zu zihlen ist:

Ay= lim p-n(p)= lim p-p iy -1 = lm p*>-p 1o 7=
p—= ;

Pt Pt 4.7)
= lim pd - -mi=...= lim prf.yfi= (lim pn,)¥ = e 7",
Pt r—= P

Das Restglied der asymptotischen Gleichung (4.6) kann man nach de Bruin
folgendermalBlen angeben. Die Losung der Gleichung (3.1) soll in der Form

) = fi(x) - ¥ ) (1.8)
gesucht werden. f(x) befriedigt dann die Gleichung

YI(;X) 7 1 1) — X — —
—ii—(:)— S i) + fiulx) — fils 1)=0. (4.9)

De Bruin hat gezeigt, daB fi(x) gegen A, = ¢ ¥
im Intervall [0; 1] die Form

strebt. fi(x) selbst besitzt

1
Y, (x)

T

fulx) = (0<x L), (4.10)

und hat hier den maximalen bzw. minimalen Wert @, bzw. ¢, also die Oszil-
lation
0y = Dy — @y (4.11)
De Bruin hat auch nachgewiesen, dal3
P —‘4,'{ =7k (p/: (“112)

giiltig ist, woraus die Giiltigkeit von

’fl(y) - ‘41; ‘ < él: mn 0 —(k x _‘_<_ 1 (413)
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folgt, oder allgemeiner, fiir n <{ x <_ n -~ 1 hat die Abschétzung

|
n ~ 7
i) — 4,0 <o, 11 11— exp [—— | 20 gl —
=1 | Y, (=) ( )
v 4.14
.on Y. (») .
= 0, 1 —8B V2§, B(n
‘ L’l[ Y, 0+1) ] <Ol
Giiltigkeit. Wir werden nun
O m) = fj LOTD=Y0) (4.15)
y=1 Y, (v + 1)
abschiitzen. Dem Mittelwertsatz gemidf gilt
Vil + 1) — Y,0) = V{0 + 8,) (4.16)

mit 0 < ¥, < 1; im Sinne von (3.1) gilt weiter [da auch Y, die Gleichung
{3.1) befriedigt]
k .
Yipr +98) = 5 Y, (»—1-+8). (4.17)
Y -

v

Um nun zu beweisen, dall Y, fiir 0 <{ x streng monoton wachsend, und dafl
weiter 0 << Y,(0) giiltig ist, geniigt es zu sehen, daBl in 0 << x <1 Yi(x) > 0
ist, denn Y (3.1) befriedigt. Es sei deshalb zunichst bemerkt, dafl der eine
Abstand zwischen zwei nachfolgenden Nullstellen von Y;(x) in X < 0 griBler
als 1 sein soll, weil Y, die Gleichung (3.1) befriedigt, und somit Y fiir X < 0
in X —§&; wichst, sofern Y (£, — 1) negativ war und umgekehrt. Y} besitzt
weiter in X = —1 eine Nullstelle da Y; Polynom, also regulir sein soll, und
im Sinne von (3.1)

i EY (x — 1)
x—0 X
existieren mull. Y, besitzt also in —1 < x < 0 keine weitere Nullstellen.

Wiare die Funktion hier iiberall negativ, so wire Y}, in [0, 1] gleichfalls iiberall
negativ, d. h. auch Y} wire iiberall negativ, und weiters wire gemiaf} (3.1)
Y, fir 0 <« iiberall negativ, dies aber widerspricht (4.7). Y, ist also in
—1 < x <0 iiberall positiv, ebenso Y in 0 << x <1, d. h. auch Y, in 0 <
< x <1, w.z b, w. Demnach ist aber Y streng monoton fiir 0 < x, und es
gilt die Abschitzung

Yk(v -1 + 29v)
Y, (v)

<1, (4.18)
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Im Sinne von (4.16)—(4.17)—(4.18) gilt also

k 1%

D (n) < 11

< (4.19)
v=1 VB, I'(n+1)
und man hat damit die Abschitzung
|filx) — 4,1 <0 w (n<x<n+ 1) (4.20)
{x) — A, J— —_— A n-+ 1), 2
& 1S O T+ 1) Sx<

o K| Vi)

o) — A, Y ()] <
t_\k(} k L(Y)i—— F(n_:_l)

r<Lx<<n+1), (4.21)

also endlich die asymptotische Entwicklung

B Y ()]
Yilx :e”""} ;(x’ 7_0{ = I_ & - » n<;"<, —;'_1 4.22
¥i(%) (%) ,‘ T 1) ] (n<ax<n ) ( )
bzw.
- 3 A_n.;Yk[g
i) = Y ||+ 0] (4.23)
E, I'in+1) /
fir nE;, < E < (n — 1) E,.
Zusammenfassung

Die Studie gibt eine tiefreifende asymptotische Analyse (mit gut braunchbaren Hin-
weisen auf die numerische Analyse) des retardierten Integralgleichungssystems

X x~1 x—1
wyl) = | vl dE -+ | @ dES- (B — 1) | 0§ yala — 1 — 8 dE.
0 0 0
mit
[ 0. fir a0,
yilx) = } (b=1,2.3....)
1, fir o<x<l.
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