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Abstract 

The movement of a railway vehicle is the most often replaced by the movement of its centre 
of mass. This results determining the tolerance of geometrical distortions of a railway track 
with a high grade of inaccuracy, which is not permissible. In order to evaluate exactly 
the vehicle movement on the one hand the vehicle must be interpreted as a system of 
points on the other hand, a natural triedron must be determined which follows the real 
movement of the vehicle so that its eigenvectors point always toward the geometrical axes 
of the railway carriage. 

The movement of a railway vehicle in the irregular track can be determined by 
simulation and it can be evaluated by mathematical models. In this way the tolerance 
of distortion values respecting to up-to-date theorems can be determined on the basis of 
reality simulating movement characteristics. 
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1. Einleitung 

In Fachkreisen für Eisenbahn und in der Eisenbahnfachliteratur [1,2,3,4,5J 
und besonders bei den theoretischen Bestimmungen der geometrischen Maß
toleranzen wird das Fahrzeug am häufigsten durch einen Massenmittelpunkt 
(kurz Schwerpunkt oder Mittelpunkt) ersetzt (sog. Massenpunktmodell) 
[6,7J. Durch die Ausnutzung der kinematischen Gesetzmäßigkeiten erhält 
man die Bewegungsmerkmale für den sich bewegenden Punkt (hier den 
Schwerpunkt des Fahrzeuges). Die Anwendung des Massenpunktmodells 
ist solange genügend genau, bis der Fahrzeugschwerpunkt praktisch genau 
dieselbe Raumkurve zurücklegt und der Abstand der Gleisachse (Gleismitte) 
von der Raumkurven (sog. sekundäre Auswirkungen [6,8,9]) vernachlässigt 
werden kann. In manchen wichtigen Fällen (z. B. bei geometrischen Rich
tungsabweichungen in der Bahn- oder Lotebene des Gleises, bei Kreisbogen 
mit kleineren Radien, bei kurzen Übergangsbogen) kann aber diese Ver
nachlässigung nicht angenommen werden, da erstens der eingesetzte Fahr-
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zeugpunkt eine ganz andere Bahnkurve beschreiben kann, und zweitens 
in einem solchen Falle die kinematischen Beanspruchungen der einzelnen 
Punkte des Fahrzeuges wesentlich von der im Schwerpunkt auftretenden 
Beanspruchung abweichen können [8,9]. 

2. Problem der Beschreibung der Fahrzeugbewegunge'n 

~~-

... --" -------
tatsächlicher Verlauf 

der Gleisachse 

Abb. 1. Die einzelnen Punkte des Fahrzeuges beschreiben verschiedene Raum
kurven 

Gut veranschaulicht das in der Einleitung dRrgestellte Problem die Abb. 1, 
auf der man sehen kann, daß während sich die Punkte 1 und 2 des Fahr
zeuges (diese Punkte können z. B. die Drehgestellzapfen sein) geometrisch 
auf der durchgezogenen Linie bewegen, sich Punkt A (z. B. Schwerpunkt) 
des Fahrzeuges auf einer ganz anderen geometrischen Bahn (gestrichelte 
Linie) bewegt [8,9,10]. Es ist also eindeutig: Sofern zur Bestimmung der im 
Fahrzeug entstehenden Bewegungsmerkmale (Geschwindigkeit, Beschleuni-

gung, Änderungsbeschleunigung) die durch die Punkte 1 und 2 beschriebe
ne Linie berücksichtigt wäre - das Massenpunktmodell als Grundlage genom
men - und sich der Punkt A auf dieser Bahnkurve be\vegte, zeigt, in bezug 
auf das Fahrzeug als Ganzes, die für die vom Punkt A durchlaufene Raum
kurve das typische Ergebnis. Wenn wir das Fahrzeug als Punktsystem (star
rer Körper) in der durchgezogenen Raumkurve behandeln und annehmen, 
daß die geometrischen Achsen des ~Tagenkastens parallel zum begleiten
den körperfesten Koordinatensystem (Dreibein) [6,8,9] im Punkt A mit 
den Einheitsvektoren t, n, b liegen, so kommen wir zu einer offensichtlich 
unmöglichen, irrealen Fahrzeuglage entsprechenden Bewegungsmerkmalen 
(Abb. 2). Beide Verfahrensysteme sind fehlerhaft, der Punkt A des Fahr
zeuges ist zwar nicht unabhängig von der mit durchgezogener Linie be
zeichneten Raumkurve, kann er aber in seinen Merkmalen auch ganz andere 
Bahnen beschreiben. 

Wenn die Bewegung der Punkte 1 und 2 durch auf diese Punkte 
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/lbb. 2. Eine
x 

unwahre Fahrzenglage, wenn sich der Punkt A auf der tatsächlichen 
Gleisgeometrie bewegte 

zeigende Ortsvektoren rl, r2 beschrieben wIrd, so entspricht die vom 
Punkt A zurückgelegte Bahn (mit gestrichelter Linie gezeichnet) einer Lin
earkombination davon, siehe GI. (3) weiter unten. Anhand der Berech
nungen auf dem begleitenden Dreibein, welches die Raumkurve entlang 
lilufL kommt man nach Abb. ;; zu den der Fahrzeuglage entsprechenden 
Be\\"egungsmerkmalen. Auch dieses gibt nicht die wirkliche Fahrzeuglage 
wieder. Also kann die Anwendung dieses Modells nur dann in Frage kom
men, \,'enn bei der Bestimmung der genauen Bewegungsmerkmale die die 
Krümmungsänderung fühlende Länge d des Fahrzeuges (vgl. Abb. 1 und 5) 

und die Länge des Übergangs bogens oder die geometrische Fehlerlänge der 
Bahn sich nach der Größenordnung sehr unterscheiden. 

Aufgrund dieser Erkenntnisse wurden zur genaueren Beschreibung der 
Fahrzeugbewegung als Ergebnisse der Forschungen in Ungarn neue Modelle 
erstellt [8,9,11]. Von diesen wählt man das Modell aus, mit dessen Hilfe auf
grund der Bewegungskoordinaten der ausgewählten Punkte 1 und 2 die Be
wegungsmerkmale des jeweiligen Punktes Tim Fahrzeugkasten (vgI. Abb. 5) 
bestimmt werden können. 
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3. Bewertung der kinematischen Bewegungen des Fahrzeuges 

Die Lösung des Problems erhält man, wenn die Einheitsvektoren des be
gleitenden Dreibeins immer parallel zu den geometrischen Hauptachsen des 
Wagenkastens zeigen, der Ursprung identisch mit Punkt A ist und er sich 
gleichzeitig in der Abb. 1 und Abb. 4 auf der gestrichelten Linie bewegt. 
Nun sollen sich die Punkte 1 und 2 unabhängig auf verschiedenen Raum
kurven, aber immer in der Entfernung d voneinander bewegen, so daß Punkt 
A auf halbem Wege zwischen 1 und 2 sei (Abb. 5). Die Bewegung der zwei 
Punkte (1 und 2) bezeichnet man mit den Bewegungskoordinaten Xl Y1 2"1 

bzw. x2 Y2 2"2 • Da die Entfernung der zwei Punkte festgelegt ist, benötigt 
man einen Punkt 3, dessen Bewegungskoordinate 2"3 den ausgefallenen Frei
heitsgrad ersetzt. Der Punkt 3 ist dabei auf Entfernung 1l vom Punkt A 
in derselben Ebene nach Abb. 4. Diese Koordinaten sind Bewegungskoordi
naten und ändern sich deshalb ständig über die Zeit. 

lClge 
1 (z,etlg 

f ell .... hl·e .. ' .. ' " 

---/-------- '~'.-...-<~-~.~.i1 A'" -~ ..... ~.~,~:: !_-- _____ _ -~~/-~ .... t.· 1 ~glag, 
".0'-

z 

x 
Abb. 3. Eine unmögliche Fahrzeuglage, wenn die Hauptachse des Wagenkastens 

parallel zum auf der Bahn des Schwerpunkts laufenden Dreibein läge 

Der Einfachkeit halber wird ein Modell einer geraden Bahnstrecke mit 
räumlichen Richtungsabweichungen konstruiert (in der Bahnebene und ver
tikal). Unter Annahme der Näherungsbedingungen x ~ 1 (wobei 1 die 
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Abb. 4. Die Einheitsvektoren liegen parallel zu den Wagenkastenhauptachsen 
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Abb. 5. Modell des starren Körpers, wobei das begleitende Dreibein parallel zu den 
Wagenkastenhauptachsen liegt 

Bahnkurvenlänge ist) stellen sich die Ortsvektoren r1 und r2 wie folgt dar: 

r1 = (z - ~) i + Yd + %1 k, (1) 
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( d). . 
r2 = l +"2 1 + Y2J + 22 k, (2) 

wobei i, j, k die Einheitsvektoren für die Richtungen x, V und z sind. 
Der Ortsvektor des Punktes A ist eine Linearkombination daraus: 

(3) 

Falls 0:=0,5, so ist der Punkt A genau zwischen den Punkten 1 und 2: 

Der Differenzvektor von Punkt 1 zu Punkt 2 

(5) 

zeigt immer in die Längsrichtung des Wagenkastens. Wird nun sein Ein
heitsvektor gebildet, so erhält man Gl. (6) : 

.6.r12 .6.Q2 . Y2 - VI • + Z2 - ZI 
e12 = I.6.Q21 = -d- = 1+ d J d k. (6) 

Aus der Näherung x ~ l ist dies jedoch nur ein Näherungs-Einheitsvektor, 
aber mit realen Vierten rechnend erhält man eine Abweichung in einer 
Größenordnung von etwa 10-4 . Diese Differenz kann vernachlässigt wer
den. Die Werte von Bewegungsmerkmalen werden in der ·Wirklichkeit bis 
maximal drei Dezimalstellen ermittelt. 

Nun bildet man einen Einheitsvektor, welcher senkrecht zu e12 steht. 
·Wechselt man die Koeffizienten der Einheitsvektoren i, j und wandelt ein 
Vorzeichen um - der Einheitsvektor e12 bewegt sich annähernd in der xy
Ebene - erhält man ein ähnliches Ergebnis: 

V2 - Yl • ., Z2 - Zl k. 
n12 = d 1 - J -r d . (7) 

Dies wirkt sich aber noch nicht in der Kippebene des \Vagenkastens aus, 
da die z-Koordinate nur um Z?"/J von der xv-Ebene abweicht. Theo
retisch könnte man den Einheitsvektor um die Achse des Einheitsvektors 
e12 drehen und in die entsprechende Richtung stellen. Diese Koordinaten
transformation kann auch durch die folgende weitere Näherung eliminiert 
werden. \Venn man in Betracht zieht, daß das Kippen des \Vagenkastens 
um Punkt A den Punkt 3 (im Abstandu laut Abb. 4) um 

2Z3 - (Zl + Z2) 

2 

bewegt, ergibt das für den Koeffizienten des k-Einheitsvektors 

2Z3 - (ZI + Z2) 

2u 

(8) 

(9) 
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So wird der Einheitsvektor, der annähernd in die Querachse des Wa
genkastens zeigt 

Y2 - Y1. . 2Z3 - (Zl + Z2) 
110 ~ 1 - J -l- k. 

- d ' 2u 
(10) 

Der in die Lotachse zeigende Einheitsvektor wird das vektorielle Produkt 

e12 x llQ. (11) 

Bestimmung der Bewegungsmerkmalvektoren des Punktes T : Im Koordi
natensystem xyz ist rA der Ortsvektor eines ausgewählten Fahrzeugpunk
tes A. Die Komponenten des von dem Punkt A nach dem untersuchten 
maßgebenden Punkt T zeigenden Vektors p sind 

- in Längsrichtung 
a . e12, (12) 

in Querrichtung (auf die Fahrzeuglängachse senkrecht) 

b· llQ, (13) 

- in die Lotachse des Wagenkastens 

-c (e12 x nQ) , (14) 

v,;obei a, b, c die auf Grund der Fahrzeugmaße bestimmbaren Längsabmes
sungen (Abb. 4) sind. 

So wird der Vektor bei Verwendung der Formeln (12), (13) und (14) 

p = a· e12 + b· llQ - c(e12 x llQ). (15) 

Bei gegebenem Ortsvektor (Objektvektor) rA (4) und gegebenem Vektor p 
(15) ist der Ortsvektor (Bildvektor ) des zu untersuchenden Fahrzeugpunktes 
T im xyz-Koordinatensystem 

r = rA + p. (16) 

Der erste nach der Zeit abgeleitete Vektor ist der Geschwindigkeitsvektor: 
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(17) 

Der Beschleunigungsvektor des Punktes T ist der zweite nach der Zeit 
abgeleitete Vektor des Ortsvektors, es ist also der erste nach der Zeit abge
leitete Vektor des Geschwindigkeitsvektors: 

dv T { d
2
Z b ( .. .. ) c (" .. ) (') ) c aT = -- = - + - Y2 - Yl - - Y2 - Yl ~Z3 - Zl - Z2 --. 

dt dt 2 d 2ud ud 

C C} . (Y2 - Yl) . (2Z3 - zl - Z2) - - (Y2 - yr) (2z3 - Zl - Z2) - - (Z2 - zr) i+ 
2ud d 

{
I a C C 

+ - Cih + ih) + - (Y2 - yr) + -. (2Z3 - Zl - Z2) - 2" (Y2 - yr) (Z2 - zr) -
2 d 2u d 

- 2~ (Y2 - yr) (Z2 - zr) - c2 (Y2 - yr) (Z2 - zr)} j + {~(Zl + Z2) + 
d d 2 

a (" .. ) b (').. .. ") 2c ( . ') 2 + d z2 - zl + 2u ~z3 - zl - z2 + d2 Y2 - Yl + 

2c } + d2 (Y2 - yr) (Y2 - yr) k. (18) 

Der Änderungsbeschleunigungsvektor h dritter Ordnung ist der dritte nach 
der Zeit abgeleitete Vektor des Ortsvektors, es ist also der erste nach der 
Zeit abgeleitete Vektor des Beschleunigungsvektors: 

daT { d
3

Z b ( .. " """ ) c (""" """ ) hT = - = - + - Y 2- Y 1 - - Y 2 - Y 1 (2Z3 - zl - Z2) -
dt dt3 d 2ud 

3c 3c 
-- (Y2 - yr) (2Z3 - Zl - Z2) - - (Y2 - yr) (2Z3 - ZI - Z2)-

2ud 2ud 

__ c_ (Y2 - Yl) (2Z"3 - Z"1 - Z"2) - :. (Z"2 - Z"I)} i + {~(i/l + 1/2) + 
2ud d 2 " 

+~ (ii2 - i/I) + 2: (2Z"3 - Z'l - Z"2) - ; (ii2 - i/I) (Z2 - zr)-

3c 3c c (""" """)} - d2 (Y2 - yr) (i2 - Zl) - d2 (Y2 - yr) (Z2 - zr) - d2 (Y2 - yr) z 2 - z 1 j 

+ {~ (Z'1 + Z"2) + ~ (Z"2 - Z"I) + .!:.- (2Z"3 - Z"1 - Z"2) + 6c Uh - Yl) (Y2 - Y1) 
2 d 2u d2 

+ ~~ (Y2 - yr) (ii2 - ii1)} k. (19) 
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4. Modell für die Bestimmungen der Maßtoleranzen 

Da man die Bewegungskoordinaten des Fahrzeugkastens mit Hilfe eines dy
namischen Modells [11] ausrechnen kann, sind die Bewegl!llgsmerkmale eines 
gewünschten Punktes allein mit diesen Bewegungskoordinaten z. B. mit 
einem pe-Programm präzise zu berechnen [8,9]. So können die Werte der 
geometrischen Maßtoleranzen im Eisenbahnoberbau aufgrund des :vIodells 
laut Abb. 6 bestimmt werden [8,12]. 
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