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Summary

ON LINEAR ADJUSTMENT AND REGRESSION OF MEASURED VALUES — There
are three different ways in use for the linear adjustment of the observed values of two random
variables by means of the least squares’ method, that is, applying distances of control points
from a fitting straight line measured along the ordinate and the abscissa axes, or orthogo-
nally. In the following, a general method for linear adjustment will be discussed, involving all
2o classic computation methods as special cases, and vielding a so-called ..adjustment
ight line adjoined to an arbitrary specified distance direction”.

i

Zusammeunfassung

Der Verfasser macht darauf aufmerksam, dall man die lineare Ausgleichung der Beo-
baebtungswerte zweier Zufallsgroflen mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate auf drei
verschiedene Weisen auszufithren pflegt. niémlich durch Benittzung der in Richtung der Ordi-
naten- und der Abszissenachse gemessenen, bzw. der orthogonalen Abstiinde der Grund-
punkte von einer Approximationsgeraden. In dieser Arbeit wird nun eine solche allgemeine
JMethode der linearen Ausgleichung untersucht, welche alle drei genannten klassischen Rech-
nungstypen als Spezialfélle umfafBt urd die sog. szu einer beliebig vorgeschriebenen Abstands-
richtung adjungierte Ausgleichungsgerade« lefert.

1. Es wird eine vermutete lineare Abhéngigkeit zweier Zufallsgréfen
x und y untersucht, fiir welehe n Paare (n > 2) von zusammengehdrigen
Beobachtungswerten:

(xl? .}Vl)5 (x'2= _}"2): toroee (xm )"rz) (11)

vorliegen. Dann erhilt man bekanntlich mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate eine Gerade, die in der xy-Ebene die Punkte (1.1) «in threr Gesamtheit»
am besten approximiert, d.h. die Beobachtungsfehler in diesem Sinne aus-
gleicht. Dazu pflegt man die Gleichung der gesuchten Geraden in einer der
Fermen:

o~

(1.2)

¥ = ax -+
oder

x=Ay + B (1.
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zu schreiben, so dall die Extremumaufgabe

n

2 [ax; + b) — ¥, = Minimum (1.4)
=1
bzw. ihr Gegenstiick
n
2 [(4y; + B) — x;}* = Minimum (1.5)

i=1

zu lésen sind. Geometrisch ausgedriickt: man hat die Quadratsumme der in
Richtung der Ordinaten- bzw. Abszissenachse gemessenen Abstéinde der
Punkte (1.1} von der Geraden (1.2) bzw. (1.3) zu minimisieren, wobei die
Koeffizienten a, b bzw. A, B als Unbekannte auftreten.

Wir moéehten betonen: fast ebense oft kommt in der Literatur eine
dritte Variante der linearen Ausgleichung vor, welche sowohl fiir theoretische,
als auch fiir praktische Zwecke wichtig ist. Man kann ndmlich anstatt von
(1.4)—(1.5) die Quadratsumme der orthogonalen Abstinde der Punkte (1.1)
von einer gewissen Geraden minimisieren, wodurch sich eine sog. Gerade der
orthogonalen Regression ergibt [4].

Die erwihnten drei Ausgleichungsarten liefern patiirlich im allgemeinen
voneinander abweichende Resultate. Setzt man der Kiirze halber

_ 1z - 1 2 X
PelZx §=- 3 (L6)
n = ni=1
und
f=x—k n=y—5 (1.7)
Ei:.\ff'—;,"lh“—“y,"—? (i:l,Z,...?n)

so 146t sich die Gleichung der fraglichen Geraden in folgende Form bringen:

n=1t-& (1.8)
wobei ¢ der Reihe nach die Werte!
n . 1 N
2 S H
=, =, (1.9)
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bzw. eine Wurzel der Gleichung
2 2 - : 9 o 2 -
"Zl:mf - t'Z,;(E; — ) — 2 Em=0 (1.10)
= o=

bedeutet. (Vgl. z. B. [1]—[4] und [6]—[8].)

! Im Falle des zweiten Bruches bedeutet das Verschwinden des Nenners einfach L/t = 0
womit (1.8) in § = 0, d. h. in die 7-Achse tbergeht.
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Wenn wir uns alle Punkte (x, y,) jeweils mit gleicher Masse versehen
denken, so stellt (x, y) den Schwerpunkt des Systems (1.1) dar. Es ist merk-
wiirdig und héngt mit einer mechanischen Interpretation zusammen, daf}
«ine Ausgleichungslinie nach den obigen der Punkt (x. y) stets enthalten muf}.

2. Die angedeuteten kErgebnisse legen den Gedanken nahe, eine solehe
Art der linearen Ausgleichung zu finden, welche alle drei klassischen Rech-
nungsmethboden als Spezialfille umfaBt, also als eine gemeinsame Ferall-
gemeinerung derselben anzusehen ist. Diese Zielsetzung ist umso mehr moti-
viert., weil die Richtung der in der Summen (1.4)—(1.5) vorkommenden
Strecken eigentlich willkiirlich ist, nimlich von der Wahl des zugrunde geleg-
ten Koordinatensystems abhingt.

Daher beschéaftigen wir uns im weiteren mit den folgenden Problemen:

-

(I) Es seien ein ebenes, rechtwinkliges £-System und in ibm ein end-

emd

liches Punktsvystem (&,7%,) (i=1,2....n: n>2) vorgegeben, so daB

n

7
> &= 3= 0ist, d. h. der zugehérige »Schwerpunkt« mit dem Anfangs-
i=1 z—l

punkt 0 des Koordinatensystems zusammentdllt. Angenommen sei noch eine

durch 0 gehende Gerade g, die mit der &-Achse einenfesten Winkelp(0 < ¢ <7 =)
einschliefit: man bezeichne mit s; die Linge derjenigen zu g parallelen Strecke,
welche den Punkt (&, 1,) mit einer vorlZufig unbestimmten. durch eine Glei-
chung der Form 5 = T - & (T == tg¢) charakterisierten Geraden verbindet.
Wie hat man die Richtungstangente T zu wihlen, damit die Quadratsumme

n

[ss] = Z‘ §? (2.1)

moglichst klein wird 22

(I1) Der letztgenannte Wert von T ist als Funktion von 7 = tg @ niher
zu diskutieren, und die vorausgeschickten klassischen Ausgleichungstypen
sollen in den so erhaltenen Rahmen eingebettet werden.

3. Um das Problem (I) zu untersuchen, bemerken wir vor allem, daf
die gesuchte Ausgleichungsgerade im Falle. wo simtliche Punkte (£,.7,) auf
einer gemeinsamen Geraden G liegen, offenbar mit dieser Geraden G identisch
ist. Denn es gilt ja stets [ss] > 0 und der kleinstmigliche Wert von [ss],
ndmlich Null, ist gerade in der erwihnten Situation erreicht, wie auch g
vorgegeben wurde.

Deshalb wird im folgenden der triviale Fall der Kollinearitdt von (£;, ;)
(i =1.2.....n) immer ausgeschlossen. so daf} die wohlhekannte Cauchysche

n
?Von hier an wird die Gauflschie Schreibweise [ur] = X u; benutzt.
=1

i=
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Ungleichung

1t n n
(3w < ( Zun o) (1)
(wobei das Gleichheitszeichen nur fiir »proportionale¢ reelle Wertsysteme
{u;}, {v;} giiltig ist; s. z. B.[5], 44) die Bedingung
[En]? << [£€]0mm) (3.2)

impliziert. Wir wollen die mit dem Richtungswinkel ¢ gekennzeichnete, durch
0 gehende Gevade g Ordnungsgerade, die bei der Bildung der Quadratsumme

Q = [ss] (3.3
benutzte Gerade 5 = T'% (T == tg¢) Approximationsgerade, die { minimisie-
rende Gerade n=if die zu (§,7,) {=1,2....,n) und ¢ (oder g) gehdrige

Ausgleichungsgerade nennen (Abb. 1).
Zunichst wird gezeigt:

Th
T [
e
: >
g:p= -
2 RS RN \
R © X
N %///
N P (601 7a)
<P v
</ URN §
N
7 \\
(5% o % .
e
ET) :/ /
Abb. 1
Satz 1. Die zum Punktsystem (£, 7,) ({ = 1,2, ..., n) und zum Winkel

@ gehorige Ausgleichungsgerade existiert dann und nur dann, wenn ¢ = w/2
oder @ == /2 und tge == [&n]/[£&] ist. Unter diesen Bedingungen wird die
Richtungstangente der Ausgleichungsgeraden wie folgt dargestellt:

(= Lleosg = [Enlsing (o (3.4)
[En] cos ¢ — [EEleing
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Beweis. Die Gleichung einer Geraden im £7-Koordinatensystem, welche
den Punkt (&, ;) enthilt und mit der £-Achse den Winkel ¢ einschlieBt,

128t sich in der Form schreiben:

(n — i) cosp = (& — &) sing;

und ihr Schrittpunkt (&7, #f) mit der Approximationsgeraden 7 = T'§, deren
Richtungswinkel von ¢ different vorausgesetzt wird, ergibt sich nach ein-

facher Rechnung:

e 7, cos p — & sin p 7 c08 p — & sin
= - s ni =T -
Teosp — sing T cosp — sing
Mithin ist der Abstand des Punktes (3.5) von (§;. ;)
. | Y L i
o =2 FN2 > 7 . :
Sy == 1; (E - >i') - (7 — f;,) = ;[ (t =1,2,..

. Teosqp —sing

und daher

7

1 n .
>20ET — )=

(T cos ¢ — sin@)? =5
= (T cos ¢ — sin @) H[EE]T? — 2[i71T + [mm])-

Q= [ss] =

L4

Inshesondere erhilt man fir ¢ = 7/2:

Qoo = [§5]T? — 2[EN]T -+ [m].
wihrend fir die tibrigen Félle:

>

— ([£6]T2 — 2[£0]T -+ [50])

mit ¢ == 7/2, T = tgg.
Nun wird die Bedingung

dQ s )
Z¥al2  9rEE1T — 2[in] == 0O
o7 [&¢] [59]

dann und nur dann erfiillt, wenn

Coleg

und dieser Wert minimalisiert (_, tatsdchlich, da

Tz _ppes >0,

dar*

—~~
(9]
913

—

o )

(3.7)
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Andrerseits ist die Ableitung von (3.8):

.(z[sé]T_z[EnD}=%{T<[:u]_r[ssn (xtn] — L)} fp = 7

und der letzte Ausdruck verschwindet gerade dann, wenn

T([&n] — =[£€]) = [mm] — =[&n]. (3.10)

In dieser Gleichung verschwindet aber der Koeffizient von T gewil nicht.
weil man sonst aus v = [£y]/[££] und (3.10) auf [££][nn] = [én]® schlieBen
kénnte, in Widerspruch zur Annahme (3.2). Also kann (3.10) nur im Falle

L) (3.11)

[rs
[)-;-
ss

gelten, und dann ist die Bedingung mit

T — ["7‘/1 — 7:[;'77] (3.12)
[&n] — 7[&E ‘
gleichgiiltig.
Setzt man den letzten Wert von T in der zweiten Derivierten

2, i 1 =2
PO 20T opren - o) - ([58] — 4e[En] < 3[nn])}

dT? (T — 7)*
ein, so entsteht die Summe

21_;_2 ol — 1 :5‘4 noo 5
( ) [ /J [ ]L > (15 — 771‘)_‘7
{tm] — «([&n] =1 =

welche wegen der Nicht-Kollinearitit der Punkte (§;, 1;) und (3.11) bestimmt

positiv ist.

Insgesamt ersieht man: ¢ kann dann und nur dann minimisiert werden,
wenn ent“eder @ = w2, oder ¢ = 72 und 7 == [En]/[5&] ist: und in diesen
Fillen wird das Minimum fiir (3.9) bzw. (3.12) erreicht. Beachtet man noch
die Bedeutung von 7, so folgt eben die Behauptung.

4. Betrachten wir jetzt Problem (II) und diskutieren vor allem den Zu-
sammenhang zwischen den Richtungstangenten ¢t und 7 = tg@. Dazu ist
es zweckmifBig, auch fiir den Richtungswinkel der Ausgleichungsgeraden eine
Sonderbezeichnung # mit 0 < # <~ 7 einzufithren und t = tgd (¥ == 7/2) zu
setzen. (Vgl. Abb. 1.)
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Es ist klar, dafl die einfachsten Spezialfille von (3.4):

= L%—)Lll fiir P o= —:{—. (4.1)
[£€] =

P ) S (4.2)
[£0]

sind, also die klassischen Fille (1.9) einer mit der 7-Achse bzw. mit der &-Achse
iibereinstimmenden Ordnungsgeraden.

Wiahlt man aber g senkrecht zu der Ausgleichungsgeraden, d.h. nimmt
man ¢ = § — 7/2, also 7 = —1/t an, s0 bekommt man aus (3.4):

[ = [mm] — [En](=17%) _ [t = [&n] .
[en] — [EE)(—1/ty  [&nlr - [&&
[En)e? + ([E5] — [yt — [En] = O. (4.3)
Das ist genau die Gleichung (1.10) fiir die Gerade der orthogonalen Regression.
Auf Grund dieser Formeln 148t sich ¢ und damit die Ausgleichungs-

gerade selbst eindeutig bestimmen. Einerseits haben (4.1)—(4.2) die Dar-
stellungen

I are ctg E:yq fiir ¢ =0, :
§ — [’Z'?] (4.4)
&1 .. T
[ arc tg P fir == 5

zur Folge, wobei natiirlich die Beschrankung 0 <{ 4 < 7 in Betracht zu ziehen
ist. Andrerseits gibt es stets eine einzige Gerade mit einem spitzwinkligen ¥,
fiir welche ¢ die Gleichung (4.3) befriedigt, und diese wird eigentlich in der
Literatur »Gerade der orthogonalen Regression« genannt. Ist ndmlich [{n] = 0,
so haben wir einfach t = 0 d.h. # = 0 zu nehmen. (Vgl. auch (4.1).) Ist aber
[En7] == 0, so besitzt (4.3) offenbar eine positive und die negative Wurzel wegen

([68] — [ml)* + 4[&nP > {[&8] — D)
und derjenige Winkel 4 € (0, z,2), welcher der erwannten positiven Nullstelle
ol — [EE] 12 112 —
L= {( L) — [£5 ) . 1} o m] — [E€] (1.5)
2[$n] 2[&n]
entspricht, kennzeichnet eben die fragliche Gerade.

Ubrigens kann man im letzten Fall auch so leicht zum Ziele kommen,
dafl man (4.3) mit Hilfe der Formel

2tgd

Ry pyry
Lt g

(1.6)
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folgendermaflen schreibt:

(4.7)

und 9 € (0, 7/2) hieraus berechnet. Bemerkt sei ferner: Fiir [£] == 0 falit
die negative Wurzel der Gleichung (4.3) mit demjenigen Wert von 7 zusam-
men, welcher bei der Geraden der orthogonalen Regression dem #-Wert (4.5)
zugeordnet ist; d.h. diese Wurzel ist die negative Reziproke von (4.5). Denn
es ist unmittelbar ersichtlich, dafl ¢ und v = —1]t gleichzeitig der genannten
Gleichung geniigen.

Was die allgemeine Beziehung zwischen t und 7 anbelangt, so liefert
Satz 1 fiir ¢ == /2 und 7 = [§n]/[&&]:

_ [l — (&) (
&) — [E8]

W
[==]
e

oder
([8]e — [EnD([ES] — [En]) = [EnD® — [£E1mm]. (4.9)

Die Parameter ¢ und 7 sind also gebrochene lineare Funktionen voneinander:
es handelt sich sogar um eine véllig symmetrische Beziehung dieser Grofien.
Wenn wir (4.8) auf die Gestalt

_ L] [l — [£5][m] 1 (4.10)
[££) [££] [£E]r — [&n)

bringen und derivieren, so entspringt:

L1 1

dv ([£8]z — [&n])®

wobei die rechte Seite wegen (3.2) iiberall positiv ist. Dies bedeutet, dafl die
Funktion (4.8) sowohl vor als nach der Sprungstelle [£7]/[££] streng monoton
wichst.

Zusammenfassend kann man sagen:

dr_ [EE]lm] — [P ( E;n” (4.11)

Satz 2. Die Richtungstangenten 7 und t der Ordnungs- und Ausgleichungs-
geraden sind zueinander in gebrochener linearer Beziehung, die im 7i-Koordi-
natensystem durch eine gleichschenklige Hyperbel dargestellt werden kann.

Die Asymptoten dieser Hyperbel sind die Geraden t = [&n]/[££] bazw.
7 = [£n]/[££], und die Hyperbelzweige rechts und links von letzteren Geraden
nehmen gleichfalls monoton zu. Die Gerade t = 7 bildet eine Symmetrieachse
der Kurve.

Die Verhiltnisse sind fiir den Fa.ll [£n] > 0 in Abb. 2 veranschaulicht.
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5. Schlieflich geben wir ein Resultat an, das besagt: die Gerade der
orthogonalen Regression zeichnet sich unter allen Ausgleichungsgeraden
dadurch aus, daf} sie eine gewisse Extremumeigenschaft besitzt. Genauer
formuliert, gilt

Satz 3. Es sei das Minimum der Quadratsumme (3.3), das fur eine Aus-
gleichungsgerade erreicht wird, als Funktion der Richtungstangente ¢ betrach-
tet. Alle méglichen lokalen Extrema dieser Funktion liegen an den Nullstellen

der fiir die Gerade der orthogonalen Regression charakteristischen Glei-
chung (4.3).

Bewets. Fiihren wir fiir die fragliche Funktion die Bezeichnung g = ¢(2)
ein. Man erhélt leicht aus der Darstellung (3.8) fir die Quadratsumme (3.3).
wenn man ¢ anstatt T schreibt und 7 mit Hilfe der Formel (vgl. (4.8))

o Do) — el

. (5.1)
[&n] — 2[&¢]
eliminiert.® folgenden Ausdruck von ¢(z):
EET __ J¢& 2 ’ . 2
o (058 = [50])° + alén] — L) 6.2

?[55] — 2e[En] + [n7]

3 Hierbei ist selbstverstiandlich & = /2 und t &£ (&7)/[£€] vorauszusetzen.
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Daraus bekommt man nach Differentiation und zweckmiBigen Umfor-
mungen:

dg _  2[EE][m] — [P
ar@ls] — 2] — L)
Der Zihler auf der rechten Seite von (5.3) ist laut (3.2) eine positive

Konstante, so dafl dg/dt nur dann verschwinden kann, wenn ¢ einer Wurzel
der Gleichung (4.3). d.h. im Falle [55] = 0 der Null, sonst einem der Werte

ML b S R T SN 63 W 64

{£l&n] + (6] — [m]) — [&0]3- (5.3)

gleich ist.

Nun kann man sich einfach davon iberzeugen, daBl die Funktion
g = ¢() fir [&n] = 0 im Punkte 1 = 0, fiir [£4] == 0 an den Stellen i = ¢, > ¢
und ¢t = #, < 0 je ein lokales Extremum (Maximum oder Minimum) besitzt.
Denn im ersten Fall entartet die linke Seite vom (4.3) zu ([5&] — [y im
zweiten Falle ist aber

[}t = ([58] — [oud)t — [&n] =[98 — 0)(t — 1)
so dafl dg/dt nach (5.3) an den genannten Stellen sicher das Vorzeichen wechselt.
Dies impliziert anl Grund der Obigen sofort die Behauptung.

Literatur

1. Hazay, L.: Ausgleichungsrechnung.* Tankonyvkiadé, Budapest, 1968.

. HmmvoneN, R. A.: Adjustment by Least Squares in Geodesy and Photogrammetry. I.
Ungar Publ. Co., New York, 1971,

. HurrzscH, E.: Ausgleichsrechnung mit Anwendungen in der Physik, Akad. Verlagsgesell-
schaft Geest-Portig K.-G., Leipzig. 1966.

. JIMHHHK, 10. B.: Meto HauMeHbIWHX KBAAPATOB [ OCHOBbI MATEMATHKO-CTATICTHYRCKOH
TeopHH 00paloTkn Habmoaenuil. PusmaTrus, Mocksa, 1958,

. Mixoris, M.: Reelle Funktionen und Orthogonalreihen.* Tankényvkiadé, Budapest, 1973,

6. Migoris, M.: Exakter mathematischer Inhalt von Korrelationsbeziehungen und die lineare
oder nichtlineare Regression.* Statisztikai Kjadé, Budapest, 1979, 406—413.

. Rerssmany, G.: Die Ausgleichungsrechnung (III. Auflage). VEB Verlag fiir Bauwesen.
Berlin, 1971.

. Worr, H.: Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. I'. Dimmlers
Verlag, Bonn., 1968,

o

B

(93}

oo

Prof. Dr. Miklés MixorLis, H-1521, Budapest.

* In ungarischer Sprache.




