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Summary

wn

SPECTRAL ANALYSIS OF MAPPING %: N+ }C\g — Description is given
the gpeetral analysis of mapping N:X — N X -+ X,‘q mterpreted in the space of pxg-
type matrices of comple\ elements where Ny = [(5, J~1] i,j= 1. ..., p.isa nilpotent matrix

of order p, and I '\a iz the transposed of Nj. M is shown to be a mlpotcnt operator “1tb thL ex-

ponent p -~ g—1. hence its eigenv Lctor~ are solutions of matrix equation NyX + X\' ==

For hnmrh independent eigenvectors Xm = [(— 1)1‘1 Oiv jusilbi=1.....p.j=1....,qa

Jerdan’s chain of principal veetors is produced, demonatmtmg them to ])e of maximum
LI

tenut

Zusammenfassung

Im Beitrag wird die spektrale Untersuchung der im Raum der \[atrlzen mit komplexen
Elementen vom Typ p ¢ interpretierten Abbildung M :X — N, X + X_’\T behandelt, wo
Np = [8;;_;}. i.j=1.....p eine nilpotente Matrix p-ter Ordnunrr ist, und durch NT die
Transponierte von Ny bezewhnet wird. Es wird bewiesen, daBl 91 ein nilpotenter Operator mit
Tndex p - g — 1 ist, <o sind seine Figenvektoren die Lésungen der Matrizengleichung N, X —
= \"(T = 0. Zu den linear unabhiingigen Elgenvektoren XP = [(— it 16,_,,] Y R _-1

.j=1,....q wird im Beitrag eine Jordansche Kette von Hauptvektoren hergestellt,
-oda'm wird beme:en daf} die H'\upt\ ektorketten von maximaler Linge sind.

1. Auf vielen Gebieten der Mathematik, so in Verbindung mit der Stabi-
litdt der Auflésung linearer Differentialgleichungssysteme ([1], [7]) bei der
numerischen Integration gewisser partieller Differentialgleichungen nach der
Methode der endlichen Differenzen ([3]. [9]) bei der Lésung von Integrale
mit entartetem Kern enthaltenden Integralgleichungen [8] kommt die Matri-
zengleichung der Form

(1.n) AX — XB* = (C
vor, wo A eine quadratische Matrix m-ter, B eine quadratische Matrix n-ter

Ordnung, € eine Matrix vom Typ m X n mit komplexen Elementen ist, und
B* die transponierte Konjugierte von B bezeichnet. In Spezialfdllen dient
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Gl. (1.1) zur Bestimmung von mit einer gegebenen Matrix auswechselbaren
Matrizen.

Zu den genannten mathematischen Aufgaben fithren viele Probleme der
Physik (Quantenmechanik [6]) sowie der technischen Wissenschaften. Die
schwingungstheoretischen Beziehungen der linearen Differentialgleichungs-
systeme, die Bedeutung des elliptischen und biharmonischen partiellen Dif-
ferentialgleichungen z. B. in der Theorie der Stahlbetonkoustruktionen ([4],
[5]) sind wohlbekannt. Gewisse Bemessungsverfahren gekriimmter Krag-
triger, Bogengewichtsmauern ([11], [12]) fithren zu Integralgleichungen des
genannten Typs.

Nach dem Gesagten ist es leicht zu verstehen, dafi die Gl. (1.1) seit dem
Ende des vergangenen Jahrhunderts bis zum heutigen Tag die Mathematiker
beschiftigt. Die Existenz- und Unizitdtsuntersuchungen haben viele Teilergeb-
nisse gebracht, und es wurden zahlreiche Methoden angewandi, um eine
explizite Losung zu finden.

Eine der grundlegenden Untersuchungsverfahren besteht darin, die
Matrizen A und B in Jordansche Form zu transformieren (s. z. B. GANTMACHER
[7]. RuraERrForD [14] und Ma [10]). Die Auflésung der Gl. (1.1) nach dieser
Verfahren fiithri zur Untersuchung der speziellen homogenen linearen Matri-
zengleichung

(1.2) N,X - XNT — 0.

In dieser Gleichung ist

(1.3) N, = [6i] ij=1ve.up

wobei ¢ das Kronecker-Symbol ist. N ist also die nilpotente Matrix p-ter
Ordnung, in deren erster schriiger Zeile ithber der Hauptdiagonalen Einser,
an den iibrigen Stellen Nullen stehen. N} bezeichnet die Transponierte von N,.

Die Losung von Gl. (1.2) ist im wesentlichen bekannt (s. z. B. [7],
[13]). Unter Anwendung dieser Ergebnisse ergibt sich, daB GL (1.2) linear
unabhiingige Losungen der Zahl min(p, gq) hat; die allgemeine Lésung hat im
Falle ¢ < p die Form

(L4) X — 3¢ X0
f==1

wo ¢, beliebige Konstanten, X{) (t = 1,...,¢) das volle System der linear
unabhingigen Lésungen sind. Die Lésungen X kénnen in Form

(1.5) X0 = [(— 1115, ) 1; =1..,p
j=1...,¢
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gewihlt werden, also

(1.6) X0 —

(_ 1)1-—1

E+ sei bemerkt, daf} sich im Falle g = p die allgemeine Losung in der Gl (1.4

zhnlicher Form ergibt, und die linear unabhfngigen Lésungen die Tlanspe-
nierten der Matrizen (1.6) sind.

Bei der Untersuchung der Eigenfunktionen gewisser Integraloperatoren
sam Witowa [15] direkt zur spezialen Matrizengleichung der Form (1.2).
Dadurch wurde sie zu der spektralen Untersuchung [16] der im Raum der
Matrizen mit komplexen Elementen vom Typ p X g. interpreticrten Abbildung
(1.7) N X — NX +

J

veranlaBt. Es ist offensichtlich, daBl die Bestimmung des zum Eigenwert
@ der Abbildung & gehérenden Eigenvektorsystems eine mit der Auflésung
von Gl. (1.2) identische Aufgabe ist. Auf die Erkenntnis dieser Beziehung
cestiitzt, stellte WiTowa — von den Eigenvektoren der Form (1.5) ausgehend
— ein linear unabhingiges System der Hauptvektoren her. Dieses System
ist jedoch nicht vollstindig, die Hauptvektorketten sind nicht von maximaler
Lénge,

In der gegenwirtigen Arbeit sollen die spekirale Untersuchung des
Crperators &, die Ergidnzung und Weiterentwicklung der von Witowa erhalte-
zen Ergebnisse behandelt werden.

2. In diesem Abschnitt werden einige vorbereitende Bemerkungen ge-
macht, Definitionen gegeben und einige Sitze angefiihrt, die im weiteren
angewandt werden sollen.

Da der Operator (1.7) linear ist, wird im weiteren der Einfachheit halber
die Bezeichnung

2.1) NX = N, X + XNT

benutzt werden.

Es 1aBt sich leicht nachweisen [16], daB es geniigt, sich auf den Fall
¢ - p zu beschrinken. weil der ¥all ¢ > p auf diesen zuriickgefiithrt werden
kann. Daher wird bei den weiteren Untersuchungen stets angenommen, daf}
7<p.

Es seien im weiteren durch K der komplexe Zahlkérper und durch
g der lineare Raum der Matrix vom Typ p xX¢ mit komplexen Elementen

i
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hezeichnet. Eine Basis dieses Raumes wird durch die Matrixeinheiten E;;

zebildet:

9 « s < y,i:1,...,,

(2.2) (Bi)yr = 8,00, 7 P
v, j=1...,4.

Bei der Behandlung sind folgende Definitionen notwendig.

Definition 2.1. Eine Matrix V = [v;;] vom Typ mXn wird I-te Neben-
diagonalmatrix genannt, wenn im Falle bei £ — j == [ 1:

l:f,i:G(Zzlezz-.-,lnﬁ—lL—-l)_

Es sei nun g < p.

Definition 2.2. Eine Nebendiagonalmatrix vom Typ p¢ wird im Falle
von I < q obere Nebendiagonalmairix, im Falle von I > p untere Nebendiagonal-

matrix genannt (I =1,...,p +¢—1).

Da die Summe der I-ten Nebendiagonalmatrizen und auch ihr Produkt
mit einer Zahl wieder I-te Nebendiagonalmatrizen sind, ist es offenbar, dafl
deren Menge M, den Unraum des Raumes prq bildet. In dhnlicher Weise
hilden die Mengen F, bzw. 4, der oberen bzw. unteren Diagonalmatrizen die
Unriume von prq t=1....¢).

Ist 1 <7 q. dann definieren wir

und ist I > p, dann definieren wir

Die Basis von F, ist K., (u==1,....t). Das bedeutet, daf

(2.3) VOCF, =VO = -S: LIS ONE R
==
wo v, € K.

Die schematische Form von V® ¢ F, ist:

Die Basis von 4. ist E

i —pl—p, gt

(p=1,....1).
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Daher gilt

(2.4) VO ¢ A, = VO = 2 v, B
_[[:1 :

Die schematische Form von ¥V ¢ 4, ist:

i

k
S e

Es wird bemerkt, daBl im Falle ¢ > p die Unriume F, bzw. 4, in &hn-
licher Weise definiert werden konnen, und ibre Vektoren die Transponierten
der Matrizen der Formen (2.3) und (2.4) sind.

Nun wird die beliebige Potenz mit nichinegativen ganzzidhligen Expo-
nenten des Operators J0 unter Anwendung des folgenden Satzes hergestellt.

Satz 2.1. ([13], I1. 6. Satz 11, S. 342). Ist Z, eine Matrix vom Typ m X n,
und sind P und @ quadratische Matrizen m-ter bzw. n-ter Ordnung, so kann
das r-te Glied der dureh die Rekursion

(25) Z,’; = PZ;’;—I — ZI(—IQ

definijerten Matrizenserie mit Hilfe von Z, in der Form

(2.6) Z, = 3>(-1y {r‘ Pr+Z, Q" (r=20,1,...)
=0} ¥
ausgedriickt werden.
Wenden wir die Rekursion (2.5) auf den Ausdruck (2.1) bei der Wahl von
Z,=V¢K,, P=N, Q=N

an. Dann 148t sich die k-te Potenz des Operators 9 in der Form

2.7 Z, = OV =
(2.7) . % (v
herstellen (k= 0,1,...).

Der niichste Satz bezieht sich auf die Invertierbarkeit einer aus binomi-

alen Koeffizienten bestehenden Matrix, die in Abschnitt 4 eine wichtige
Rolle spielen wird.

\k—-uv NT).:

Satz 2.2 [2]. Es seien die Elemente der Matrix
(2.8) A = [ay]
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die binomialen Koeffizienten

n [
a;; = } 1,7:==0,...,8

m-=j—1

Hier sind n und m beliebige nichtnegative Ganzen unter der Bedingung n > m,
und der Definition gemif

n

17— 1

}:O, wenn n <" m--j — i oder m -+j —i<0.

Dann ist die Matrix A nichtsinguldr.

Es wird bemerkt, dafl dieser Satz die Invertierbarkeit formmiBig ver-
schiedener Matrizen ausspricht. Dementsprechend ndmlich, ob m <(s bzw.
n — m < s, stehen in den linken unteren bzw. rechten oberen Diagonalen
der Matrix (2.8) Nullelemente; sind also beide Bedingungen erfiillt, dann ist
(2.8) eine Bandmatrix, jedoch im Falle von m > s, n — m > s ist keines der
Elemente gleich Null.

3. Untersuchen wir, wie der Operator (2.1) auf die Matrizen V¢ K,
wirkt. Durch die Multiplikation mit N, von links werden die Elemente von
V um eine Zeile aufwirts, durch die Mu}'iiplikation mit NZ von rechts um
eine Stelle nach links verschoben. Daraus folgt. wenn )

VeM,
dann 7
SNV eM, ;.
also
M, — M, ;.
und

i M, — M, (k<1—1).

Untersuchen wir nun die Wirkung des Operators I auf dle Matrixein-
heiten E;;. Setzen wir in (2.7) V = E;; ein:

k(B
E, = > (v] N—vE, (NT)".

Da

/ NE;; = Ej—p4y s
E NIy = Eija
ergibt sich
) E ok .
(3.1) SUE, = iv’Ei_m,j_v-
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Wenden wir den Zusammenhang (2.7) auf die in Form (2.4) hergestellte
Matrix V® € 4, an; es ergibt sich

¢ i LT3
SRy () — 7k — .
(3'2) IV = 2, vlu.g)t EP’:‘l_}Lv qp—f T Z Ty Z pHl—l—utv, g—i+u—v*
u=1 n=1 y=0 (V)

Fiir die weiteren Ausfithrungen ist der ndchste Satz wichtig.

Satz 3.1. Ist V¢ 4,, dann gilt
gpra-2YO ¢ B

Nachweis. Wenden wir die Formel (3.2) auf bk = p -+ g — 2t an:

+1—g—pty, g—itp—y

, t PHe=2 [p L g — D
P+ g-—-AYE) ” p+qg— = —
YO = S, 3| ey =

=1 ya=l)

H prg—% 'p _ q— %)
= 2% Z [ lEt—l—l“(c‘.-I—;-v),q—i—;—g;hr'
u=1 gz} Y v ]
Die Bezeichnung » = ¢ — ¢ -— y -— v eingefiihrt, ist es klar zu erkennen,
daBl die Matrizen

E

JE T

in den Gliedern der Summe die Basisvektoren von F, sind, die nur im Falle
1< #<t von Null verschieden sind, daher geniigt es, die Summierung
innerhalb dieser Grenzen vorzunehmen. Dann erhilt man:

(3.3) Fip-a-21YO — p+g—2

=] ly:'{ (1 — 1 [u -— X
Durch den Vergleich mit (2.3) ist die Behauptung nachgewiesen.
4. Im weiteren wird zuerst ein Satz bewiesen, der fiir die spektrale

Untersuchung des Operators (2.1) von grundlegender Bedeutung ist, jedoch
auch an sich ein interessantes Ergebnis davstellt.

Lu.) | DI

Satz 4.1. 81 ist ein nilpotenter Operator von Index p 4+ ¢ — 1.

Nachweis. Untersuchen wir die Formel (2.7) mit der die k-te Potenz
des Operators I hergestellt wird. Da N, und N, nilpotente Matrizen mit
Index p bzw. ¢ sind, verschwindet hei der Wahl von

k>p+qg—1

in jedem Glied der Summe auf der rechten Seite von (2.7) einer die nilpotenten
Faktoren, also erhilt man

(4.1) NP1V = 0
fir jedes V€ K .
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Nach der Identitdt (4.1) ist der Index des Operators O hochstens gleich
p + g — 1. Nun sieht man ein, daB or auch nicht kleiner sein kann. Da
ein OPerator mit nichtnegativen Elementen ist, geniigt es, seine Wukung
auf eine aus lauter positiven Elementen bestehende Matrix V zu betrachten,
denn dann ist

t == 1

(4.2) @FEV),; =0 TP
j= 1; ceng
also ist (2.7) die Summe nichinegativer Glieder.
Nehmen wir an, dafl bei kK < p 4+ ¢ — 1 fiir ein beliebiges V — also
z. B. auch fiir die Matrix
. p g
V=S SE.
=1 /=1

— SV = 0 gilt; daraus folgt wegen der Annahme (4.2) beziiglick V,
daB in (2.7) alle Glieder gleich Null sein werden.
Aber so

( k l\p 15’, )IL——D 1.z .
\k — p -+

Daraus folgt M*V =< 0, gerieten wir zu Widerspruch.

Folge. Da der Operator 9 nilpotent ist, sind alle seine Eigenwerte
gleich Null. Deshalb kann die Lésung der homogenen lincaren Matrizen-
gleichung

N, X —+ XNT =20

als die Bestimmung der zu der Eigenwertaufgabe
X = ;X

gehdrenden Eigenvektoren aufgefalit werden.
Nach den vorigen Ausfilhrungen bilden die Matrizen (1.6) X (¢ = 1,
...q) ein linear unabhingiges Eigenvektorsystem des Operators &. Da
X{ ¢ F,, 4Bt es sich nach (2.3) in der Form

t
(£.3) X = 3 (—1)""Epy—n

x=1

herstellen.
Satz 4.2. Zu jeder Matrix Xg’) existiert eine Matrix V¥ ¢ 4, daf}
(4.4) Mp=a-2y 0 = X0
gilt, d.h., daf§ die Matrizen
(4.5) VO_ VO, aip-a-2y®
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cine Jordansche Kette bildende Hauptvekioren des Operators 8 sind (¢t =1,
-.-¢- 9 p)

Nachweis. Wir sahen, daB X% ¢ F,. dabei gilt auch nach dem Satz 3.1
MUV ¢

Man muB einsehen, daB die Elemente v, der nach (2.4) hergestellten
Matrix V® so gewihlt werden konnen, daB (4.4) erfiillt sei.
Setzen wir in Gleichheit (4.4) die Ausdriicke (3.3) und (4.3) ein.
t
>

14
d(@ﬂ

r=1 \p==1

(4.6)

—qg-— 2t 1 ! .
LA J U_LL) EH-I—%,% = 2 (_ l)tTKEi+1*x,x'

i se=]

q—t-+u— =
Wegen der Eindeutigkeit der Herstellung mit Hilfe der Basisvektoren

L:edeutet die Gleichheit (4.6) die Bedingung
‘' p-+q— 2t

(4.7) { 1 ‘
e R e e

’U.u:(“”]-)f;:{ E=1,...1

also ist es notwendig, die Auflésharkeit der Gleichungssysteme der Form
(@ N zuprifen{t =1,...,9).
Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems lautet:
p—+—q—2t

- '] .j=1....t
g—t—j—1

Nach Satz 2.2 ist die Matrix (4.8) bei keinem der in Frage kommenden
Werte von ¢ singulér, so hat das Gleichungssystem (4.7) fiir jedes ¢ eine ecin-
deutige Losung, und damit ist der Beweis des Satzes beendet.

Im weiteren ist nachzuweisen, dafl die hergestellten Hauptvektorketten
von maximaler Linge sind. Um dies zu beweisen, geniigt es einzusehen, daf}
die in der Form (4.5) hergestellten Hauptvektoren die Basis des Raumes K

bilden.

(4.8) Azhﬂz[

DXgG

Satz 4.3. Die Hauptvektoren der Form (4.5) (¢ ==1,...,¢) bilden ein

vollstindiges, linear unabhingiges System.

Nachweis. Die Zahl der Hauptvektoren des Operators §list nach Satz 4.2

q e
) . ! [ 5qlg+1)
f,f,,] (p+qg—2t+1) —Q(P“x_‘l'?‘l)‘z"‘—‘é—‘"‘l’gf
was mit der Dimensionszahl des Raumes K iibereinstimmt.

pXg
Es muB noch nachgewiesen werden, dafl die Haupivektoren (4.5) linear

unabhingig sind. Es liegt auf der Hand, da8 jene Hauptvektoren linear
unabhingig sind, deren von Null verschiedene Elemente sich verschiedene
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Nebendiagonalen entlang befinden. Daher geniigt es einzusehen, daB fiir
irgendein k die Vektoren

(4.9) JE-IVO), JE-2V@), | JTF-rVD
linear unabhingig sind. wo V
ferner
E<p-+gq—1.
Bezeichnen wir im weiteren die Matrizen (4.9) durech V,, ¥,,...,V,. Da
P91V = 0 (t=1,...,¢).
existiert ein Index s, bei dem
MV, =0, IV, =
{4.10) WV, =0, Je~V, =0

T, = 0, TV, = 0.

Nehmen wir an, daf} fiir irgendein [ <{r die Vektoren V, V; ;, ...V
linear abhingig sind, d.h.

r

;
2 ¢V, =10, wo 2c2 == 0.
va=] y=[

Dann ist

r r
961 3 ¢,V,) = 3¢, (§171V,) = 0.
=] pa=]

In dieser Summe ist wegen (4.10)
SV, =0 v=1-+1,...,7,
jedoch
IV, = 0.
Daraus folgt, daBl ¢, = 0. Das bedeutet, dal}
r
Z ¢, V, =0,

vz

d.h., da§ auch V,_,.. .,V schon lmear abhingig sind.
Wird nun der lineare Zusammenhang der Vektoren (4.9) angenommen,
d.h. wird angenommen, dafl

T r
2V, =0 und Yct=0,
pe=l y==1
dann folgt daraus im Sinne der vorigen Ausfiihrungen, daB
e, =0; r=1,.

Man kommt zu einem Widerspruch, die Vektoren (4.9) sind also linear unab-

hingig.
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Ein interessantes Ergebnis der Saize 4.2 und 4.3 ist, wenn die Eigen-
vektoren X als Nebendiagonalmatrix der Form (1.6) gewihlt werden, dann
1aBt sich zu diesen eine aus Nebendiagonalmatrizen bestehende Hauptvektor-
kette Lkonstruieren. Aus Satz 4.2 ist auch ersichtlich, daf} die mégliche Linge
der Ketten p tq+ 1 —2t t=1,... ¢) ist.

Das auf dle elemen‘caren Telle unformulierte Ergebnis lautet:

Die elementaren Teiler des nilpotenten Operators 91X = N, X 4 XN] haben
die Form
APTOTIZM (p=1,...,¢q).

Die Exponenten der elementaren Teiler dndern sich also einer avithme-
tischen Progression geméﬁ Man erhilt im Falle t = 1 den héchsten Exponen-
ten und dieser ist p -+ ¢ — 1, was damit dbereinstimmt, dafl der Nilpotenzgrad
des Operators O p + g — 1 ist. So darf die interessante Feststellung gemacht
werden., daf} der Operator & dann und nur dann einen linearen elementaren
Teiler hat, wenn ¢ = p.
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