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Summary 

РОI:\"ТГ\G OUT ТНЕ GROUP ор I:\"DEPEXDEj\~T YARIABLES FOR АХ ОР
ТПП}2\l LE'\EAR PROGl\OSТIC -- А method 1щs Ьееп outlil1ed for solying а classica! 
ртоыll1 il1 mat!1ematical statistics: Ьо\\- to select from а set ofl1umerical, independent random 
...-агiаыss а group il1 the cl05est lil1car group-,,-ise cOIll1ection ,,-ith the fUl1ction of these yariab-
1('5, il1 order to predict functiol1 Х1 • ТЬе solutiol1 method relies 011 t11e characteristics of so-called 
.. best groups". ТЬе selectiol1 a1goritl1m of the group is оЬtаiпеd Ьу computing the cOll1plct,· 
cOyariaIlCe ll1atri", thel1 subl11atrices аге tested а1l aloIlg. "'itll certail1 coordil1atc grOl1jJs 
fi"ed. 

Резюме 

в статье paCCl\!OTpeH метод решения К.lаСCI1ческоЙ задач!! математической стаТIIСТИ!(!1 
о выборе нз некоторого множества сnучайных чисnовых аргументов Х2, ••• , ХП группы 
аргументов Xi

" 
... , Xip' i/{ Е N = {l, ... , п}, р s;: п, Х1(Х2 , .•. , Хп), имеющих наиБО.lее 

тесную групповую связь с функцией зависяшей от этих аргументов, с целью использования 
этой группы аргументов Д.1Я прогноза ФУНКЦIII! Х1 . l'Vlетод решения базнруется на вводимой 
характеристике «Наилучшей группы,). Алгорив\ выбора ЭТО(I группы СБОДI!ТСЯ К БЫЧllсnе
нию ПО,lНОЙ КОБариационной матрицы, а затем полного пере60ра ее ПОДМ;JТРИЦ Б СБЯЗИ С 
фш(сацией определеННblХ групп координат. 

в зю\етке расо\Отрен ;\\етод решения классической задачи ;\\ателi.3ТИ

ческой статистик!! о выборе из некоторого :\\HOiКeCTBa случайных числовых 

аргуыентов Xz, ... , ХП группы аргу;\\ентов X i " •.• , X ip ' i" Е N = р, ... , I1}, 

Р 11, Iшеющих наиболее тесную линейную групповую связь с функцией 
Х1(Х2, ••. , Хп)' зависящей от этих apгy~\eHTOB, с целью использования этой 

аргументов для прогноза функции Х1 • lv1eTo;:r: решения базируется на вводимой 
характеристике <'наилучшей группы)}. 

1. Пусть Х = (Х1 , ••. , хп) Е Еn , где Еn·эвклидово пространство, Х1 = 
= Х1(Х2, •• • ,хп)-случайная функция числовых аРГУЛ1ентов X j i = 2, ... ,11, при 

этO:I\ плотность распреде.lения случайного вектора Х - j(x) = ae- 1/2(х-х)'А(Х-Х) 
:llOiКHO считать без ограничения оБШНОСТII НОР:l1а.1ЬНОЙ (0\. зю\ечание 3), 
здесь а-нор.\шровочная постоянная, A-ЭР.\lIпова-вещественная, сюшетри-

* Статья пу бnпкуется в рамках договора о сотрудничестве МИСИ II БТУ. 
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ческая, положительно определённая .\штрица, х-среднее значение вектора х 

а ( . у-операция транспонирования вектора ( .). Из работы РJ (01. Teope~,lY 
2.3.1 стр. 29 из [1]) следует, что матрица А является обратной к :\штрице КО
вариаций К, т. е. А = К-', а постоянная а (2n)-(IJ2)ПiА\-1/2. НаПОШШ?l1, что 

~\атрицей ковариаций вектора х называется лштрица I{ [ки]ц = 1, ... , п, 
элемента:.1И которой будут кu (М(х-х) (х-х), где М(у)-операция нахожде

ния среднего для случайного вектора у. Поверхностя.\ш уровня S(ё) ФУНКЦИИ 
t(х) будут поверхности 

(1) 

ЯВ.lяющиеся эллипсопдюш. Переходя от (1) к виду 

(x-х)'А (х-х) = С, 

где С -2lп(ё .2nl/211,Aili~), положи,,! для упрощения х = е, что соответсшу:::т 
уже центрированной I3tкторной С-lучайной величине х и ВОЗЫlё:\\ ЧИС,llj ё 
;~остаточно маЛЫ:'>1 (наПРIJ.'\lер, таюш. IIТобы /Jj(x)dx Jt(x)dxj < 8, где 8 доста-

v Е" 
точно .'\laлое фиксированное Чl!СЛО, V - «объё:'l», ограниченный поверхностью 

S(ё), а под СИIllВОЛОМ J ПОНlшается (<I7»-кратный интеграл. Из выбора ёвы, Te .. :a~T 
что вероятностная мера (<Объё:Vlа» V отличается от полной \lеры (равной 1) :::t 
величину 8. Таким обраЗG:\1 .\lOiЮЮ считать, что генера,lьная совокупность 

значений случайного вектора х находится в «объё.\lе» V, ограничеННО:\l по
верхностыо S(ё). 

Замечание 1. Из эр:vштовости :\lатрицы А С,lедует её простота (01., ;;:}
пример, [2], стр. 76, теоре:\ш 2.9.4), т. е. равенство кратности каждого соб

ственного числа :\lатрицы её геО:\lетрической кратности. 

Пусть 1'1' ••• , Л/о"" J·п·собственные числа, а е1 , •• " е/" ... , ~r:-
собственные векторы соответственно .\штрицы А, ПРПТО:\l I,,( ;L- О к = 1, ... , i1 

так как матрица А является не вырожденной (в ПРОТИВНО.\1 случае функц;,,,, 

t(x) не могла бы представлять из себя плотность распределения некоторы'о 
случайного вектора); тогда при }'i 7'- )'jИillеем ортогональность векторов ei~! С;. 

Отсюда и из замечания I вытекает существование базиса пространства Е". 
состоящего из попарно ортогональных собвенных векторов .\taТрИЦЫ А. 

Найдём связь :\lежду расположениеl\1 двух эллипсоидов S(C1) И S(c2 ) [: 

пространстве Е", дЛЯ чего сравню! уравнения поверхностей х' Ах = С1 I! 

х' Ах = С2 • Второе уравнение перепишем в виде х' ( ~1 А) х = С1 (С2 ~ , О),обозна-
С . 2 

чая -.!..А = А. Матрицы А и А подобны, т. е. А - А, отсюда следует равенство 
С2 

их спектров, а, значит, и совпадение наборов соответственно собственных 

век-горов. Так как матрица А является простой, то она по~обна диагональной 
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матрице Л = [i'ij]i, i 1, . ", п, где ;.j = I'jj -;L- еи = 1, ... , п)-собственные 
числа :iШТРИЦЫ А, а }'jj О, если i " i (C:'.'i.., например, [2] стр. 62 теоре.\lа 
2.4.2). В силу отсутствия в квадратичной форме (2) линейной части в х оба 
Э.lлипсоида S(c1) и S(c2) имеют однн и тот же центр в точке х = х = е. Отсюда 
фактически вытекает Сlедующая ле:\lма. 

Ле.м.~Ш. Э.'1ЛИПСОИДЫ S(c1) И S(c2) И;VШОТ общий центр х = х = е и ГО.\10-

тетнчны относительно х е с коэффиц!!еНТО:\l fI y·~~. 

Следствuе. Задача нахождения главной систеыы полуосей эллипсоида 

S(c), т. е. систе;v\Ы осей, на которых лежат собственные векторы Лlатрнцы А, 

опреде:1Яющей квадратичную форму (2), не зависит от постоянной С. 
2. о Бу;хе:ll считать для достаточно .\la,lbIx С эллипсоид S(c) ПО.lе:\l рас

сеяния случаt1ного вектора х, плотность распределения для которого опре

.1еляется в (1). Задача построения лшейного регресионного уравнения ЯВ,lЯ
ется по существу экстре:l'i.а.1ЬНОЙ задачей, в которой для .'IIНожества ТОЧСI, из 

V С .\lероЙ т(;) из (1) ограниченного поверхностью S(c) ищется наилучшая 
пшерплоскость L* среди различных гиперплоскостей L пространства Еn , т. е. 

задачей .\\И!!Ю1ИЗ3ЦИИ 

sup inf [Q(~, 1]) . t(~)] 
"EV 'iEL 

min, 
L 

(3) 

где ~, 1] Е Е", 3 j(;)-плотность вероятной Лlеры (1), а расстояние е(., .) :\lOжет 
ПОНIншться в различных С.\1Ыслах: а) Q(~,J]) = 11~-1jiIЕn для .;, 1J Е Е,,, что 
соответствует оБЫЧНОЛ1У ЭВКЛИДОВО.'\lУ расстоянию в пространстве E Il ; в) 

и(';, 1]) = /~1-1]1/ при условии совпадения остальных координат ~j = 1]/ 

j = 2, .. , 17 У пары точек; и '"17 из Е", т. е. соотвествует расстоянию .\lежду 
точками'; ИJ7 по фушщионалу (в случае линейной аппрокси,\13ЦИИ эллипсои;~а 

этот функционал ~lинеен) с) .\lетоду НaIшеньших крадратов соответствует за

дача 3с: 

J (i(~, 1]) f(Юd; -+ min, (3с) 
V L 

где расстояние e(~,1]) = /';1-1]11 берётся только по парЮl точек ~ Е V 1] Е L, 
для которых ';j = 17j j 2, ... , 17 (расстояние по координате xJ. ОПlет!ш, 
что задача За (или 3в, 3с) является конеЧНОi\lерной, так как гиперплоскость 

L в пространтсве Еn определяется "17 + 1" паР3.\'i.еТРО.\l - "п" координата:ни 

нормального Be~"Гopa и постоянной. 

В силу си'.шеТРИЧJ!ОСТИ функции f(x) относительно х е пшерплос

]{ость L; (Lt или, соответственно, L~) является наилучшей в смысле задачи 3а 
(3в илп, соответственно, 3с) н проходит через точку х е. в обще~l случае 
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г:шеРП.10СКОСТИ L:, L; 11 и;, конечно, не совпадают в силу разной тополоГIШ 
:!з.черяе.\\ОГО раССТОЯНIIЯ e(~, 1i) для случаев "3а", "3в", "3с". 

ОстаНОВlI}lСЯ на случае расстояния, вводи:'lЮГО в задаче 3а, т. е. на наибо

,1ее просто}\ и удоБНО:'ll случае. С силу ЭРi\111ТОВОСТИ :lШТРИЦЫ А существует 

унитарное линейное преобразование Т баЗl!са в пространстве Еl1 х = Ту такое, 
что Т-l АТ = Л, где Л-диагональная .\~aTpI!цa подобная .'l1атрице А; отсюда 

С:lеду"'т, что в JЮВО:l1 базисе квадратичная фОР:-'Ш (2) I!чеет каНОНIIчеСI(иi\ вид 

11 

(р(Х) = ~(y) = y'(T-IАТ)у = ~ ;'jY]' (4) 
j=l 

Без ограНI!чения общности ПО;10iЮШ 

(5) 

обозначив соответственно набор собственных векторов е1 • ••• , е/{, .. " С,;. 

Преобразовав ураВll(:'нпе Э.iЫИПСОI!да S(c) в фор"у 

11 

~y] (6) 
j=! 

где ё ~ О, легко найти решение задачи 3а в виде ГIшерплоскости ц; = 
{у Е Еn : У1 = О} НОР;Ш1ЛЫЮЙ собствеНJIO}lУ вектору, соответствующе:IlУ 

шшбольше.\lУ собственному числу ;'1 = тах (1). Возвращаясь к исходнО';\у 
i~j~n 

базису пространства Еn и учитывая шrваРIlантность решения задач]! 3(1 отно-
сительно выбора базиса .\южно ПО:1УЧИТЬ следующий кр!!терий Э.lе:·.\еЕта Ц;. 

Теорелta. Для того, чтобы пшерплоскость L: БЫ.lа решеНIJе.\\ задаЧl! 3а 
неоБХОДIШО и достаточно, чтобы она проходила через точку х х е и БЫ.lа 

Hop~\a.1ЫB к собствеННО.\IУ вектору е1 :llaТрiIЦЫ А, соответствующечу наиболь-
ше.\\у СОбственню,у Ч!!С,lУ ;'1 тах (1). 

! S;jS;11 

СледстВие 1. ГипеРПЛОСJ\ОСТЬ L~ является единственной, если выполне
но условие ;'1 > ;'2>- ... > )·n· 

ПОЛОЖJ!Л1 дисперсии всех координат случайного вектора х раВI!bI.\Ш 1, 
т. е. DX1 = ... =Dxj,- = ... = Dxn = 1 I! обозначю\ попереЧНI!К по КОо1.\\ого
рОВу ;.;н()жества S(c) в задаче За через :т = min :::ир inf [e(~, 1')) t(~)], ТОГДZl 

L ;ЭV 'IЭL 

.у:аКСИ.\\эльная ОШIlбка аППРОКСlшаЦ!!I! Э,lЛIшсоида S(c) пшеРП,10СКОСТЬЮ L: 
не будет превышат :т. Пусть длина собственного вектора е1 (еп , .. " е1n ) 

будет равна единице, т. е. Ile1 ': = 1, а ФУНКЦИЯ Х1 х1(х2, .•• , хl1) не триви
альна, т. е. хотя бы одна из координат Cij .. ' О. Тогда Юlеет }\есто следствие. 
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Следетвие 2. При использовании для линейного прогноза функции Х1 по 
аргументам Х2, ••• , ХN гиперплоскость L: максимальная ошибка прогноза не 
превышает величины n!еll • 

3.0 Рассмотрим класс эллипсоидов {Р(е)} типа (6) в предположении (5) 
1 

при е = 1 имеющих один и тот же поперечник '"1 = ViI'
1 
L: в данном случае 

будет иметь вид У1 = О, что очевидно). 
Наряду с абсолютной максимальной ошибкой аппроксимации - попе

речннко:\\ '"2 - можно ввести и относительную ошибку аппроксимации г, 

связанную с поперечником Пz проекции эллипсоида Р(е) на гиперплоскость 

Р О ,... 711. 1 В ,. 
1 = ,слеДУЮЩЮ1 ооразом г = - , где nz 1f " случае ).1)} 1'2 имеем силь-

n z . "'2 

но «сжатый» по ос!! У1 эллипсоид Р(е), при ЭТОМ '"1 ({ П2 И, следовательно, гипер
плос:кость Yl = О достаточно хорошо аппро:ксимирует множество Р(е) (г = 
l~) ... v Р( ) = V;:;:- ; если же ).1 = 1.2' •• = J.,., то проекциеиэллипсоида е на подпрост-

ранство L раз:\\ерности Р, натянутое на систему собственных векторов e1 , ••• , е. 

является шаром и поэтО:\\у существует пучок гиперплоскостей {L~} ранга 

'v - 1 одинаково аппрокси;\шрующихэллипсоид Р(е) с абсолютной ошибкойв 

3 
v 1 ,... 

lIlетрике задачи а не превосходящеи числа v;,;:- ; относительная ошиока в 
это;\\ случае г = 1, т. е. принимает ;\lаксимальное значение. 

Из последних рассуждений ясна невозможность построения линейного 

регрессионного уравнения X1 = X1(X2, ••• , Хn)' 
Малые коэффициенты парной корреляции ещё не означают слабой груп

повой связи случайных координат х2 , •• " хо с функцией х1 • Это показывает 

следующий ПРlLчер. 

Пршtер. Расс:\lОТРИМ поле рассеяния в виде 3-х !Ilерного эллипсоида 

для случайного вектора Х = (X1, х2, хз) Е Бз распределённого нормально. Пусть 
в базисе (У1' У2' Уз) эллипсоид Р представлен каноническим уравнением У' Лу = 
= 100 y~ + y~ + y~ = 1, где Л-диагональная матрица, а в базисе (х1 , х2 , хз) 
соответственно х'Ах, где А = ТЛТ-I, при этом матрица перехода от базиса 
(Yl' Yz, Уз) к базису (Xl, х2 , Хз) Иi\lеет вид 

г 2 2 
.., г 1 1 

.., 
У12 

О 
Vб уз VЗ vз 

Т= 
2 3 , обратная к ней Т-1 = О 

1 

УТ2 У18 V2 v2 
2 3 1 2 1 1 

LVТ2 УТв У6 -' L V 6 У6 -' 

7 
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Легко видеть, что преобразования Т и Т-} ИЗОl\1еричны и сохраняют о I'TO
нормированный базис. Поэтому для эллипсоида Р гиперплоскость L~ в базисе 

(У1, Yz, Уз) имеет вид У1 = О, а в базисе (Х1 , Х2, Хз) - Х1 Х2 + Хз = О; попере~I-

никэллипсоида Р: n = ~O и относительная ошибка аППРОКСИ;\lации г = l! ~2 
1 1. I 1'1 

= 10 что показывает довольно тесную групповую СВЯЗЬ.\lежду координатюm 
Х1, Х2 , Хо, при ЭТО.\l величины n и Г из-за ИЗО.\lетричности преобразования Т не 
зависят от выбора базиса. С другой стороны эллипсоид Р проеюпруется иа 

плоскости x1,OXz, Х1ОХз , ХzОХз В виде эллипсов с малы\'!. эксцентриситетом, ЧТi) 
свидетельствует о .\\аЛЫХ коэффициентах парных связей ?llежду Х1 и Xz, X1 :! 
Хз, Xz и Хз. 

Введё:\l понятие (,наилучшей группы» аРГУ:\lентов (которые, В03:l1О/I\!1О, 

являются заВИОШЫ:\1И случайньши пере:llенньши) - (X i" ••• , Xik)*. Буде.\l 

называть группу (X
i" 

•• " Xi8) наилучшей Д,lЯ прогноза Х1 из всех групп 
(X

j" 
••• , XjJ, где [1, ... , i,,, i1' ... , ie Е N {1, . ", п} и К, l < п, при ЭТО.\l 

i1 = i1 = 1 т. е. в каждой из раСС.\laтрI1вае:.1ЫХ групп присустствует координа
та х1-изучае.\lая функция от аРГУ:\lентов Х2 , ••• , Хm еС,lИ для этой группы 

ги1' ... , i,y = . mi~ г(;l' .. " ie), 
J!, ... J,~N 

(1) 

где i1 = iz 1, а iz, ... , i",;i,n· .. , i" Е N ПРIi ЭТО~l r < К, l < п. Обозначи.ч 
через R ковариационную матрицу для группы коордпнат X

j" 
• •• , Xj" явля

ющуюся по сути дела под:\шожеСТВО:\l полной '.\атрпцы ко вариаций :к 

Таю!.\l образом в случае, когда диспеРСIШ всех координат X j центриро

ванной векторной случайной величины Х = (x1, ... , Xr,) равны 1, т. е. 

DX j = 1 i = 1, ... , 11 (8) 

очевидно следующее СБОЙСТВО наилучшей группы арГУ.\lеI-!Тов: 

Предло;женuе. В случае линейной аппроксимации случайной ФУНКЦИИ 

Х1 = X1(X2, ••• , Хn), распределение которой удовлетворяет (1), для наилучше
го .1инеЙного прОГIс!оза Х1 по значеНI1Юl aprY:\leHToB Х2 , ••• , ХN необходюlO 
выбрать такую группу aprY?lleHToB Xi" ••• , X i8, для которой спектр .\ШТРIЩЫ 

А = К-1 таков, что выполнено условие (7). 

За.нечанuе 2. В случае достаточно высоких групповых связей, т. е. при 
.\lалых значениях поперечника n полного эллипсоида рассеяния (т. е. такого 



ВЫБОР ГРУППЫ 99 

элmшсоида, .J,ЛЯ которого имее.\\ Jt(x){lX = 0,96 11 условии (8) гиперплоскость 
'"Т 

L;; будет бо1!!зка к гиперплоскости L~, ПОЭТОЛ1У её ;\10ЖНО Jlспользовать .J,.lЯ 
прогноза Юlесто решения задачи Л\еТОД0:\t НaIшеньших квадратов, которое усо

жет быть затруднено из-за плохой обусловленности Л1аТРИЦЫ С!!СТбlЫ НОР

;v1аЛЬНЫХ уравнений. 

3а,ltечанuе З. Все рассуждения разделов 1 о, 20, 30 относились К случаю 
нормального распределения вектора х, но по существу lIспользовался только 

тот факт, что поверхности уровня плотности распределения заданы квадра

ТJiчной формой (2). ПОЭТО:V1У выводы, полученные в раздео1ах 1 о, 2", 30 .1еГ1-(0 
распространить и на другие ТIIПЫ распределений, lшеющих в качестве ЛИНl1Й 

уровня плотности квадратичную фОРЛ1У. 

АЛГОРИП'l выбора наилучшей группы сводится к вычислению полной ко

вариационной :Ilaтрrщы К, а зате~l ПО,lНОГО перебора её ПОДШ1ТРИЦ в СВЯЗ!! С 

фиксацией опре;J,С.lёННых групп координат. 
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