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Summary 

CONTACT PROBLElII О}' STRIPES AND CIRCULAR PLATES ON ELASTIC 
BEDDING Аn approximate method has Ьееn presented for the in-plane design of stripes, 
and for the axisymmetrical design of circular plates, both оп elasto-plastic bedding, taking tlle 
cHect of contact pressure distribution оп forees al1d reaetiol1s in the stripe il1 the plastie range, 
al1d in the eireular plate il1 the elastie range of the bedding into eOl1sideration. Al1 algebraie 
equatiol1 system has been suggested for the inverse ргоЫеш of dеtегmiшng the externaI Ioad 
il1tensity parameters il1 the ultimate plastie range от the bedding frош kno\\'n values. 

Резюме 

в статье приводится приближенное решение плоской задачи расчета полосы и 
осесимметричной задачи расчета круглой ПЛlfГЫ, лежащих на упруго-пластическом основа
нии. Пр!! этом учитывается влияние распределения контактных давлений в зонах пласти
чесюrх деформаций основания на работу полосы и круглой плиты в зонах упругих деформа
циil основания. Рассмотрена обратная задача: по известным величинам краевых пласти
ческих зон в основнии определить; соответствуюшие ЭТИМ зона!t'; параметры интенсивности 
внешней нагрузки. Задача сведена к решению системы алгебраических уравнеНIlЙ. 

1. Введение 

Теория расчёта балок и плит, лежащих на основаниях, описывае.\lЫХ 

линейньши :llОдеЛЯ:lШ, как правило, приводит к большим концентраЦИЮl 

напряжений у краёв конструкций. В действительности же вблизи краёв в 

грунтовом основании возникают пластические деформации, в связи с чем 

контактные давления перераспределяются. 

Решение сиешанной задачи теории упругости и теории предельно

напряжённого состояния сложно и ТРУДОёМКО. Пробле.vlе приближённого 

решения П;JОСКОЙ контактной задачи для штампа и полосы на упруго-пласти

ческом основании посвящён ряд работ [1,3,5-8]. При этом в работе [1] не 
учитывается влияние контактных напряжений, возникающих в зонах пласти-

* Статья публикуется в рамках договора о сотрудничестве МИСИ и БТУ. 
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ческих. деформаций грунта, на величину ОС(lДОК поверхности основания ,} 
упругой зоне. В работах [3, 5, 7] ПРОl!зведен учёт пригрузки основания !3 зо

нах пластических деформаций нагрузкой, полученной из эпюры контактных 

напряжений. Однако, в большинстве работ на эту Tei\i.Y ИЗУЧ(lется контактная 
задача для абсолютно жёсткого штампа. 

В предлагаемой работе рассматривается ПЛОСIсая задача расчёта гибкой 

фунда.1';lентноЙ полосы и осеСИМ!'.1етричная задача расчёта кругло!! плиты, ле

жащих на упруго-пластичеСКОl\l основании. 

2. ПЛОСl<ая задача изгиба полосы, лежащей на упруго-пластичеСI<ОМ 
основании 

При решении З(lдачи приняты следующие допущения [3]: а) ;\lаССИБ 

грунта представляет собой линейно-дефОР?l\ируемое однородное полупро

странство, что хорошо согласуется с экспеРlшентальны:\i.И данньщи для сред

ней части полосы в зоне упругих дефорыаций основания; 

б) на краях, в зонах неупругих дефОР.\lациЙ основания, закон рас

пределения контактных напряжений пршшмается согласно фОj);\lулам теории 

статики сыпучей среды [4]; 
в) трение i\lежду полосой и ОСНОВaIше;\l не учитывается. 

Рассматривается следующая обратная задача: известны величины крае

BЫ~: пластических зон в r,сновании !Xl, задан закон ИЗll'lенения нагрузки Q(x), 
ПРIl.·юженн()Й к полосе с погонной жёсткостью Е, 1, шириной 2l. Требуется 
определить интенсивность нагрузки Q(x), при КОТОРОЙ раЗ'1еrы пластических 
зон равны задаю-iы.\1. 

Вывод основных зависныостей произведен для случая, когда к полосе 

прн:южена СИЛl1vlетричная нагрузка Q(x), являющаяся функцией одного пара
Лlетра. 

Из условий сш\шетрии следует, что длины краевых пластнческих зон 

равны и выражение для реактивного давления р основания является чётной 

функцией. В дальнейшем выражение для реактивного давления в зоне упру

гих деФоrмаций основания представлено в виде степенного ряда по чёТНЫ.il 

степеням независимой переменной ~ = ~ 

p(~) = ~ a~nel!, (1) 
/1=0 

а реактивное давление в зонах пластических дефор:\шций задаёТся в соответ

ствии с формулами статики сыпучей среды 

р(;) = ро А(l - ;), (2) 
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r;:I,e Ро I! А = Рl'У1 - параметры, опредеЛЯе:\\bIе в зависи"юсти от коэффициента 

к сцепления грунта, его угла внутреннего трения е и объёмного веса 'у [4]. 
Изгиб полосы описывается системой интегро-дифференциальных ура

внений 

(3) 

y(~) (4) 

-1 

где w(Ю - про гиб полосы, 

у(Ю - осадка точек поверхности основания, 

Ео, 110 - соответственно модуль деформации и коэффициент Пуассона 

грунта основания, 

E1 1 жёсткость полосы, 

Q(~) нагрузка на полосу, 

p(~) конта:к-тное давление, которое выражается по фОР"'lуле (1) в зоне 
упругих деформаций при - (1 - х) < ~ < 1 - '7., И по фор

муле (2) в зонах пластических деформаций при - 1 :::;: ~ 
-(1-'7.), 1-ct<~<1, 

'Х{ величина краевых пластических зон. 

Закон распределения напряжений p(~) в средней части в зоне упругих дефор

~\аций находится так, чтобы выполнялись следующие условия: 

1) Условие равновесия. Если закон распределения нагрузки на полосу 
т 

задан в виде Q(~) = ~ bznen, причём нагрузка зависит от одного параi\\етра, 
п=о 

1--% т 

ТО есть Ь"" !(Ьо), то равнодействующая нагрузки Ql = J .::Е b2n~2nd~, И 
-111=0 

условие равновесия принюшет вид 

1 т 1 

S ~ b2n~2nd~ = 2ро'7. + Аа.Ч + S .::Е aznendg (5) 
-1 11=0 -(1-0:) п=О 

2. Условие равенства контактных напряжений на границе зон упругих 
н П:Jастических деформаций основания 

~ 

~ azn(1 - 'Х)2п = Ро + Ах (6) 
п=О 

3. Условие равенства относительных прогибов полосы И относительных 
осадок поверхности основания в зоне - (1 - '7.) :::;: ~ < 1 'у. 

~v(;) - 1V(O) = y(~) - у(О) (7) 
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ОпредеЛИ?vl осадку поверхности основания в соответствии с уравнение,'rl 

(4), задавая нагрузку ра) по формула?v\ (1) при (~) < 1 - (J. и (2) при 1 - 0:::;;:: 
< (~) < 1 

1-=-'; 1-';' 

+ f ~ a~I'(~ + (2)211 lп 12d(! + f (Ро + А(1 ; е») 111 (!d(!) + с, (8) 
11=0 

1-=<-; 

f;J,e 1j = ; + е при ~ < 1') < 1; 17 = ~- Q при - 1 < i] < ;. 
ПРОI!нтегрировав и разложив в степенной ряд логарифмические функции, 

ПОЛУЧ!Пl выражение для относительных осадок поверхности в виде: 

уm -у(О) = 4l(I-JtIO[ ~2 (Po(l--(Х)-l_А((Х (l-(Х)I11(l-(Х»)~ 
лЕо 2(1 - (Х) 1 

= (l - (Х)211 ) I .z azn , 
11=0 1 - 2п 

~ Р - - ( 1 - (Х)3 - 1 + 3х) - '" а? -, ;4 ((1 - (Х)3 - 1 А I = (1 х)211 )' 

! 2. ?(1 - )3 о 3 ? . 3 I ...::а 3 _ ? _11: _ (Х ~ n=о _Гl 

, I ;2" r (lx)Z"-l 
, ... , 2::::(1 - o:)2Y.- 1 lpo 2:::: - 1 -

А (1 __ (X)2%-1 - 1 + (2:::: - 1)(Х) + 
(2:::: - 2)(2:::: - 1) 

I (1 - (Х )2П ) I ] , .z а2n , ••• 

11=0 2:::: - 2п 1 
(9) 

Из уравнения (3)получим выражение для относительных прогибов полосы при 
т 

действии на неё нагрузки Q(~) = ~ Ь211 ~211 
11=0 

I ~ а2:< - Ь2" t2Y.-Ч I 

'...::а ~', 
,,=0 (2:::: 1)(2:::: + 2)(2:::: + 3)(2:::: + 4) 

(10) 

+ ~ ;2%+4), 
%=m+1 (2:::: + 1)(2:::: + 2)(2:::: + 3)(2:::: + 4) 
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где ера И Qo - угол поворота поперечного сечения полосы и поперечная сила 

в начале координат (равны нулю), 

Мо - изгибающий :\\омент, который вычисляется по формуле 

I а) Мо = Ро х \ 1 -- 2 
А х- 1 __ х + :>: а2" - IX - ,- - 2" о ( 2) т- (1 )9%-0 Ь 

2 3 :;::0 2% + 2 

Согласно УС10ВИЮ (7) выражения (9) и (10) должны быть тождественно 
jJaBHbI. ПрираВНlIвая кОЭффициенты при одинаковых степениях ; в (9) и (10), 
получи:у\ бесконечную систе:\lУ алгебраических уравнений относительно неиз

вестных а:!n и парю\етра нагрузки Q(;) 

(1 х) 111 (I - а») 

[4 Ма ----
, 

4[(1 -- ,и5) [ (1 х)3 - 1 

Е 3 Po~-~--
4:;;: 0(1 - IX) 3 

А ((1 _ а)3 _ 1 _ ЗIX) + i (1 - IX)211 azn ] = 
2 . 3 n=о 3 - 211 

[4 ао - Ьо 
Е1 ! 1·2·3·4 

(11 ) 

к этой системе необхоДJШО добавить уравнения (5) и (6). Про изведенные проб
ные расчёТы показывают, что .\\ожно получить достаточную точность, ограни

чившись ПОЛИНОl\ЮМ десятой степени для р(n 

Если в систе.\\е (11) положить 'у. О, ТО получю\ решение М. И. Горбу-

нова-Посадоба для полосы, лежашей на УПРУГОl\\ основании [1]. в слу

чае абсолютно жёсткого штампа приведенное решение является приближён

ныл\ решение.\\ за;:щчи в постановке И. Я. Штаермапа [5]. 
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3. 3аргужение полосы равномерно распределённой наГРУЗI<ОЙ 

Рассмотрим в качестве при.мера полосу, загруженную равномерно 

распределённой нагрузкойq и лежащую на основании, обладающем свойства

"ш идеально связной среды (А = О). ОбознаЧIШ через t отвлечёННую величину, 
называемую гибкостью полосы 

t = nЕоZЗ 
4E1 1(1 - ,u~) 

Если ограничиться в выражении для контактного давления p(~) поли

НО1l1Ю\ десятой степени, то система уравнений (6), (11) запишется в следующем 
виде: 

5 

йО + 2' (l = Х)'!Л а2n РО 
n=1 

II + t х(1 Х)2) йо _ i {(l - x)2n + t (1 - x)2lt+2(n -- (2п - l)x)\1 а2Г! 
2 n=1 2п - 1 (2п + 1 )(2п ~ 2) J 

I t х(1 ,,)2 
= рох, Ро 

2 

(
0,3333 _ t ХО - х)3) ао _ i ((1 -- х)2n 

2· 3 n=1 2п 3 
_ (1 - х)з - 1 
- - Ро -'----'-3--

t х(1 - х)3 
Ро 2 ') 

• .J 

0,2000ао + ((1 ~ х)2 5 (1 x)2n 
~ аоп = 
n=2 2п-- 5 --

Р ..:.-(1_--,-х )_5 _--_1 
о 5 

0,1429ao , а2' r а4 - ;; _ а2n = I (1 - х)2 I {(l -- х)4 . (I - хУ) ;; (l - х)2n 

5 3 5 . 6 . 7 _ ,!=3 2п I 

(1 - 'х)' - 1 = Ро (12) 
7 

0,1111 ао + а2 А _ --

(1 -- 'Х)2 (I - 'Х)4 а ...L, (1 - 'Х)6 t (1 Х)9) а,,-
7 5 '.' 3 7·8·9 

i 5 (I - rx)2n (1 - 'Х)9 - 1 
, ~ а2n - Ро 9 

n=4 2п - 9 

В результате решения предложенным i\-lеТОДО:llзадач о загружении полос 

с показатеЛЯl\Ш гибкости t = О; 5; 10; равномерно распределённой нагрузкой 
q для случая идеально связного грунта (Ро " О, А = О) составлены графики 

заВИСИl\lОСТИ параметра интенсивности равномерно распределённой нагрузки 

!L приложенной к полосе, от величины зон пластических J;ефор:\шций (J. (еч. 
Ро 
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01. 

Рис. 1 

lOi 

рис. 1). Каждая привая соответствует определённом.у показателю гибкости 
ПО.lОСЫ {. Зная в определённой задаче величину нагрузки на полосу q и пара
~,;eTp Ро, зависящий от физических характеристик основания, по кривым рис. 1 
ЩJЖНО приближённо определить величины зон пластических деформаций !3 

OCHOBaH!!!I. 

РаСОЮТРШ'l теперь основания, обла;:I.ающие свойстваIlШ идеально-сыпу

чей среды (Ро = О). В ЭТО1\1 случае в системе уравнений (5), (6), (11) будут ОТ
сутствовать члены, зависящие от Ро. В систе;\lе уравнений (12) правые части 
уравнеIшi1 останутся таКИ;\lИ же, ИЗ:'>lенятся лишь свободные члены. Матрица 

- столбец свободных членов будет И:'llеть следующий вид: 

Ах 1 А(О!: + (1 - О!:) In (1 _ х))+ At х
3

(3 - 4хЮ - х) I 
12 

А о х2(l х)3 
-(1 - Х)д -1 -г 3d) - At ---
3·2 3·4 
А (13) 

5.4 (1 - х)5 1 + 5х) 
А _ 

- (1 - х)' - 1 + 7х) 
7·6 

2 (1 -- х)9 - 1 -т- 9х) 
9·8 

На [тс. 2 представлены кривые зависи:vюсти пара:У1етра интенсивности 

раВНОЛlерно распределённой нагрузки ~ от веJ1ИЧИНЫ зон пластических де

фОРlаций rt. в случае идеально сыпучего грунта. 

ЕС.1И основание обладает своi1ствалш и связности II сыпучести (Ро " О, 

А d: О), то ординаты кривых, приведенных на рис. 1, 2, вычисленные в каж
.10Й конкретной задаче для определённых значений Ро и А, следует С.lОЖИТЬ н 

построить график q = j( О!:). 
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Рис. 2 

4. Осесимметричная задача изгиба круглой плиты на упруго
пласмичеСRОМ основании 

При рассмотрении осес!!л\метричной задачи расчёта круглой плиты ра

;хауса R приняты следующие допущения [2]: 
а) в зоне упругих деФОР:\lаций основания его работа описывается :1\0-

;.т.елью упругого ПО.lупространства; 

б) в зоне пластических деФОР:llаций у края плиты основание работает 

как идеально связная среда; 

в) трение ;\lежду плитой и основаЮЮl отсутствует. 

Рассматривается действие на плиту paBHO:llepHO распреде.lённоЙ на

грузки q. Закон контактных напряжений в зоне упругой работы основания 
О < r < (ЗR задаётся в виде степенного ряда по чётньш степеНЮl независимой 

v r 
переменнои я: 

Р(е) = :Е azпe2n при о:=:;;: е <(З. (Н) 
n=о 

Считается, что зона пластических дефОРllШЦИЙ основания достаточно удалена 

от центра плиты и в ней возникают равноыерно распределённые по кольцу 

реактивные давления основания 

p(Q) = Ро при (з < Q :=:;;: 1. (15) 

ОсеСЮl.метричная задача изгиба круглой П.1ИТЫ при указанных выше допу

щениях сводится к систе?llе интегро-дифференциальных уравнений [1] 

d4~v I 2 d3~V 
-- т---
dQ4 Q dQ3 



где ~V(Q) 

~'(e) 
Ео , ро 

D 
q 
p(Q) 
Q 
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с! :r/2 

() 4( 1 - P5)R ( 1 J'" ( (-)- ,~ dx )М 
l! е = :r Ео е р е е 1(1 ( е ) 2 • 2 е + 

f - - SШ!Х 

О ; е 

+ Р(е) de ~1( _ r"!2 dx ') _ 

J. . V l - [;) 2 sin'x 
о 

про гиб ПЛИТЫ, 

осадка точек поверхности основания, 

модуль деформации и коэффициент Пуассона грунта, 

цилиндрическая жёсткость плиты, 

нагрузка на плиту, 
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(lб) 

контактное давление, выражаемое по формулам (14) и (15), 
приведенное расстояние от центра плиты до точки, осадка в 

которой определяется, 

Q приведенное расстояние от центра плиты до элемента на

грузки. 

Для определения неизвестных коэффициентов ряда а2п приравниваются 
коэффициенты при одинаковых степенях Q в выражениях для прогиба плиты 

и пере;llещений поверхности основания при Q < jЗ, то есть в зоне упругих 
деформаций основания. l{ полученной бесконечной системе алгебраических 

уравнений добавляются уравнения, полученные из условий равновесия и 

непрерывности эпюры реактивных давлений основания на границе зон упру

гих и пластических деформаций. 

При действии на плиту равномерно распределённой нагрузки q задача 
приводится к следующей бесконечной системе алгебраических уравнений 

относительно а2п и /3 

2(1 - pg)D ( (2т - 1)!!)2 ( = а2п jЗ2П-2m+l 1 - jЗl-2m ) 
EoR3 (2т)!! ~ 2п - 2т + 1 - Ро 2т 1 = 

= а2m-4 , m > 2 
}'2m-4 

(17) 

= jЗ2П+2 

q = ~ а2п --'-1 + Ро - рор2 
п=О n I 

(18) 

= 

~ azn jЗ2П = Ро, (19) 
п=о 
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При т = 1 правая часть уравнения (17) имеет вид 

где 

У2n= 
(2+n)(mi7 Зп)-8 !п,8(m1+ 1)(п+ 1)+5(1-n»)+(m1 + 1)(п+ 1)2,82 (3211-'-?-

4(m1 + 1)(n+2)(n+ 1)2 

l~оэффициент Пуассона для плиты, 

21n (3(m1 + 1) + (m1 - 1)(1 

4(m1 1) 
(3) + 4 ,82 

При т :2 правая часть И.\iеет вид q - ае 
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