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1. Probleme der optimalen Planung (Netzplanung) erster Ordnung

Unsere Ausfihrungen iiber die Planung erster Ordnung der Festpunkt-
netze [1] sollen durch folgendes erginzt werden.

Bei Festpunkinetzen fiiv ingenieurmiBige Zwecke geht man als Ziel-
funktion oft von der Minimalisation der reziproken Gewichte einer oder mehrerer
gewisser Groflen aus. Fir diesen Fall liefert die Projektionsgradientenmethode
gute Ergebnisse: die Wahl der Zielfunktion ist technisch begriindet und moti-
viert. Erfolgt aber die Planung erster Ordnung auf Grund des Fehlerhildes
eines Lokalnetzes., und wird als Zielfunktion die verallgemeinerte Varianz
(Grunddeterminante der Varianz-Kovarianz-Matrix) gewihlt, besteht die er-
wihnte Eindeutigkeit bei weitemnicht mehr. Die Schwierigkeiten ergeben sich
daraus. daf

a) der Zusammenhang einerseits zwischen der Determinante der Varianz-
Kovarianz-Matrix. andererseits den kritischen Fehlerkenngrofien der verschie-
deren Absteckungs-. Deformationsmessungs- u.a. Aufgaben nicht hekannt ist:

b) eine Optimierung auf Grund der Minimalisation der verallgemeinerten
Varianz nur dann méglich ist, wenn Netzelemente (Koordinaten) bestimmter
Zahl als fehlerlos betrachtet swerden. da im Gegenfall infolge der Singularitét
der Varianz-Kovarianz-Matrix thre Determinante unabhiingig von der Netz-
form gleich Null ist. Wird dagegen die optimale Form mit der Annahme von
fehlerlosen Elementen geplant, so zieht sich das Netz um die als fehlerlos
angenommenen Netzelemente zusammen. Das technische Gefithlkann jedoch
diese Losung nicht annehmen, da es in der Wirklichkeit keine fehlerlosen
Elemente (Koordinaten) gibt und diese Fiktionen nur fiir das Rechenverfahren
nétig sind.

Das Problem a) erfordert weitere Untersuchungen, deshalb soll die
Frage von einer anderen Seite angeniihert werden.

Die Behebung des Widerspruches b) soll auf zweierlei Art versucht wer-
den. Zuerst wird aus der Annahme ausgegangen. dafl die Determinante der
Varianz-Kovarianz-Matrix die allgemeinste Zielfunktion reprisentiert. weil sie
gleich dem Absolutwert des Koeffizienten hochsten Grades im charakteristi-
schen Matrizenpolynom ist [2]. Da der Absolutwert des Koeffizienten nied-




14 SARKOZY

rigsten Grades gleich der Spur der Matrix ist — die auch als Zielfunktion ver-
wendet werden kann —. liegt die Feststellung auf der Hand, daB alle Koeffi-
zienten verwendet werden konnen, deren Allgemeinheit mit der Gradzahl
wichst. Werden die Varianz-Kovarianz-Matrix mit 2. der Vektor des Matri-
zeneigenwertes mit 7, die Koeffizienten mit k; bezeichnet, kann die charakteri-
stische Gleichung aufgeschrieben werden:
det (Z—2AE) = (—1)"(G"+ k" ok, 4+ k). (1)

Bei singuldren Matrizen sind die Koeffizienten d der Zahl gleich dem
Matrizendefekt gleich Null.

Der letzte Koeffizient noch nicht gleich Null ist %,_,. Es liegt auf der
Hand. als Zielfunktion

f: abs (k77~d) (2}

zu wihlen. Die Koeffizienten k; konnen nach der Methode von Le Verrier
bhestimmt werden. die aber einen groflen Rechenaufwand erfordert.

Die Planung erster Ordnung des freien Netzes kann zweitens nach
folgender Uberlegung durchgefithrt werden: Damit die Matrix des Normal-
gleichungssystems des Lokalnetzes nicht singuliir sei, ist es notwendig, daf}
im Falle einer reinen Richtungsmessung vier, im Falle eines kombinierten
Netzes drei nicht in dieselbe Achse fallende Punktkoordinaten als fehlerfrei
betrachtet werden kénnen. Die als fehlerlos betrachteten Werte kinnen beliebig
gewihlt werden. Bezeichnet man mit 'V die Anzahl der Unbekannten und mit
d den Defekt, und wird die Optimierung fiir verschiedene Netze der Zahl
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durchgefiihrt, so erhalt man die optimale Form aus dem arithmetischen Mittel
der ermittelten Punktorte. Es sei bemerkt. daf} im Falle eines aus zehn Punkten
bestehenden Netzes 900 selbsténdige Optimierungen durchzufithren sind: trotz-
dem ist aber diese Methode schneller, als das Optimieren unter Anwendung
der Koeffizienten der charakteristischen Gleichung.

2. Planung der MeBanordnung

Wenn die Orte der Netzpunkte festgelegt sind. z. B. die Terraingegeben-
heiten keine Anderung der Punktorte gestatten, dann la0t sich durch die
Planung nur die MeBanordnung erfassen. Da stellt sich wieder die Frage.
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auf Grund welcher Kriterien die Planung durchgefithrt werden soll. Die
Grundgleichung der Planung

APA=3-1=¢ (4)

ist aus der Ausgleichsrechnungstheorie bekannt. In (4) bedeuten A die Form-
matrix, P die Gewichtsmatrix der Messungen, G = Z~! den inversen Wert
der Varianz-Kovarianz-Matrix. Sind die Punktorte bestimmt und die Liste
der moglichen Messungen bekannt, so verursacht die Aufstellung der Matrix
A keine besonderen Schwierigkeiten. (Es sei bemerkt, daBl im Interesse der
klaren Darstellung die Winkel und die Entfernungen als unabhingige MeBer-
gebnisse betrachtet werden {4]). In Gl. () sind zwei unhekannte Matrizen: die
geplante Gewichtsmatrix P der Messungen und die geplante Varianz-Kova-
rianz-Matrix .

Die Giitekriterien der Melergebnisse sind nun. daf} die durch die Aus-
gleichung der am wirtschafilichsten durchgefiibrten Messungen erhaltene
Varianz-Kovarianz-Matrix mit der geplanten tibereinstimme und die Messun-
gen am billigsten (raschesten) durchfithrbar seien. Es ist ersichtlich. daf3 die
Kriteriensysteme der Planungen erster und zweiter Ordnung voneinander
abweichen: auf die Uberbriickung dieses Widerspruches werden wir noch
zuriickkommen.

Um die Aufgabe zu l§sen, miissen zwei Fragen erdrtert werden:

1. die Losungsmoglichkeiten der Gl. (4).

2. die Aufstellung der geplanten Varianz-Kovarianz-Matrix,

Bestimmung der Mefigewichte

Die numerische Losung der Aufgabe erfolgt entweder durch unmittel-
bare Invertierung oder nach der simplexen Methode der linearen Programmie-
rung. Welche Methode auch angewendet wird, miissen vorher die Melgewichte
aus (4) mit Hilfe einer wenig bekannten Matrizenoperation, des sogenannten
Khatri— Rao-Produkts © ausgedriickt werden. Dieses Produkt is definitions-
mifig

AzB = C (5)
n.m n,m E(HT*D_ + m
wo
¢, ;= A, 5by
k-1
= n—v+ 1) +1—k+1
Pe==1
E=1,2 .n
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Im Sinne der Produktdefinition ist

AoA)p=Up=g¢g (6)

P = (Pi: Poo- Pag- - - 'pmm)T

den aus den unbekannten Mefgewichten gebildeten Siulenvektor, und

g = (&1 812: 813+ + - G1n G2 Gog- Boa « - - G2y + - 'g:m)T
den aus der oberen Dreieckmatrix der Inversen der geplanten Varianz-Kova-
rianz-Matrix reihenkontinuierlich gebildeten SAulenvektor bedeuten.

Vor der direkten Lisung der Aufgabe miissen wir aber den Charakter
des Gleichungssystems (6) analvsieren. Das Gleichungssystem kann unbe-
stimmt, bestimmt oder iitberbestimmt sein: das unbestimmte System kann
entweder inkonsistent oder konsistent, das {iberbestimmte System aber nur
inkonsistent sein.

Im Falle eines bestimmien Svstems ist die die Koeffizienten des Glei-
chungssystems enthaltende Matrix U defektlos und die Anzahl der Zeilen
stimmt mit der Anzahl der unbekannten el gewichte iiberein. d. h.

n(n - 1) - -
——T-— =m {7
und

p=U-ig. (8)

Ist die Anzahl der unabhingigen Gleichungen kleiner als die Anzahl der Un-
bekannten, d. h.

n{n -+ 1) _
3 - d"m (9)

(d ist die Anzahl der Defekte der Matrix U), kdnnen zwei Fille unterschieden
werden:

a) bei einem konsistenten Gleichungssvstem gibt es unendlich viele
Lésungen.

b) bei einem widerspriichlichen Gleichungssystem gibt es keine Lisung.

Im Falle a) kann die Lésung vereindeutigt werden, indem gefordert wird,
dal} die Quadratsumme der Mefigewichte minimal sei, d. h.es wird eine opti-
male MeBanordnung angestrebt. Solche Liésungen sind bekannt [5, 6]. Der
Terminologie von {3] gemil ist die Lésung mit Hilfe des sogenannten Normal-
inversen zu suchen. Die Losung lautet:

p=UT(UUT)g = U;g (10)

np’
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wo neben den gebrduchlichen Bezeichnungen ( )~ das allgemeine Inverse
und ( );; das Normalinverse bedeuten.

Der Fall ) liegt dann vor. wenn die Matrix U eine oder mehrere Null-
zeilen enth#lt. Dies ist der Fall, wenn ein Element der Normalgleichungsmatrix
ATPA gleich Null ist. Die Lésung kann formell mit Hilfe des sogenannten
sstochastischen Kreisinversen« oder mit anderen Worten, des Moore— Penrose-
Inversen gesucht werden., Dieses Inverse gibt nimlich bei einem beliebigen
linearen Gleichungssystem eine Losung, durch welche gesichert wird. dal}
einerseits die Quadratsumme der Losungsvektorelemente, andererseits auch die
Quadratsumme der Losungsfehler minimal seien. d. h.

p’p = min (1)
und
(Up — g)"(Up — g) = min.

Nach [5] ergibt sich die Lésung in folgender Form:
p= UT(UUT)"U(UTU)_UTg. (12)

Wenn fir das allgemeine Inverse in (12) ein solches gew#hlt wird. dessen Rang
mit dem Rang der originalen Matrix tibereinstimmt. dann sind

und

CUU=U (13)
und folgende Zusammenhénge sind evident:

(UTT)" = (U7)TU-
U~ = UT(U~)TU (1)

Unter Beriicksichtigung von (14) kann (12) in folgende Form gebracht werden:
p= (UT0)"U'g (12a)

(wo durch ( )+ der Umstand ausgedriickt wird, daf} das gewéhlte verallgemei-
nerte Inverse die Bedingungen in (13) befriedigt.

Die numerische Losung des untersuchten Ialles vereinfacht sich aber,
wenn die nur Nullen enthaltenden Zeilen der Matrix U und die dazugehs-
renden Elemente g aufler acht gelassen werden und die Losung auf den
Fall a) zuriickgefihrt wird.

2 Periodica Polyvtechnica Civil 24j1—2
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Ist die Anzahl der unabhingigen Gleichungen griéfer als die der Unbe-
kannten, also
n{n -+ 1)
:)

—d>m,

dann ist das Gleichungssystem widerspriichlich und kann aufgrund von (12a)
geldst werden.

SchlieBllich soll erwihnt werden, daf im Falle, wenn der Rang der Matrix
UTU mit der Anzahl der Unhekannten iibereinstimmt, das Inverse ( )+ durch
das wahre Inverse ( )~ zu ersetzen ist. (Durch den von dem Verfasser ange-
wendeten Algorithmus wird dieses Ersetzen in Abgingigkeit von dem Rang
der Matrix automatisch durchgefiihrt.)

Die dargelegte Methode hat auch mehrere Nachteile:

a) der als Ergebnis erhaltene Gewichtsvektor kann auch negative Ge-
wichte enthalten, dies kann aber in der Wirklichkeit nicht vorkommen;

b) das Optimieren wird aufgrund der Minimalisation der Gewichts-
quadratsumme verwirklicht: es wird gewissermaflen angenommen, dafl die
Gewichte und die Unkosten zueinander in linearer Beziehung sind.

Die geschilderten Nachteile sind teilweise vermeidbar, indem man als
Grundlage der Losung die Simplexmethode der linearen Programmierung wihlt.
Fiir die Behebung des ersten Nachteils, d.h. der negativen Gewichte, findet
man Hinweise in der Literatur, z. B. in [4]. dagegen erfordert die Beriick-
sichtigung der realen Kostenfunktion weitere Untersuchungen. Die beim
Messen eines kombinierten (Winkel- und Lingenmessungen enthaltenden)
Netzes anfallenden Unkosten setzen sich aus folgenden Elementen zusammen:

a) aus den Kosten F, der Standpunktausgestaltung (wo i die Nummer
des Standpunktes bedeutet). welche den Ausbau des Standpunkts., den Auf-
marsch mit den Instrumenten usw. enthalten:

b) aus dem Anschaffungspreisanteil (Leibkostenanteil) des Distanz-
messers; wenn ein solcher benutzt wird, soll dessen Wert F, als einmaliger
Kostenaufwand fiir die ganze Messung in Betracht genommen werden:

¢) aus dem Anschaffungspreisanteil (Leihkostenanteil) des Winkel-
meBinstruments; auch dieser Wert F. ist in Bezug auf die ganze Messung als
einmal anfallend zu betrachten, da aber F, << F,, wird dieser Posten nur der
Vollsténdigkeit halber in die Kostenfunktion einbezogen;

d) beim Messen zwischen zwei Punkten ist die Richtung meistens durch
Durchbau oder Punktmarkenbau wahrnehmbar zu machen. Es sei bemerkt,
daB durch diese Kosten F) ; jede Richtung nur einmal belastet wird und nur
dann, wenn sie wenigstens in einer Entfernungs- oder Winkelmessung mit
einem Gewicht iiber Null vorkommen. (Die Indexe i, j verweisen auf die zwei
Richtungsendpunkte.)
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e) durch Wiederholung der aus einzelnen Messungen entstehenden
Kosten (c;).

Die Richtigkeit der Kostenfunktion erfordert, daf letztere statt der
Gewichte die ganzen Werte der Messungswiederholungen enthalte. Im Falle
kombinierter (Winkel- und Langenmessungen enthaltender) Netze sollen daher
die Gewichte als die Produkte zweier Komponenten gebildet werden:

P = Pg x Py (14)
wo P die relative Gewichtsmatrix einer einmaligen Messung, P die Matrix
der Zahl der Wiederholungen bedeutet.

Beide sind Diagonalmatrizen. Bringen wir nun GIl. (4) in folgende Form:

ATPA = AT?@ X PpA = 6 (4.1}

so 1dBt sich der Ausdruck (6) durch Umformen der Diagonalmatrizen Pryj und
P} in Vektoren in folgender Form schreiben: -

(P'{@AT@AT) =U  ,pE=g. (6.1)

Die Zielfunktion der Optimierung kann dann folgenderweise aufgeschrie-
ben werden:

n m n—1 n
} Fz.}t Z 1Pi+Frq -+ Fszr '*" Z :): Fx'jzij = min (15)
i=1 i=1 {=1 j={-+1

mit den Einschrinkungen:

U.modp(uf) > oms P(n > 0 (16}
m
1 | wemn = pi>0
q = i=(s2+1)
0
1 5z
, wenn p; >0
0 J
l-_(n;l) ”(n_l)+i(2n—;x‘—l)
Yi= { b vemn Ii‘—*(i-—l%‘“l);l pi =0V 621)(271 D, Pk =N
0 2 J7 k=n(n—1)-+ et
,,(,,_1),;,%:_‘) (18}
A > (PJ;}"/»:) —m=0

Fer (n—1)+ (x 1)(2n 1')
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wo m = n(n —1) -~ 5 (19)
) 1 . wenn 3 p,>0. (20)
3 1€dQ, j)

Die ersten Elemente p,...p, des unbekannten Gewichtsvektors sind
Winkelgewichte, die weiteren Elemente p.._, . .. p,, sind Entfernungsgewichte.
Beim Algorithmieren des Ausdrucks (19) ist za beachten. daf} eine Richtung
in mehreren. (n — 2)-2 Winkeln vorkommt. daher ist die Menge d aufzu-
schreiben. als die Gesamtheit der Laufzahlen der Winkel, in deren Bildung die
Richtung 1.7 eine Rolle spielt. Die Allgemeinheit der Losung wird durch die
Annahme exrhéht, dafi sémtliche Richtungen prinzipiell mefbar sind; die in
der Wirklichkeit nicht kommensurablen Richtungen kénnen durch die Wahl
eines entsprechend groBen F, -Wertes ausgeschaltet werden. Die Aufgabe
kann mit Hilfe einer linearen. ganzwertigen Programmierungsmethode gelsst
werden.

3. Ausgestaltung der Varianz-Kovarianz-Matrix

Die wissenschaftliche Festlegung der an die ingenieurgeodatischen Fest-
punktnetze gestellten Genauigkeitsbedingungen nahm ihren Anfang am Ende
der fiinfziger Jahre. Zu dieser Zeit merkten die Geoditen auf, daf die prakti-
sche Verwendbarkeit der Netze (auch bei Landes-. also nicht ingenieurgeoda-
tischen Netzen) durch die relativen Fehlerkennwerte determiniert wird. Da
der Algorithmus der Planung zweiter Ordnung die absolute Varianz-Kovarianz-
Matrix verwendet, soll untersucht werden. welche Bedingungen durch die
gewiinschten relativen Genauigkeitskennwerte an die Bildung der geplanten
absoluten Varianz-Kovarianz-Matrix gestellt werden.

Zur Charakterisierung der relativen Fehler -der Netzpunkte kdnnen am
zweckmiBigsten die relativen Fehlerellipsen benutzt werden. Es wird gefordert.
daB

a) die relativen Fehlerellipsen Kreise seien:

b) die Halbmesser der relativen Fehlerkreise sich mit zunehmender Ent-
fernung zwischen den Punkten nur wenig dndern.

¢) diese Anderungen die Eigenschaften der kleinen Netze spiegeln.

Die Bedingung a) wird mathematisch wie folgt ausgedrickt:

Oxy, Oy ™ Oxpy, = Oypx, = 0. (21)

iy




INGENIEURFESTPUNKTNETZE 21

Wird nun angenommen, dafl auch die absoluten Fehlerellipsen des Netzes
zu Kreisen werden. dann sind:

(23)
SchlieBlich wird die willkiirliche Annahme gemacht. daf} die Quer- und Lingen-

korrelationsfunktionen in der Zerlegung® nach Tayior— Kdrmdn gleieh sind
und demzufolge

(24)

Unter Beriicksichtigung der Netzeigenschaften soll die von den Forschern
GRAFAREND [8] und Basrpa [9] gestellte strenge Bedingung. dali der Halb-

*In der Tavlor—Kdrmdnsouen Zerlegung gibt Grafarend [8] die Elemente der Varianz-
Kovarianz-Matrix mit folgenden Aunzdriicken an:

axin = (Plsyp) — Plsip))

Gxpxy == (pm(sij) - (@1(51'j) - (p/n(sij)) STU
i

_ dvis
Gyiyy = Dplsij) -~ ((1"1(51‘]‘) - (j)m(sij)) S*_J
i
Tx;x; == Gypy; == const.
und
4d? o 4d
&, = g ) — 2 Ky )
5" $§
4d? o LY A 2 .
@, = — 2 aR (sd) - “SKy(sid) = Ky(s/d)
=

wo die Bezeichnungen:

@, die Querkorrelationsfunktion.

@, die Lingenkorrelationsfunktion,

K, die modifizierte Bessel-Funktion G-ter Ordnung zweiten Rangs

X, die modifizierte Bessel-Funktion erster Ordnung zweiten Rangs,

s die Entfernung zwischen den zwei Punkten.

d  die fiir das Netz kennzeichnende Linge, mit welcher im Falle gleicher Seitenlingen der
Wert der Querkorrektion gleich 0.5 ist,

hedeuten.
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messer des absoluten Fehlerkreises konstant sein miisse, gem#Bigt werden.
Bei Netzen grofien Umfangs ist die Forderung eines konstanten Halbmessers
zweifellos richtig. Bei kleinen Netzen ist aber die Forderung praktisch schwer
zu verwirklichen. Es wird empfohlen, die Varianzen in folgender Form anzu-
schreiben:

{

k
- 3 n; ~
o; = Konstante -+ myg -LC*—] Ig (1 + 6m) (25)

[
Nmax

wobei m, der mittlere Fehler der Gewichtseinheit, n,, die Entfernung des geo-
metrischen Schwerpunkts des Netzes vom fraglichen Punkt, dividiert durch
die durchschnittliche Seitenlidnge, nmax die Entfernung der entferntesten Netz-
punkte dividiert durch die durchschnittliche Seitenldnge bedeuten, ¢ gleich 1,
oder 2 ist. je nach dem, ob es sich um einen aufleren oder inneren Punkt han-
delt; der Wert von k wird in Abh#ngigkeit von der an das Netz gestellten
Steifheitshedingung bestimmt (ist %k = >, wird das zweite Glied von (25)
gleich Null sein und die Varianz ist in sdmtlichen Netzpunkten gleich).

Zur Begriindung der Form des Kovarianzausdrucks soll in Gedanken ein
Versuch vorgenommen werden. Nehmen wir an, dall zwei Netzpunkte sich
sehr nahe aneinander befinden, jedoch nicht direkt kommensurabel sind. In
diesem Falle wird der aus der Ausgleichung errechnete relative Fehler griofler
sein, als wenn dieser durch direkten Vergleich bestimmt worden wire.

Wird die Entfernung zwischen den zwei Punkten Lkontinuierlich ver-
grofert, erveicht man eine durchschnittliche Entfernung cl; bei der schon aus
technischem Gesichtspunkt vorgeschrieben werden soll. daB die aus den
abgeleiteten Werten bzw. aus dem angenommenen direkten Vergleich gewon-
nenen relativen Fehlerkennwerte gleich sind. Bei weiterer Vergroflerung der
Entfernung bis zu einer gewissen Grenze wird der aus der Ausgleichung errech-
nete relative Fehler kleiner sein. als der relative Fehler der auf die Referenz-
entfernung bezogenen unmittelbaren Messung. Uber dieser Grenze iibersteigt
der relative Fehler den relativen Fehler der auf die Referenzentfernung bezogen
unmittelbaren Messung und wéchst immer langsamer.

Mathematisch kann die Kovarianzfunktion in folgender Form ausge-
driickt werden:

Gy = (o5 — o) 2 — (fy — f2) - (26)

{Zu bemerken ist, daf} der gedankliche Versuch durch die Formel (26) nur im
Falle k = ~ genau modelliert wird.)

Die Funktion f; spiegelt die von MEe1sst gekliarte GesetzmaBigkeit (zitiert
in [9]). wonach sich im allgemeinen die relative Genauigkeit mit zunehmender
relativer Entfernung logarithmisch vermindert. Diese GesetzméBigkeit wurde
durch Untersuchung vorhandener Netze festgestellt, ohne die Eigenschaften




INGENIEURFESTPUNKTNETZE 23

der Netze mit relativ kleiner Seitenzahl zu beachten. Im vorliegenden Falle ist

GiT Ok
10 * —1 '
fi=algl————nl; +1 27
C ld
wo a gleich (0,25 =< 1) » (¢;; + 06,,),2 ist. Die Funktion f, (12) ist dazu bestimmt
— die durch die lokalen Netze gegebenen Moglichkeiten ausnutzend — die

hoheren Genauigkeitsforderungen der Planung zur Geltung zu bringen. Analy-
tisch kann die Funktion durch Spline zweiter und dritter Ordnung beschrieben,

oder mit der Funktion

byox : .
for=ax"17% — gif (28)
angenidhert werden,
K= m=6 p=1
ﬁi//
1000~ ——— k=il =8 p=2

Bild 2. Mit einer Spline-Funktion gebildete Kovarianzfunktion
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Zur Berechnung der Koeffizienten im Ausdruck (28) sollen angegeben
werden: die durchschnittliche Referenzentfernung cl . der Bereich (m — c)l,
mit f, > 0, und die maximale Amplitude von f,. In Bild 1 sind zwei Kovarianz-
kurven dargestellt, wo die exponentielle Anndherung nach (28) fiir den Wert

. . f
f» angewendet wurde. Im Beispiel wurde angenommen. da} f, . = ~— wo der

Wert f; am Ort des Maximums von f, gedeutet ist,

Bei Anwendung der Spline-Funktion werden anstelle der maximalen
Amplitude die zu den Punkten mit den Abszissen ¢l; und ml; gehdrenden
Funktionswerte und deren Tangenten angegeben.

In unscrem Falle besteht die Kovarianzfunktion aus drei Abschnititen
(Bild 2).

Der erste Abschunitt im Intervall 0, ¢/; kann durch eine Funktion zweiter
Ordnung beschrieben werden:

fo = al? = l. I€0. cl) (29)
WO
tgw
11 — T 1
el
pr=tgp

7, kann zwischen —30° und —60° gewihlt werden. (Je griBer abs (¢,) ist,
desto steifer ist das Netz.)

Der zweite Abschnitt kann durch ein Polynom dritter Ordnung beschrie-
ben werden:

fo == a0 + Pul* — vl — B, 1€(cly. mly) (30)

g o B +—tgq,

) (m—c)* 13
b, = _S_(m — )2k, (E_gi} +2tggym + (tgg — g q:g)c

T2 (m - o)l (m — ¢)?1,
L Zem(tgqy - tggy) Fmitgg, — g, 6 kyem
T T - o

(m - ¢)? (2 — )33
0y = — e — B,?lF — poel,
und

ey = . (31
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o
[¢13

SchlieBlieh wird im dritten Abschnitt die Funktion durch einen Wurzelaus-
druck ersetzt:

fo= 7311 = Py s I (ml g n;naxld)
1
2y = (32)
T2,
1
By =ml; —
dtgly,
ve = ky — !
- 2183 ¢y

wo k, auch weiterhin den Wert nach (31) bedeutet.

Leider sind die Planungsprobleme der Varianz-Kovarianz-Matrix mit
der Aufstellung der Varianz-Kovarianz-Funktioner noch nicht gelést. Bei
lokalen Netzen wird ndmlich die Ausgleichung nach der Methode der freien
Ausgleichung durchgefithrt und diese erfordert eine singuldre Varianz-Kova-
rianz-Matrix. Die mit Hilfe von (11) und (12) gebildete Matrix ist jedoch
reguldr. Bekanntlich sind im freien Netz sowohl die Koordinatenverhesserun-
gen. wie auch die Matrix Z Funktionen der vorlaufigen Koordinaten.

Die Ausgleichung geht ndmlich aus dem Grundsatz aus, dall — neben
Erfillung der Bedingung Sprr = Minimum — die Koordinatenverbesserungen
ein auf die eigenen Gewichislinien hezogenes Syvstem bilden sollen. d. h. es solle
Nx; = Xy, = 0 und X(dx7 — _v7) = Minimum sein.

Eine wesentliche Eigenschaft der Ausgleichung ist aber. daf} die relativen
Fehlerkennwerte von der Annahme der vorlaufigen Koordinatenwerte unab-
héngig sind. Da nun in unserer ganzen Erérterung die Netzplanung aufgrund
der relativen Fehlerkennwerte untersucht wurde. liegt die Folgerung auf der
Hand. daB die im Interesse einer gebundenen Form der relativen Fehlerkenn-
werte vorgenommene Planung zweiter Ordnung auch mit der regulédren Varianz-
Kovarianz-Matrix durchgefiihrt werden kann. indem deren Format um die
auf die gebundenen Netzelemente bezogenen Zeilen und Siulen vermindert
wird. Das Problem besteht jedoch auch weiterhin bei der komplexen Planung
erster und zweiter Ordnung. wenn diese mit Riicksicht auf die relativen
Fehlerkennwerte unternommen werden soll.

4. Komplexe Netzplanung. Anwendung der Methode der Straffunktion

{Kuhn—Tucker-Methode)

Der Grundgedanke der Methode ist wie folgt: Das Ziel ist die Anniherung
der geplanten Varianz-Kovarianz-Matrix mit womdglich kleinem Mefaufwand.
Fiir diesen Zweck werden nicht nur die Gewichte, sondern unter gewissen
Bedingungen auch die Form des Netzes gedndert.
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Aus der Zielsetzung geht eindeutig hervor, daf} die Methoden der linearen
Programmierung in diesem Fall nicht anwendbar sind. da die Bedingungen
von den die verinderlichen Punktorte charakterisierenden Koordinaten nicht
linear abhingen. Zur Herstellung eines wirtschaftlicheren (genaueren) Netzes
wird also angestrebt, alle verdnderlichen Groflen einander zuzuordnen. Natiir-
lich muf} dafiir auch etwas geopfert werden. Dies duflert sich einerseits in der
Verminderung der Vollstandigkeit der Kostenfunktion (15), anderseits in der
groferen Rechenarbeit. Es ist ja offenbar, dafl es im Falle verdnderlicher
Punktorte unmaglich ist, die Kosten fir alle moglichen Richtungsschneiden
(Markenbau) als stetige Funktion zu modellieren. Ist aber das Ziel die maximale
Genauigkeit zu errcichen, dann unterliegt die ZweckmiBigkeit dieser Methode
keinem Zweifel. Es soll daher die Zielfunktion

m

c(x, p) = ZP" = max (33)

{=1

befriedigt werden, wenn die Bedingungen
Up<Lgp=>0 (34)

x€Q (35)
erfiillt sind.

Durch die Bedingung (35) wird formell ausgedrickt, dafl die Koordi-
naten dieser Punkte in einem gegebenen Bereich liegen miissen. Die Aufgabe
kann mit Hilfe der sogenannten Straffunktionsmethode geldst werden. deren
Wesen wie folgt ist [10].

Um die bedingte Extremwertrechnung bedingungsloser Form durch-
zafithren, werden die Bedingungen zu Teilen der Zielfunktion gemacht. Falls
die Bedingungen nicht erfillt werden. ergibt sich eine grofe Abweichung von
der Richtung des gesuchten Extremwertes. Der Losungsvektor kann den
Extremwert nur dann annihern, wenn zugleich auch die Bedingungen erfiillt
werden.

Wir wollen die Lsungsschritte des Algorithmus kurz angeben.

1. Modifizieren wir den Ausdruck (33) derart, dafl die Bedingungen
(34) und (35) auf die Form A(x. p) < 0 gebracht in die Zielfunktion eingebaut
werden:

(s p 1) = c(s.p) = [é 717];5] (36)

wo r >> 0 und M die Anzahl simtlicher Bedingungen bedeutet.
2. Nehmen wir einen Wert r; > 0 und einen Vektor (x),p}) an, fiir
welehen A(x!, p/) =0, (i = 1.... M). Die Losung wird durch stufenweise
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Niherung erhalten, wobei fiir je einen festgelegten Wert r, der optimale Vektor
(x%. pE) gesucht wird.

3. Unter Anwendung der Gradientenmethode wird der optimale Vektor
(_x,’j., pf;) bestimmt.

4. Es wird gepriift, ob
‘} (XIII' Pﬁ) - (Xn——I’ Pn—l) L g £.

Ist diese Bedingung nicht erfillt, wird das Verfahren mit dem Schritt 5 fort-

k

gesetzt, ist sie erfiillt, so betrachten wir den Vektor (x,,.

pY) als die das Opti-
mum am besten anndhernde Lisung.
5. Wir wihlen einen neuen Wert r

. . _ .
noye fir welchen 0 <7 r, < r, gilt,

und setzen das Verfahren beim Schritt 3 mit (x%. p) als Ausgangspunkt fort.

i

Zusammenfassung

Es werden die bei der optimalen Planung spezieller ingenieurgeoditischer Netze errcich-
ten theoretischen und praktischen Forschungsergebnisse iiberblickt.

Der erste Teil beschiftigt sich mit der Planung optimaler Netze und schildert zwei
Konzeptionen fiir die Planung der optimalen Form fiir »freie Netzec.

Im zweiten Teil wird als neue Mbglichkeit die optimale MeBanordnung aufgrund einer
Zielfunktion behandelt. welche neben der Genauigkeitsforderung auch die Kosten fir die
Messungen (oder den MeBzeitaufwand) berficksichtigt und wo die Planung bei deren Minimal-
werten durchgefiithrt wird.

Im dritten Teil werden zur Aufstellung der geplanten Varianz-Kovarianz-Matrix zwei
neue. auf der Untersuchung der Genauigkeitskennwerte der ingenieurgeoditischen Netze beru-
hende Verfahren empfohlen. Tm vierten Teil werden theoretische Fragen der komplexen Netz-
planung erdrtert. und es wird mit der Straffunktions- (Kuhn—Tuckerschen)-Methode ein
Algorithmus fiir die komplexe Planung geoditischer Netze ausgearbeitet.

Schrifitum

1. Hlapresy, @.: HekoTopbie BOMPOCH ONTHMAILHOrO NPOEKTHPOBAHHS Fe0Je3HUeCKHX CeTeil "
Periodica Polytechnica, ctponreasctso, Vol. 21. No. 1—2, Budapest 1977.
2. SArgdzy, F.: Optimization of Geodetic Control Networks. Vortrag gehalten am XV.
Internationalen Geoditenkongrefl der Vermessungsingenieure (FIG). Stockholm 1977
3. K1s, O.—Kovics, M.: Numerische Methoden. (In ungarischer Sprache). Budapest, 1973.
4. ScEAFFRIN, B.—GraFAREND, E.—ScamirT, G.: Kanonisches Design geodidtischer Netze 1.
Manuscripta geodaetica 2 (1977).
5. ByereAMOMAR. A: A New Approach to Theory of Errors. Stockholm. 1970.
6. Hposzaos, H. I.: Jlikeiinaa aaredpa B TEOpHH VpasHuBaHust namepenuii. «Heapas Mockpa
1972.
. BEn-IsrAEL, A.—Grevitre, T. X! E.: Generalized Inverses. Theory and Applications.
Wiley Interscience Publ. 1974.
8. ScmyutT. G.—GRAFAREND, E.—ScHAFFRIN, B.: Kanonisches Design geoditischer Netze II.
Manuscripta geodaetica Vol. 3 (1978).
9. Baarpa, W.: Measures for the Aecuracy of Geodetic Networks. Vortrag am IAG Sympo-
sium 1977. Sopron.
19. WaeNeER HarvVEY. M.: Principles of Operations Research. Prentice-Hall. Inc.. Englewood
Cliffs, New Jersey. 1969.

Dozent Dr. Ferene Sirx6zy. Direktor, H-1521 Budapest






