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Einleitung

Als Absteckungsnetz fiir Industrieanlagen wird meistens ein recht-
winkliges Vierecknetz angelegt. Die Koordinatenachsen eines solchen Netzes
sind zu den Hauptrichtungen des Bauwerkes parallel, daher ist sowohl die
Berechnung der Einfluchtungsmafe als auch die Absteckung selbst viel ein-
facher als bei einem Netz allgemeiner Form.

Rechtwinklige Absteckungsnetze werden in folgenden Schritten abge-
steckt:

1. Vorldaufige Absteckung der Netzpunkte und die fiir die Koordinatenrechnung
erforderlichen Messungen.

2. Berechnung der Kceordinaten der vorliufig abgesteckten Punkte.

3. Endgiltige Absteckung und Vermarkung der Netzpunkte.

4. Uberpriifung des Netzes.

Mit dem Erscheinen der physikalischen Entfernungsmesser dnderte sich
die Zusammensetzung der fiir die Koordinatenberechnung erforderlichen
Messungen. Die gemischten (Richtungs- und Streckenmefi-) Netze traten in
den Vordergrund.

Die Koordinaten der vorldufig abgesteckten Punkte werden seit der
Verbreitung der Rechenanlagen durch Awusgleichung nach dem Prinzip der
kleinsten Quadrate — u. zw. zweckmiBig durch Koordinatenausgleichung —
berechnet. Im Beitrag werden die verschiedenen Methoden der Ausgleichung
behandelt.

Koordinatenberechnung durch Netzausgleichung

Bei der Koordinatenausgleichung werden im ersten Schritt der vorldufige
Orientierungswinkel des RichtungsmefB-Aufstellungspunktes und die vorlaufi-
gen Koordinaten der Punkte berechnet.

Die vorldufiger Werte sind stets so anzusetzen, dafl an deren Stellen bei
der notwendigen Reihenentwicklung die Glieder hoherer Ordnung vernach-
lassigt werden konnen.
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Fiir die- Ausgleichung von rechtwinkligen Absteckungsnetzen empfiehlt
es sich selbstverstandlich als vorldufige Koordinaten theoretische — im allge-
meinen runde — Koordinaten zu wihlen.

Als vorldufiger Wert fiir die Orientierungswinkel wird der aus der vor-
ldufigen Orientierung der Aufstellungspunkte erhaltene mittlere Orientierungs-
winkel gewihlt.

Im zweiten Schritt werden fiir jedes Richtungs- und Orientierungsergeb-
nis in der bekannten Weise die Vermittlungsgleichungen, dann nach Reihenent-
wicklung und Umordnung die Verbesserungsgleichungen angeschrieben, u. z2w.
in allgemeiner Form:

v = A s + 1

(11, 1) (n,n r, 1) (n, 1)

Dabei bedeuten:

v den Vektor der zu n Messungen gehorenden Korrektionen;

A die aus den Koeffizienten der Verbesserungsgleichungen hergesteilte Matrix;
% den Vektor der r Unbekannten;

{ den Vektor der zu n MeBergebnissen gehérenden reinen Glieder.

Da im Netz auch Richtungsmessungen und Entfernungsmessungen
durchgefiihrt werden, ist es sehr wichtig, aus den vorldufigen mittleren Feh-
lern der MeBergebnisse das Gewichtsverhiltnis der beiden verschiedenen
Mefitypen festzustellen. Fiir den Ansatz des Gewichtsverhiltnisses dient in
der Annahme unabhingiger Messungen die Proportion:

2 a

¢t ¢
PiiPe="5 " "4
o

wo p; und p, die Gewichte der Richtungs- und Streckenmessungen:

p; und i, die vorldufigen mittleren Fehler der Richtungs- und Streckenmessun-
gen sind, und
c? eine heliebig angesetzte Konstante ist.

Die Diagonalmatrix P umfaBt die Gewichtswerte. Im ndchsten Schritt
wird das Normalgleichungssystem aufgestellt:

(A*PA)x+A*P1=0.
r.rny (b .1 r,1)

Die Zusammenhinge

und




ABSTECKUNGSNETZE 31

eingefithrt, nimmt das Normalgleichungssystem folgende Form an:

N x +n= 0.
rn (@) ¢H D

Da kein bekannter Punkt im Netz ist, stellt die Matrix N im Prinzip eine
singuldre Matrix dar, also:

det (N} = 0.

Ein solches Netz ist beliebig verschiebbar und verdrehbar.
Der Singularititsgrad wird durch den Defekt gespiegelt, der die Differenz
zwischen Format und Rang der Matrix ist:

d() = r(N) — o).
In der Formel sind

d (N) der Defekt der Matrix
r (N) das Format der Matrix
o (N) der Rand der Matrix.

Der Defekt hidngt von dem Charakter des Netzes ab und stimmt mit
dessen Freiheitsgrad iiberein. Der Defekt gemischter Netze ist 3.

Fir die Berechnung der Unbekannten kann man in zweifacher Weise
verfahren. Die Berechnung kann mit festgelegtem Anfangspunkt oder als
freies Netz erfolgen.

Bei der Berechnung mit festgelegtem Anfangspunkt werden Unbekannte
in dem Defekt entsprechender Anzahl gebunden, und dementsprechend werden
die Verbesserungs- und Normalgleichungen aufgestellt. Die Unbekannten wer-
den mit der Formel

x = —N-1 n
r—d, 1)  (r—dr—d) (r—a,1)
berechnet.

Fiir die Bestimmung der Zuverldssigkeits-Mefzahlen ist die Gewichts-
koeffizientenmatrix der Unbekannten notwendig. Bei einer Berechnung mit
festgelegtem Anfangspunkt ergibt sich diese aus der Formel:

Q(x) = N-1.

(r—d,r—d) (r—d, r—d)

Es ist bekannt, daf} die Ausgleichung fiir die Unbekannten bzw. die
Gewichtskoeffizienten verschiedene Zahlenwerte ergibt, wenn der Anfangspunkt
an verschiedenen Orten angesetzt wird.

Die Unbekannten kénnen auch aus einer Berechnung als freies Netz
ermittelt werden; dann wird kein Anfangspunkt gew#hlt. sondern die Aufgabe
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wird mit Hilfe einer sog. Zielfunktion gelost. Die Ausgleichung als freies Netz
kann nach den Methoden von MEISSL—MITTERMAYER, von HELMERT— WoOLF
und unter Anwendung des Pseudoinversen unternommen werden.

In der Methode von MEISSL—MITTERMAYER ist jene die Zielfunktion,
welche das Minimum der Quadratsumme der mittleren Koordinatenfehler
ergibt. Fir die Berechnung der Unbekannten wird die Matrix N N dargestellt.
aus der die Zeilen in den Defekten entsprechender Anzahl und die dazuge-
horigen Spalten gestrichen werden, und die Restmatrix invertiert wird: dann
werden anstelle der weggelassenen Elemente Nuller geschrieben. So erhilt
man wieder die Matrix mit dem urspriinglichen Format. Die Unbekannten
werden mit Hilfe der Formel

x = —N (NN)-! =n
(r, 1y (r,r) (r,r (r,
berechnet.
Zur Bestimmung der Gewichiskoeffizientenmatrix der Unbekanntea
dient die Gleichung:

Q(x)= N (NN)-! N (NN)-! N

(r, r) (r,r) (r.r) (r,my (r,n) (r, 1)

Nach der Methode von HELMERT— WoLF ist die Zielfunktion

=

x* X = min
&, r, 1)

d. h. die Quadratsumme der Anderungen ist minimal.
Nach dieser Methode werden die Unbekannten in zwel Teile unterteilt.
Vou den r unbekannten Anderungen sind Anderungen der Anzahl d
unbestimmt. daher erhilt man nur fiir r—d Anderungen eine eindeutige Losung.
Die ersteren werden in dem Vektor x,. die letzteren in dem Vektor x; zusam-
mengefal3t.

Dementsprechend erhilt die Verbesserungsgleichung die Form:
v o= A x, -+ A, x, + 1.
(1) Gnr—d  (r-d,1) (nd) @D D

Fihren wir fiir die Normalgleichungskoeffizienten die Bezeichnungen

N, = Aj P A,
(r—d,r—d) (r—d, n) (1, n) (n, r—d)
und
Np = AI P A, = NZ
(r—d, d) (r—d,ny  (n,n) (n, d) (r—d, d)

ein.
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Zur Berechnung der Anderungen dienen die Formeln:

— Ny (N, Ny + NuNzl)_lA’;P 1

Xy =
X, = — N, (NN, + Np,N,,)'ATPL.

Bei der Ausgleichung eines freien Netzes nach der HErmeErT — Worrschen
Methode ist die folgende Hypermatrix die Gewichtskoeffizientenmatrix der

Unbekannten:
Qx:l‘: Q.\:I:-::
(r—d, r—dj {(r—d,d)
Q(x) = . .
(r.n Qe Q...
d, r—d) d, dy B

Die Werte der einzelnen Matrizen werden mit Hilfe von ziemlich langen

Formeln berechnet, deren Mitteilung hier nicht begriindet scheint.
Bei der Lésung durch eine Pseudoinverse dient zur Berechnung der

Unbekannten die Gleichung:

x = —N+ n
(r, D (r.n r,

Die Gewichtskoeffizientenmatrix der Unbekannten ist gleich der pseudoinver-

sen Matrix. also:
Q(x) = N*

(r,r) (r.m)

Die pseudoinverse Matrix kann. zum Beispiel. nach dvadischer Zerlegung der
I pies, 3 gung

Matrix N der Form N = FG mit Hilfe der Formel

Nt = G* (GG~ (F*F)-* =
(r,r) (r,r—dy (r—d,r—dy (r—d,r—a) (rwd, 1)
hergestellt werden,
Die genannten drei Methoden zur Ausgleichung als freies Netz liefern

praktisch ganz gleiche Ergebnisse fir die Unbekannten und ihre Gewichtskoef-

fizienten.
Ergebnisse bei der Ausgleic} es Versuchsnetzes
chnung erfolgte an den MeBergebnissen cines aus 10
Absteckung eines

Koordinaten der

Die Priifungsre
Punkten bestelienden Teils des rechtwinkligen Netzes fiir die
Wirmekraftwerkes. Die Messungen fiir die Berechrung der
vorher abgesteckten Punkte sind in Abb. 1 zu sehen.
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Abb. 2, Koordinatenfnderungen

Die Ausgleichung wurde Dbei Festlegung an mehreren verschiedenen
Orten gewdhlter Anfangspunkte durchgefiihrt. von denen hier die Ergebnisse
nur einer einzigen Variante mitgeteilt werden.

In diesem Falle waren die festgelegten Koordinaten: v, x5, und ;.

Das Netz wurde sowohl als freies Netz als auch nach dem MEissL—
MirTERMAYERschen Algorithmus berechnet. Abb. 2 zeigt die nach den beiden
Verfahren erhaltenen Koordinatenédnderungen.

Aus den Gewichtskoeffizienten der Unbekannten und den bekannten
Zusammenhidngen lassen sich die zum Zeichnen der Fehlerellipsen erforder-
lichen Angaben errechnen: der maximale und der minimale mittlere Fehler
bzw. die zu diesen gehérenden Richtungswinkel. Die nach den beiden genann-
ten Ausgleichungsverfahren erhaltenen Fehlerellipsen sind in Abb. 3 dargestellt.

Aus der Abbildung ist zu erkennen, dafl die Fehlerellipsen — einerseits
— mit der Entfernung von dem als fehlerfrei angenommenen, festgelegten
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Abb. 3. Fehlerellipsen
Anfangspunkt wachsen, — anderseits — durch thre GréBe die Verteilungs-

dichte der Messungen im Versuchsnetz spiegeln.

Um die mittleren Koordinatenfehler zu ermitteln, mufl die Varianz-
Kovarianz-Mairix 3(x) der Unbekannten bekannt sein. Diese wird aus der
Gleichung

3 o(v) = up Q)
(r,r) (r,n)
berechnet, wo
gy der Gewichtseinheitsfehler ist.
Bei ciner Ausgleichung mit festgelegtem Anfangspunkt dndert sich die

Anzahl der Unbekannten in der Gleichung:

M(x) = Q)

(r—~d, r—d) (r—d, r—d)

Die Gréfie der mittleren Koordinatenfehler ist von dem Ausgleichungs-
verfahren abhingig. Daher sind die aus diesen berechneten verschiedenen
mittleren Febler (Punktfehler, quadratischer Punktfehler) fiir den Zuver-
lassigkeitsvergleich verschiedener Netze nicht geeignet.




36 BANHEGYT

Um den mittleren Fehler der aus den ausgeglichenen Koordinaten berech-
neten Strecken zu bilden, muf} erst die Gewichtskoeffizientenmatrix Ocry der
Strecken bestimmt werden. Diese erhilt man mit Hilfe des allgemeinen Feh-
erfortpflanzungsgesetzes:

Q(T) = T Q(x) T
(5.9 (s,1) (r.r)y (r,%)

dabei ist T# die Matrix, welche die partielle Ableitung von s Strecken nach den
Unbekannten enthilt.

Bei einer Ausgleichung mit festgelegtem Anfangspunkt dndert sich die
Anzahl der Unbekanuten in der Gleichung:

Q(T) = T Q(:c) T .

(s,9) (s, r—dy (r—d, r—d) (r—d, sy

Die Varianz-Kovarianz-Matrix My, der aus den ausgeglichenen Koordi-
naten berechneten Strecken erhilt man aus der Formel:

Mz, =uQq -
(s, 5) (s, 8)

Der mittlere Fehler der Entfernung zwischen aus dem obigen Zusammen-
hang beliebig ausgewihlten zwei Punkten kann rechnerisch ermittelt werden.

Der mittlere Fehler der aus den ausgeglichenen Koordinaten berechneten
Strecken ist von dem Ausgleichungsverfahren unabhingig. daher eignet er
sich fiir den Zuverldssigkeitsvergleich verschiedener Netze.

Zuzsammenfassun

Im Beitrag werden durch Herstellung und Ausgleichung selbstiindiger Netze — insbe-
sondere eines Netzes besonderer Form, eines rechtwinkligen Netzes — erhaltene Zuverldssig-
keitsmefzahlen untersucht.

Durch die Berechnungen wurde die Feststellung unterstiitzt, dal} die genannten drei
Ausgleichungsverfahren als freies Netz fiir alle Unbekannten und deren Gewichtskoeffizienten
praktiseh gleiche Ergebnisse lefern.

Eine andere wichtige Feststellung ist. dall bei an verschiedenen Orten angesetzien
Anfangspunkten bzw. bei der Ausgleichung als freies Netz fiir die Unbekannten — unter
diesen fiir die Koordinaten — unterschiedliche Werte erhalten werden, das bedeutet jedoch
iediglich eine Verschiebung, Verdrehung des Netzes, ohune daf} sich dessen Form #nderte. Daher
sind die aus den ausgeglichenen Koordinaten berechneten entsprechenden Strecken und inneren
Winkel bei allen Untersuchungen gleich.

Die aus den Berechnungen gezogenen Schlulifolgerungen gelten nicht nur fiir recht-
winklige Netze, sondern auch fiir solche allgemeiner Form.
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