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Eine Dletrdchtliche Zahl der ingenieurgeodétischen Arbeiten erfordern
ein geometrisches Problem in einem zweckmidflig angenommenen Koordinaten-
svstem zu l6sen. Derartige Aufgaben sind die Vermessung von Anlagen fiir
die Kartenaufnahme. die Absteckungen. die Kontroll- und Deformations-
niessungen.

Auf dem Gelinde wird das Koordinatensystem durch das Festpunki-
system verkorpert.

Die erforderliche Genauigkeit der Lésungen verschiedener geometrischer
Aufgaben hingt von den technischen Anforderungen an die Anlagen ab.
Dementsprechend sind die Vermessungen, die Absteckungen und andere
ingenieurgeoddtische Arbeiten mit verschiedener Genauigkeit durchzufiihren,
d. h. die Bestimmungsgenauigkeit der dic Koordinatensvsteme verkérpernden
Festpunktnetze ist diesen Genauigkeitsanforderungen entsprechend zu planen.

Bei der Genauigkeitsplanung der Festpunktnetze werden drei Haupt-
momente unterschieden:

a) die Wahl der fiir die Zuverlassigkeit des Netzes (oder der Netze)
kennzeichnenden Genauigkeitsmefizahl,

b) die Bestimmung der notwendigen Genauigkeit der Netze — des Zahlen-
wertes der gewédhlten Genauigkeitsmelizahl, — den technischen Anforderungen
der ingenieurgeoditischen Arbeiten entsprechend.

¢) die Planung der fiir die Genauigkeit des Netzes bestimmenden Typen,
Anzahl, Zuverldssigkeit der Messungen und die Form des Netzes. nach litera-
rischem Wortgebrauch. die Bemessung des Netzes, um die vorgesehene Genauig-
keit zu erreichen.

Im weiteren mochten wir uns mit dem Moment a) der Genauigkeitspla-
nung voningenieurgeodétischen Festpunkinetzen. d.h.mit der Frage beschafti-
gen, welche Gesichtspunkte bei der Wahl der Genaunigkeitsmelizahlen fiir die
Netze grundsitzlich zu beriicksichtigen sind.

Die Genauigkeit der Landestriangulationsnetze wird — wie bekannt —
durch die Ferreroschen mittleren Winkelfehler, die nach der Ausgleichung
berechenbaren mittleren Netzwinkelfehler, die mittleren Koordinatenfehler,
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die Achsen der Fehlerellipsen, und die Genauigkeit der Polygonnetze durch die
Winkel- und KoordinatenabschluB3fehler sowie die linearen Abschlufifehler
gekennzeichnet,

Die Genauigkeit der ingenieurgeoditischen Netze wird sowohl in der
ungarischen als auch in der ausldndischen Fachliteratur neben den genmannten
mittleren Fehlern auch durch die mittleren Fehler der Netzseiten, die Achsen
der relativen Fehlerellipsen, aber auch durch die Mittelwerte derselben gekenn-
zeichnet.

Da die zweckmifliigen Genauigkeitsmelzahlen einerseits deshalb gew&hlt
werden, um sie auch bei der Genauigkeitsplanung des Netzes zu verwenden,
werden hier folgende Zuverldssigkeitsmefizahlen der ausgeglichenen Gréflen
untersucht:

— die mittleren Koordinatenfehler,

— die Achsen der absoluten Fehlerellipsen.

— die mittleren Fehler der Entfernungen zwischen den Netzpunkten

(der Seiten).

— die Achsen der relativen Fehlerellipsen.
bzw. die aus diesen herechenbaren Mittelwerte und relativen mittleren Fehler.

Um diese Zuverldssigkeitsmefzahlen zu analysieren. betrachten wir die
Art ihrer Berechnung.

Wie bekannt, konnen Netze nach den Methoden der Ausgleichung be-
dingter und vermittelnder Beobachtungen ausgeglichen werden, Je nach der
Ausgleichungsmethode wird dann der mittlere Fehler einer beliebigen
ausgeglichenen Gréfle bzw. einer aus diesen Groflen gebildeten Funktion be-
stimmt, wenn man die Gewichtskonstanten dieser Funktionen ermittelt.

Es ist bekannt, dafi die Gewichtskoeffizientenmatrix Q. bzw. Q, der
Funktionen aus der Matrix der Koeffizienten der Zwischen- bzw. Bedingungs-
gleichungen. aus der sog. Formmatrix und aus der Gewichtskoeffizientenmatrix
der Mellergebnisse bestimmt wird.

Die urspringlichen Verbesserungsgleichungen lauten:

L+ v = A x 1 . (1)
Y @0, @,n D (1)
Die Bedingungsgleichungen sind:

B* v + I =0. 2)
(ny (11 ¢LH

Bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen hat man also:

Qy=(A" P A7 (3)
(r,r) (r,m) (n,n)  (n,n)
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bei der Ausgleichung hedingter Beobachtungen:

Qu) =P-* —P-! B (B* P-! B)-! B* P-1. (4)
(n,n) () (m.m  (1,]) (€% ] (f,n)y (n,n)

Dabei bedeuten bei beiden Ausgleichungsverfahren

P die zu den Mellergebnissen gehdrende Gewichtsmatrix

n die Anzahl der Messungen

r die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten

f die Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen bzw. der unabhingigen Be-
dingungsgleichungen.

o

Bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen wird der mittlere
Fehler der ausgeglichenen Unbekannten aus der Varianz-Kovarianz-Matrix

Muy = miQy (5)
(r,r (r,n
ermittelt, wo

Q(x) die Gewichiskoeffizientenmatrix der ausgeglichenen Unbekannten
on
m, der Gewichiseinheitsfehler

1/ v¥Pvy
my = l/ 7

(6)

ist.
Die Varianz-Kovarianz-Matrix der aus den ausgeglichenen Unbekannten
gebildeten Funktionen lautet:

M(f)"—""g (6* Qy G) (7)

(5,8 (s,7) (r,r) (r,8)

wo die Elemente der Matrix G* die partiellen Ableitungen der Funktionen
nach den ausgeglichenen Unbekannten sind.

Bei der Ausgleichung bedingter Beobachtungen lauten die Varianz-
Kovarianz-Matrix der ausgeglichenen Beobachtungen:

M(L.r) - mgQ(U) (8)

(n, n) (n, )

und die Varianz-Kovarianz-Matrix der Funktionen:

M= ms (6{y, Q@ G6) (9)
(s, s) s, (n,n)y (ns

wo Q. die Gewichtskoeffizientenmatrix der ausgeglichenen Meflergebnisse
und s die Zahl der Funktionen ist.
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Die beiden Ausgleichungsverfahren sind sowohl in geoditischer als auch
in rechentechnischer Hinsicht unterschiedlich.

In geoditischer Hinsicht — fiir die Genauigkeitsplanung des Netzes —
besteht der wichtigste Unterschied darin. dalj vor der Ausgleichung vermitteln-
der Beobachtungen entweder die Ausgangsgrunddaten angenommen werden
miissen. um die Singularitdt der Normalgleichung aufzuheben. oder das Nor-
malgleichungssystem mit Hilfe allgemeiner Inversen gelost werden muf}.

Bei der Ausgleichung direkter Beobachtungen miissen keine Ausgangs-
daten angenommen werden.

Der Grad der Singularitidt wird durch den Defekt d veranschaulicht. der
die Differenz zwischen Format r und Rang o der Matrix darstellt:

d =71 — o(N) (10)

N ist die Matrix der Normalgleichung.

Der Defekt ist von der geometrischen Bestimmtheit des Netzes abhngig
und stimmt mit dem Freiheitsgrad des Netzes tberein. Der Defekt von Langen-
und gemischten Netzen ist gleich 3. jener des Richtungsmelinetzes gleich 4.

Die Singularitit der Normalgleichung ldfit sich in dreifacher Weise
beheben:

a) die der Anzahl der Defekte entsprechenden Koordinaten. Richtungs-
winkel oder die Orientierungskonstanten werden als fehlerfreie Werte angesetzt:

b} es werden der Defektenzahl entsprechend Zielfunktionen aufgenom-

men und mit diesen wird die Matrix der Normalgleichungsmatrix vergréflert:
ful o o

(A*PA)x — Ck — (A*Pl) = 0

Céxy - w=20 (11)

wo die Matrix € der Koeffizient der Unbekannten in den linearisierten Ziel-
funktionenist, der Vektor w die reinen Glieder der Gleichungen und k die zu
den Unbhekannten gehérenden Korrelaten bedeuten.

¢) Die Losung erfolgt mit Hilfe allgemeiner Inversen.

Diese aus der Mathematik bekannte Lésung bedeutet aus geoditischer
Sicht. daf;

Spur @ = min. und gleichzeitig

[mi -~ m]] = min. (12)
d.h. dali wird das Normalgleichungssystem mit Hilfe der allgemeinen Inversen

gel6st. unter der Bedingung v*Pr = min. auch die Quadratsumme der mittle-
ren Koordinatenfehler den Minimumwert haben wird.
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Wohlgemerkt. erhialt man dasselbe Ergebnis auch dann, wenn als Ziel-
funktion nach b) die folgenden drei Bedingungsgleichungen angesetzt werden
[2]:

[8x] = 0; [ov] = 0; [x%y — v%x] =0 (13)

wobel x® und v" die vorldufigen Werte der fiir die Ausgleichung benutzten
Koordinaten, dx und oy die fiir die vorldufigen Werte bestimmten Anderun-
gen sind,

Die Ausgleichungsmethoden nach b) und ¢) werden in der Fachliteratur
als »freie Netzausgleichung« bezeichnet.

Wird das Netz nach den Verfahren unter a)bis ¢) ausgeglichen, dann ist
die Zahl der iiberschiissigen Beobachtungen fin der Formel (6) des Gewichts-
einheitsfehlers aus

f=n—r+d (14)

zu berechnen, wo n die Anzahl der Beobachtungen. r jene der Unbekannten
und d jene der Defekte bedeuten.

Unter Anwendung des allgemeinen Fehlerfortpflanzungsgesetzes (3) bis
(9) lassen sich also die erwihnten mittleren Fehler aus den folgenden Glei-
chungen errechnen:
Die mittleren Koordinatenfehler aus
m, = my| Q.. m,= m]Q,, : (15)

die halben Lingen der groflen und der kleinen Achse der absoluten Fehler-
ellipsen und die Richtung der grofien Achse aus

] E]

_1 B = “, Q;‘_—;\; - Q : (Qx.\‘ - Q\)Z - 4Q%\ (16)

I\)|

1
i

2Q.y (17)

) ==

arc tg

2 Qx n Qy_v
die mittleren Fehler der Netzseiten aus

my = my} Qug - (18)

Die halbe Linge der groflen und der kleinen Achse der relativen Fehler-
ellipsen (4,. B,) und die Richtung der groflen Achse (,) werden aus Gleichun-
gen der gleichen Form wie (10), (17) belechnet nur steht in diesen statt der
Matrix der Gewichtskonstante der Unbekannten die aus der Formel der
Koordinatendifferenzen herechenbare Gewichtskoeffizientenmatrix

1t

‘4r7 Br “'_"] QJ cdx QJ Ay 70 (QJ\_I\ QJ\J\) -4 QJ\J\ (19)

§
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2QA.’CA}’
b

®, = —arec tg —-—
= dxax T Qdy.dy

(20)

wo die Funktionen der Koordinatendifferenzen zwischen den Netzpunkten ¢
and j wie folgt lauten:

Ax; o= x; — x; (21)

i i J
dyy=y,— ;.
Aus den Funktionen (21) und (22) werden die Elemente der Matrix Q. in
(19) und (20) nach (7) berechnet. '

Aus (19), (21) und (22) folgt, dall durch die relativen Fehlerellipsen letzten
Endes angegeben wird, dafi der eine Endpunkt einer Netzseite von dem anderen
Endpunkt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit innerhalh welcher Grenzen
liegt.

Zur Kennzeichnung der Zuverlidssigkeit der Neize werden auch die rela-
tiven mittleren Fehler — bzw. deren Mittelwert — herangezogen, die folgen-
dermallen herechnet werden:

a) Aus den mittleren Fehlern m, der Netzseitenentfernungen d ergibt
sich der relative mittlere Fehler einer Seite zu

m,;= —* (33)
und der fiir das Gesamineiz kennzeichnende mittlere Fehler Mpp zu
I [ Tm2
Muyp=—2 wo Mp=1| [—d—]— (24)
-

und n die Anzahl der Netzseiten. D, den Mittelwert der zu m, gehérenden
Seitenlidngen bedeuten.

b) In [6] berechnet der Verfasser den fiir das Netz kennzeichnenden
relativen mittleren Fehler aus den mittleren Koordinatenfehlern iiber den sog.
mittleren Punktfehler in folgender Weise:

: (25)

Die quadratischen Mittelwerte ergeben sich (bei einem aus n Punkten beste-
henden Netz) zu

M,= }@ (26)

n
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und
M

Mgy = S

. (27)

m

wo S, der mittlere Abstand zwischen den benachbarten Netzpunkten ist.
¢) Aus den Achsen der relativen Fehlerellipsen derselben erhilt man

[4F + B

2

: (28)

Die aus n berechneten quadratischen Mittelwerte ergeben sich zu

AL, = V_[_”Efl (29)
f n
M, i
Mag = (30)

re

wo D, der Mittelwert der Langen der zu den relativen Fehlerellipsen gehbren-
den Seiten ist.

Bei der Wahl der ZuverlassigkeitsmeBzahlen ist von folgenden Gesetz-
miligkeiten auszugehen, die sich aus den Zusammenhéingen fiir die Berech-
nung der verschiedenen mittleren Fehler ergeben:

a) Die mittleren Koordinatenfehler sind von der Orientierung des fiir die
Berechnung aufgenommenen Koordinatensystems abhédngig. der mittlere
Punktfehler, die mitileren Fehler der Entfernungen und die Gréfie der Achsen
der Fehlerellipsen sind hingegen von dieser unabhingig.

b) Die mittleren Koordinatenfehler, die Achsen der absoluten Fehler-
ellipsen und die mittleren Punktfehler sind von der Annahme der Ausgangs-
daten (als fehlerfrei betrachtete Koordinaten) abhingig. Mit der Entfernung
von den Ausgangsdaten nehmen die genannten Zuverldssigkeitsmefzahlen zu.

¢) Durch das Ausgleichen eines Netzes als freies Netz 146t sich erreichen.
dafi die Quadratsumme der mittleren Koordinatenfehler gleich dem Minimum
sei, und gleichzeitig die mittleren Koordinatenfehler nur wenig voneinander
abweichen.

Durch die GesetzmaBigkeiten unter a) his ¢) wird also erméglicht, dall
— falls die Zuverldssigkeit eines Netzes durch mittlere Koordinatenfehler
oder durch Fehlerellipsen gekennzeichnet wird — sogar aufgrund gleicher
Messungen durch eine Anderung der Ausgleichungsgrunddaten fiir die Genauig-
keitsmeBzahl des Netzes verschiedene Werte bestimmt werden.

Wird hingegen das Netz durch die mittleren Fehler der Seiten oder die
Achsen der relativen Fehlerellipsen gekennzeichnet, ist diese Mehrdeutigkeit
hehoben.

11*
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Abb. 2. Fehlerkreise eines Lingenmessungsnetzes

Die Angaben in Tabelle I (die unter Anwendung der Grunddaten in [2]
berechnet wurden) zeigen auch zahlenmilig, welche Abweichungen sich bei
der Berechnung des mittleren Punktfehlers hzw. relativen mittleren Fehlers
des Langenmessungsnetzes in Abb. I ergeben, wenn das Netz mit der Annahmne
von Ausgangsgrunddaten oder aber als freies Netz herechnet wird. bzw, wenn
die relativen mittleren Fehler aus den Punktfehlern oder aus den mittleren
Fehlern der Entfernungen errechnet werden.

Tabelle I enthélt nach fiinf Ausgleichungsvarianten errechnete mittlere
Punkifehler., deren Mittelwert und die daraus berechenbaren relativen mittle-
ren Fehler My, Mgy,

Bei den Ausgleichungsvarianten 1 bis 4 sind die Ausgangsgrunddaten
unterschiedlich (es wurde jedesmal eine andere Koordinate als fehlerfrei ange-
nommen). wihrend in der fiinften Variante das Netz als freies Netz berechnet
wurde.

In den Varianten 1 bis 4 sind die maximalen Differenzen zwischen den
mittleren Punkifehlern (wenn als einer der Grenzwerte der mittlere Punkt-
fehler gleich Null des als fehlerfrei angesetzten Punktes angenommen wird):
16.9, 17.2. 8.0 und 9.1 mm, wihrend bei der Ausgleichung als freies Netz die
maximale Differenz zwischen den Randwerten nur 0.6 mm betragt.
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Tabelle I

Die mittleren Punhtfehler des Netzes in Abb. 1, die mittleren Fehler der Seiten und die daraus
berechneten mittleren Fehler (D, = 2914 m)

Mittlere Punktfehler : Zahl der Ausgleichungsvarianten und Werte der mittleren Punktfebler
Zeichen | Dimension 1 2 3 4 5
My mm 0 : 3.2 —=8.0 i +9.1 +3.8
. ) . i
Mps mm ! < 5.2 0 : +7.2 | +7.8 44,3

p2 ; ‘
Mg, mm ; --16.9 ~17.2 0 : +17,2 +3.7
Moy mm 116 ~12.2 =72 0 4.0
A, mm +12.2 +12.5 7.5 8,1 =40
Y 1 1 1 1 1
TRK . 239000 233000 380000 | 360000 728000

Mittlere Fehler der Seiten Zeichen der Seiten und dic Werte ihrer miitleren Fehler

Zeichen Dimension dy., dyis dyy d,_s d._, ds_y
myg mm =+5.0 +6,2 =66 +6,3 46,5 +17.2

1

M — -

=D 160000

In Abb. 2 wurden den Varianten 1 und 5 entsprechend auch die
sFehlerkreise« gezeichnet. welche die mittleren Punktfehler darstellen und so
bei der Netzausgleichung als freies Netz den geringen Unterschied zwischen den
mittleren Punktfehlern — und selbstverstdndlich in dhnlicher Weise zwischen
den mittleren Koordinatenfehlern — veranschaulichen.

Die mit voller Linie gezeichneten Kreise zeigen die aus der Ausgleichung
als freies Netz berechneten. die mit gestrichelter Linie gezeichneten Kreise
aber die aus der Ausgleichung unter der Annahme von Ausgangsdaten herech-
neten mittleren Punktfehler.

Aus den mittleren Punktfehlern berechnet schwanken die relativen mittle-
ven Fehler zwischen 1/239000 und 1;728000, aus den mittleren Fehlern der
Seiten berechnet erhilt man in allen fiinf Fallen 1,460000.

d) Die angefithrten GesetzmiBigkeiten (und die auf dieser Grundlage
angefithrten Zahlenwerte) unterstiitzen die Meinung, daf} die mittleren Koordi-
natenfehler (aber hauptsédchlich die aus diesen herechneten relativen mittleren
Fehler) bei der Genauigkeiisplanung von Netzen fiir die Charakterisierung der
Zuverldssigkeit ingenieurgeoditischer Netze nicht immer geeignet seien, weil
sich die Werte der mittleren Koordinatenfehler auch aufgrund von Messungen
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gleicher Zuverlassigkeit durch die Annahme der Orientierung des Koordinaten-
systems bzw. der Ausgleichungsgrunddaten zwischen ziemlich weiten Grenzen
swillkiirlich« dndern lassen.

Statt dieser ZuverlassigkeitsmeBzahlen kénnen ingenieurgeoditische
Netze durch die mittleren Fehler der Seiten, durch die relativen Fehlerellipsen
oder durch deren Mittelwerte hzw. durch den aus diesen berechneten relativen
mittleren Fehler eindeutig charakterisiert werden.

e) Durch den Mittelwert der mittleren Fehler kénnen Netze nur dann
charakterisiert werden, wenn die Abweichung der ZuverldssigkeitsmefBzahlen
— hinsichtlich der Genauigkeitsforderungen -~ vernachlissighar ist. Die gréfite
Differenz zwischen den mittleren Fehlern der Entfernungen in Tabelle I
betrug, zum Beispiel. nur 2.2 mm. Damit sind der aus den mittleren Fehlern
der Entfernungen berechnete Mittelwert von 6.3 mm, wie auch der daraus
berechnete relative mittlere Fehler von 1460000 bei den meisten geoditischen
Arbeiten fiir die Kennzeichnung der Zuverldssigkeit des Netzes geeignet.

Wo die mittleren Fehler der einzelnen Netzelemente voneinander stark
abweichen. kann bei der Planung der Zuverldssigkeit des Netzes stipuliert
werden — falls sich das durch technische Forderungen begriinden lilt, —
daf} alle mittleren Fehler einen vorgegebenen Wert unterschreiten. Durch diese
Bedingung werden jedoch neben technischen. Beobachtungs- und Berechnungs-
fragen auch Wirtschaftlichkeitsfragen gestellt.

f) Bei der Wahl des mittleren Fehlers und des relativen Fehlers kann —
unter Beriicksichtigung der GréBe und dererforderlichen Genauigkeit deringeni-
eurgeoditischen Netze sowie der breiten Skala der Bestimmungsmdglichkeiten, —
einmal die Betrachtung des einen, einmal des anderen mittleren Fehlertyps
fir die Kennzeichnung der Genauigkeit zweckdienlich sein. Es sollen. zum
Beispiel, zwei Netze mit einem relativen mittleren Fehler von 1:30000 angelegt
werden. Die durchschnittliche Entfernung der Seiten des einen Netzes sei 2 km
(Festpunktnetz fir einen Betrieb). jene des anderen Netzes (Netz fir die
Montage einer Maschinengruppe) sei 10 m. In dem ersterven Falle kann also der
mittlere Fehler der Entfernung 66 mm. in dem zweiten 0.3 mm betragen.
Wihrend also durch den Zahlenwert des relativen mittleren Fehlers die beiden
Netze als von gleicher zahlenmiéfliger Genauigkeit qualifiziext werden, zeigen
hingegen die mittleren Fehler der Entfernungen direkt. daB die letztere Zuver-
lassigkeit eine besonders hohe Genauigkeit, aulierordentlich genaue Messungs-,
Bestimmungs- und Vermarkungsarten darstellt.

Wie es sich aus den vorigen Ausfibrungen entnehmen ldfit, kann die
Zuverldssigkeit ingenieurgeodédtischer Netze durch ziemlich vielerlei Mefzahlen
charakterisiert werden, die sich auf verschiedene geoditische Elemente des
Netzes beziehen und unterschiedliche Eigenschaften haben.

Daher ist fiir die verschiedenen ingenieurgeodétischen Aufgaben (Ab-
steckung, Deformationsmessung usw.) von diesen ZuverldssigkeitsmeBzahlen
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bei der Genauigkeitsplanung mit der erforderlichen Umsicht jene zu wihlen,
die — unter Beriicksichtigung ihrer beschriebenen Eigenschaften — fiir die
vorliegende Aufgabe am zweckmiBigsten ist.

Zusammenfassung

Durch die Entwicklung der Rechentechnik wurde von den Planungsaufgaben fiir
Festpunkinetze deren Genauigkeitsplanung in den Vordergrund geriickt. Zweck der Genauig-
keitsplanung ist, fiir die ingenieurgeodiitischen Arbeiten von verschiedener Genauigkeit Fest-
punktnetze mit technisch und wirtschaftlich wohlbegriindeter Genauigkeit anzulegen. Da
jedoch Festpunktnetze durch mehrere Zuverldssigkeitsmefizahlen gekennzeichnet werden kén-
nen. besteht der erste Planungsschritt darin, die zweckdienlichste Genauigkeitsmefzahl
auszuwihlen. Im Beitrag werden die Zuverlissigkeitsmefizahlen der Fes tpunktnetze und die
Kenngréfien dieser Mef(zahlen zusammengefalt. In Kenntnis der KenngrBien der Genauig-
keitsmeBzahlen kann die zweckdienlichste MeBzahl gewdhlt werden.
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