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1. Zielsetzung des Aufsatzes 

Durch die theoretischen und experimentellen Untersuchungen [16], [18] 
der letzten Jahre wurde auf die Widersprüche der verschiedenen Kriechtheo
rien und der auf diesen beruhenden Rechenverfahren hingewiesen. Diesem 
Umstand ist zuzuschreiben, daß in der Berechnung der Wirkung des Kriechens 
heute Unsicherheit herrscht, obwohl die theoretischen Fragen seitdem bereits 
geklärt sind. Es steht kein Rechenverfahren zur Verfügung, das sich praktisch 
leicht handhaben ließe und beruhigende Ergebnisse liefern könnte. 

Verfasser setzte sich zum Ziele, unter Berücksichtigung der neuesten For
schungsergebnisse 

1) eine von Vernachlässigungen freie Differentialgleichung 'des Beton
kriechens aufzuschreiben und 

2) in deren Kenntnis eine für die praktische Anwendung geeignete 
Näherungsgleichung abzuleite;t. 

2. Annahmen, Bezeichnungen 

Das Kriechen des Betons wird als bekannt vorausgesetzt. 
Es wird angenommen, daß die durch Dauerlast herbeigeführte kriecher

zeugende Spannung 50 bis 60% der Bruchfestigkeit nicht übersteigt, daher 
wird die übliche Annahme der linearen Kriechtheorien angewandt. 

Das E-Modul des Betons wird als konstant betrachtet, und die Zeit 
wird von der Betonherstellung an in Jahren gezählt. 

Es werden die in der Literatur am meisten eingebürgerten Bezeichnungen 
benutzt: 
t o Alter zur Zeit der Anfangsbelastung; 
.. Zeitpunkt der Lastwechsel; 
t Beobachtungszeitpunkt; 
abO' db{t) = ab Betonspannung in den Zeitpunkten to und t; 
E bO Elastizitätsmodul des Betons, ein der 28tägigen Würfelfestigkeit 

entsprechender Wert; 
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spezifische Längenänderungen; 
die zu der Anfangsspannung abO gehörende Kriechfunktion; 
Kriechzahlen; 
Endkriechzahl; 
Schwindfunktion; 
Grundmaß des Schwindens; 
Endschwindmaß. 

3. Vorgeschichte 

Von den Widersprüchen der verschiedenen Kriechtheorien wird am ein
fachsten ein Bild erhalten, wenn man kurz überschaut, wie in den einzelnen 
Theorien die beiden Grenzfälle des Kriechens berücksichtigt wurden, u. zw. 

1) das eigentliche Kriechen bei unbehinderten Formänderungen des 
Betonkörpers und 

2) die Relaxation im Falle, wenn die Formänderungen des Betonkörpers 
unter Dauerlast vollkommen gehindert sind. 

Im ersteren Falle 'wird der Betonkörper in einem Zeitpunkt t o mit der 
aus einer äußeren Last herrührenden Spannung abO beansprucht, und in einem 
späteren Zeitpunkt vollständig entlastet. Es werden unter Last und nach 
der Entlastung lediglich die Formänderungen e~ aus dem Kriechen beobachtet. 

Im zweiten Falle wird die Spannungsrelaxation, die Änderung der 
Anfangsspan~ung untersucht. 

Die Boltzmannsche Theorie der elastischen Nachwirkung berücksichtigt 
die Kriechverformungen nach Abb. 1a, während sich die Spannungsrelaxation 
nach Kurve 1 in Abb. 2 ent'wickelt. 

Nach dieser Theorie wird die Alterung des Betons vernachlässigt, außer
dem werden die Kriechverformungen nach Entlastung als völlig umkehrbar 
vorausgesetzt. Die Annahmen dieser Theorie sind nur für in sehr hohem Alter 
belastete Betone gültig. 

In der Annahme der Dischingerschen Alterungstheorie verlaufen die 
Formänderungen nach Abb. 1a und die Spannungsrelaxation gemäß Kurve 2 
in Abb. 2. 

Diese Theorie iäßt die Wirkung der Kriechschonzeit des Betons außer 
acht. Sie ergibt bei Spannungsrelaxation einen sehr großen Spannungsverlust. 

Die tatsächliche Formänderung des Betons verläuft nach Abb. 1c, seine 
Spannungsrelaxation gemäß Kurve 3 in Abb. 2. 

Die Arutuniansche Theorie des elastisch-kriechenden Körpers, deren 
Weiterentwicklung sowie die CEB-FIP-Empfehlung wollten vor allem die 
Widersprüche der vorigen beiden Theorien beseitigen. Neben anderen hoch
wertigen Ergebnissen gelang es nicht, dies zu realisieren, da die Berechnungen 
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nach Abb. Id und der Kurve 4 in Abb. 2 in gewissen Fällen zu offensichtlich 
fehlerhaften Ergebnissen führten [16], [18]. 

Die Widersprüche werden dadurch verursacht, daß diese Theorien in der 
Kriechfunktion die Alterung und die Wirkung der Kriechschonzeit des Betons 
unrichtig berücksichtigen. 

Die Streitfragen 'wurden von Prof. RÜSCH und Mitarb. in [16] geklärt 
und die von Widersprüchen befreiten Kriech- und Schwindfunktionen graphisch 
dargestellt. 

,Im weiteren sollen diese Funktionen als Grunddaten betrachtet werden. 

4* 
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4. Kriech- und Schwindfunktionen 

4.1 Kriechfunktion 

Die Kriechfunktion spielt in der Kriechberechnung eine sehr wichtige 
Rolle. Es kommen in ihr zahlreiche Wirkungen zum Ausdruck, von dene~ das 
Kriechmaß abhängig ist (s. näher in [16]). 

Die in [16] vorgeschlagenen und graphisch angegebenen Kriechfunktionen 
lassen sich mit 

gut annähern, wo 

ko = 1,0, 
t.-c 

k -e-~ 10 -

28 
c=--

360 
Jahr, 

t.-c 
k - e---r,-

20 -

Der Endwert der Kriechfunktion ergibt sich bei t -+ 00 zu: 

/=2 

fP .. = fPv + fPN ~ v/km· 
/=1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

Der Wert der Kriechfunktion ist auch von der wirksamen Dicke des 
Betonkörpers abhängig. Die Werte der Konstanten 'Vi und 1./ in Abhängigkeit 
von der wirksamen Dicke ew sind in Tabelle I, die Werte der Kriechzahlen 
fPN nach Rüsch in Tabelle II zusammengestellt. Von der wirksamen Dicke 
unabhängig darf Av mit 1/10 Jahren angesetzt werden. 

Die "wirksame Dicke des Betons ist nach [16]: 

ßw 

(7) 

die Betonquerschnittsfläche, 
der Austrocknung ausgesetzten Umfang des Querschnittes ein
schließlich eventueller innerer belüfteter Begrenzungen, 
ein von den klimatischen Bedingungen abhängige Beiwert ist. 
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Tabelle I 

e", v, 
I 

Ä, (Jahr) Ä, (Jahr) bei '0= 0, 
cm v, 

'P«>I'PN 

;;;;;5 0,220 0,780 1/20 2 ~+185 
fJJN ' 

10 0,185 0,815 1/20 2 ~+1,70 
f{JN 

20 0,140 0,860 1/20 2 ~+1,55 
f{JN 

40 0,100 0,900 1/20 2 ~+1,40 
f{JN 

80 0,180 0,820 1/11 3 ~+1,26 
f{JN 

~160 0,100 0,900 1/11 3 ~+1,13 
f{JN 

Konstanten von f{J(t). 

Tabelle 11 

Lage des ReI. Luft-' 
Bauteiles feuchte 'PN EID p.. 

in «}~ 

In Wasser I 0,8 +10. 10-5 30,0 
An sehr feuchter Luft, z. B. un-

mittelbar über Wasser 90 1,3 -10.10-5 5,0 
Im allgemeinen im Freien 70 2,0 -25.10-5 1,5 
An trockener Luft, z. B. in trocke-

nem Innenraum 40 3,0 -40.10-5 1,0 

Von den Umweltbedingungen abhängige Faktoren. 

Die f{JN-und eso-Werte beziehen sich auf plastischen Beton. Für erdfeuchten Beton ist eine Ver
minderung um 25%, für weichen Beton eine Erhöhung um 25% vorzunehmen. 

Das Betonalter von der Herstellung bis zur Erhärtung darf nur dann 
als gleich der tatsächlichen Tagezahl betrachtet werden, wenn der mit Portland
zement hergestellte Beton unter natürlichen Bedingungen bei durchschnitt
lich 20 oe erhärtet. Anderenfalls ist der einer natürlichen Erhärtung entspre
chende Zeitwert zu ermitteln: 

wo t 

-ß ~ T o + 10° A t - z LJt 
30° 

(8) 

die der natürlichen Erhärtungszeit gleichwertige Zeit in Tagen 
(das wirksame Alter), 
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Llt die Anzahl der Tage mit annähernd gleicher mittlerer Betontempe
ratur T o, 

ßz ein von der Zementsorte abhängiger Beiwert sind. Für Portland
zement ungarischer Herstellung ist ßz = 1,0; für schnellbindende 
Betone ist ßz > 1,0 (s. [16]). ' 

In einem je früheren Alter der Beton belastet wird, umso empfindlicher 
ist er gegen Kriechen. Daher ist die Bestimmung des wirksamen Alters sehr 
wichtig. 

Der Wert der Kriechfunktionen(1)-(3) bezieht sich auf die im Zeitpunkt 
t o eingetragene Anfangsbelastung. Bei einer späteren Änderung der Dauerlast 
in einem Zeitpunkt 7: gilt eine ähnliche Beziehung, mit dem Unterschied, daß 
t o durch 7: ersetzt wird. 

mit 

4.2 Schwindfunktion 

10 - c 

kjO = kswe-~ , 
28 

c = 360 Jahr, 

(9) 

(10) 

(11) 

J; Vj = 1, O. (12) 

Die Werte der Konstanten sind in Abhängigkeit von der 'wirksamen 
Dicke in Tabelle III enthalten. Das Betonalter wird mit GI. (8) berechnet, 
wobei jedoch immer ßz von der Zementsorte unabhängig einen Wert gleich 
der Einheit hat. 

In der Literatur des Themas ist die Näherung allgemein angenommen, 
da'ß z"wischen Kriech~ und Schwindfunktion Affinität bestehe. In diesem Falle 
gelten: 

es(t - to) = es", rp(t - t o) 
rp", 

j=2 

es", CsO ~ vjkjo • 
}=1 

(13) 

(14) 

t 

J 



r-- LINEA.RES BETONKRIECHEN 163 

I Tabelle m 

v. A. (Jahr) I, A, (Jahr) 
bei :,= O. 

E vikp 

I 
1/20 

I 
5 

I 

0,400 0,600 4,0 0,48 1,20 

10 0,340 0,660 1/14 2,0 I 0,62 1,05 

20 0,260 0,740 1/2,75 3,0 
I 

0,65 0,90 

40 I 0,500 0,500 1/2,75 10,0 0,71 0,80 
I 

I 80 I 1,000 - 4,0 - 0,75 0,75 
! 

160 
I 

1,000 - 9,0 -
! 

0,70 0,70 

Die Konstanten von es(t). 

5. Die Differentialgleichung des Kriechens 

Der Betonkörper sei in einem Zeitpunkt to durch eine aus Dauerlast 
herrührende Spannung abO belastet. Es wird angenommen, daß sich nach der 
anfänglichen Belastung das Schwinden fortsetzt, und sich in den Zeitpunkten 
't" > t o auch die Spannung im Betonkörper verändert. Dann kann die volle spezi
fische Formänderung (elastische Formänderung, Schwinden und Kriechen) im 
Zeitpunkt t mit folgender Beziehung ausgedrückt werden: 

- CP2('t" - to) + CPvkJl - e - t-;,.'r )Jd't" + eit - to)' 

Der Wert des Ausdruckes unter dem Integralzeichen ist: 

(15) 
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Unter Berücksichtigung des Ergebnisses von (16) ergibt sich die volle spezi
fische Formänderung zu: 

Diese Integralgleichung läßt sich in der bekannten Weise in eine Differential
gleichung umformen. 

Bilden wir die erste und zweite Ableitung von s(t) nach tunter Anwendung 
der Zusammenhänge für die Derivation eines Integrals (s. in [2] Band 1. S. 146). 

ds(t) 

1 

_d_ ff(-7:)d. = f(t) , 
dt 

I, 

d ft st d . 
- f(t, .)d. = -f(t, .)d. + f(t,t) 

dt dt 
I, t, 

--= 
dt 

1:=t 

k f 1-1: dss(t - to) - ;:o~ O'b(.)e -~ d. + dt 
"&=1,' 

(18) 

(19) 

(20) 

1 
Beide Seiten von (20) mit - multipliziert und mit (21) summiert, erhält 

.1.1) 

man die Differentialgleichung des Kriechens: 
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6. Die vereinfachte Differentialgleichung 

Die Differentialgleichung (22) ist schwer, zu handhaben und daher 
für praktische Berechnungen ungeeignet, deshalb wird eine einfachere Lösung 
gesucht. 

Angenommen, daß Av ->- 0 und ko = 1,0, erhält man nach Multiplizieren 
der obigen Differentialgleichung mit Av folgende einfache Beziehung: 

(23) 

Dieses Ergebnis läßt sich auch in Unkenntnis der vernachlässigungsfreien 
Differentialgleichung aus den Integralgleichungen 

(24) 

bzw. 

,<=t 

e(t) = O'b(t) (1 + cpf) + 1 f O'b(") aCP2(" - to) d .. + es(t - to) (25) 
E bO E bO a .. 

'<=t, 

ableiten. 
GI. (23) kann weiter vereinfacht werden, wenn man annimmt, daß zwi

schen der Schwind- und der Kriechfunktion Affinität besteht, d.h.: 

eit - to) = ~ CP2(t - to) • (26) 
CP2co 

(27) 

(28) 

Unter Berücksichtigung dieser Näherung ergibt sich aus (23) die verein
fachte Differentialgleichung des Kriechens zu: 

de 
--= 
dcp2 

1 + cpf) dO'b + ~ + es"" 
E bO dCP2 E bO cP"" - cpf) 

(29) 
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7. Anwendung 

Untersuchen wir die Spannungsrelaxation für den Fall, wenn Formände
rungen vollständig verhindert sind, d.h. 

abO c(t) = - = konst. 
E bO 

Die Differentialgleichung des Problems lautet bei Berücksichtigung von (29): 

Die Auflösung der DifferentialgleichUllg ist 

C -~ cs",Ebo 
ab = e 1+9'. - ---'~-=-

Cf", - Cff) 

Sind t = to, 

erhält man aus GI. (25) 

Der'Wert der Integrationskonstante ist: 

c = abO + cs",EbO 

1 + Cf'/) Cf", - Cfv 

In Kenntnis von C: 

Das Schwinden außer acht lassend, wurden die Werte von abIabO in 
verschiedenen Zeitpunkten (t-to) bestimmt. Die ermittelten Ergebnisse wur
den mit den nach der Dischingerschen und der Boltzmannschen Theorie 
berechneten Werten verglichen. 

Angaben: ew = 40 cm, 
VI = 0,10, 
t o = 28 Tage. 

Cfv = 0,4, 
'/1 2 = 0,9 

CfN = 2,6, 
Al = 1120, 

Cf"" = 3,0. 
A2 = 2,0. 
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(t--tol Annähernde 
in Jahren Boltzmann Differential- Dischinger 

gleichung 

0 1,000 0,714 1,000 

0,5 0,435 0,409 0,308 

1,0 0,353 0,307 0,206 

2,0 0,282 0,206 0,118 

3,0 0,260 0,162 0,084 

4,0 0,253 0,140 0,068 

00 0,250 0,115 0,050 

Zusammenfassung 

Im Beitrag wird - unter Berücksichtigung der neue~ten Forschungsergebnisse - für 
einachsigen Spannungszustand eine von Widersprüchen freie Differentialgleichung des Beton
kriechens angeschrieben und aus dieser eine vereinfachte Beziehung abgeleitet_ . 
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