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- EINE DIFFERENTIALGLEICHUNG DES LINEAREN
BETONKRIECHENS

Von
J. Szarvar
Lehrstuhl fiir Stahlbetonkonstruktionen, TU Budapest

(Eingegangen am 16. September 1977)

1. Zielsetzung des Aufsatzes

Durch die theoretischen und experimentellen Untersuchungen [16], [18]
der letzten Jahre wurde auf die Widerspriiche der verschiedenen Kriechtheo-
rien und der auf diesen beruhenden Rechenverfahren hingewiesen. Diesem
Umstand ist zuzuschreiben, daB in der Berechnung der Wirkung des Kriechens
heute Unsicherheit herrscht, obwohl die theoretischen Fragen seitdem bereits
geklirt sind. Es steht kein Rechenverfahren zur Verfiigung, das sich praktisch
leicht handhaben liee und beruhigende Ergebnisse liefern kénnte.

Verfasser setzte sich zum Ziele, unter Beriicksichtigung der neuesten For-
schungsergebnisse

1) eine von Vernachldssigungen freie Differentialgleichung des Beton-
kriechens aufzuschreiben und

2) in deren Kenntnis eine fiir die praktische Anwendung geeignete
Niherungsgleichung abzuleiten.

2. Annahmen, Bezeichnungen

Das Kriechen des Betons wird als bekannt vorausgesetzt.

Es wird angenommen, daf} die durch Dauerlast herbeigefiihrte kriecher-
zeugende Spannung 50 bis 609, der Bruchfestigkeit nicht iibersteigt, daher
wird die iibliche Annahme der linearen Kriechtheorien angewandt.

Das E-Modul des Betons wird als konstant betrachtet, und die Zeit
wird von der Betonherstellung an in Jahren gezéhlt.

Es werden die in der Literatur am meisten eingebiirgerten Bezeichnungen
benutzt:

t, Alter zur Zeit der Anfangsbelastung;

T Zeitpunkt der Lastwechsel;

t Beobachtungszeitpunkt;

Opo» 05(t) = 0, Betonspannung in den Zeitpunkten ¢, und ¢ ;

E,, Elastizitdtsmodul des Betons, ein der 28tégigen Wiirfelfestigkeit

entsprechender Wert;
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&y &(t) = & spezifische Lingeninderungen;

@ = ¢(t—1,) die zu der Anfangsspannung o,, geh6rende Kriechfunktion;
Py PN Kriechzahlen;

O Endkriechzahl;

&g (t—1¢) Schwindfunktion;

Grundmafl des Schwindens;

EndschwindmaB.

€s0
E5en

3. Vorgeschichte

Von den Widerspriichen der verschiedenen Kriechtheorien wird am ein-
fachsten ein Bild erhalten, wenn man kurz iiberschaut, wie in den einzelnen
Theorien die beiden Grenzfille des Kriechens beriicksichtigt wurden, u. zw.

1) das eigentliche Kriechen bei unbehinderten Forminderungen des
Betonkorpers und

2) die Relaxation im Falle, wenn die Forminderungen des Betonkérpers
unter Dauerlast vollkommen gehindert sind.

Im ersteren Falle wird der Betonkorper in einem Zeitpunkt ¢, mit der
aus einer dufleren Last herrithrenden Spannung o,, beansprucht, und in einem
spiteren Zeitpunkt vollstindig entlastet. Es werden unter Last und nach
der Entlastung lediglich die Forminderungen &; aus dem Kriechen beobachtet.

Im zweiten Falle wird die Spannungsrelaxation, die Anderung der
Anfangsspannung untersucht.

Die Boltzmannsche Theorie der elastischen Nachwirkung beriicksichtigt
die Kriechverformungen nach Abb. 1a, wihrend sich die Spannungsrelaxation
nach Kurve 1 in Abb. 2 entwickelt.

Nach dieser Theorie wird die Alterung des Betons vernachlissigt, auBer-
dem werden die Kriechverformungen nach Entlastung als véllig umkehrbar
vorausgeseizt. Die Annahmen dieser Theorie sind nur fiir in sehr hohem Alter
belastete Betone giiltig.

In der Annahme der Dischingerschen Alterungstheorie verlaufen die
Forminderungen nach Abb. la und die Spannungsrelaxation gemif Kurve 2
in Abb. 2.

Diese Theorie 168t die Wirkung der Kriechschonzeit des Betons auBer
acht. Sie ergibt bei Spannungsrelaxation einen sehr groBen Spannungsverlust.

Die tatséchliche Forménderung des Betons verlduft nach Abb. lc, seine
Spannungsrelaxation gemidf Kurve 3 in Abb. 2.

Die Arutuniansche Theorie des elastisch-kriechenden Korpers, deren
Weiterentwicklung sowie die CEB-FIP-Empfehlung wollten vor allem die
Widerspriiche der vorigen beiden Theorien beseitigen. Neben anderen hoch-
wertigen Ergebnissen gelang es nicht, dies zu realisieren, da die Berechnungen
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nach Abb. 1d und der Kurve 4 in Abb. 2 in gewissen Fillen zu offensichtlich
fehlerhaften Ergebnissen fiihrten [16], [18].

Die Widerspriiche werden dadurch verursacht, daf diese Theorien in der
Kriechfunktion die Alterung und die Wirkung der Kriechschonzeit des Betons
unrichtig beriicksichtigen.

Die Streitfragen wurden von Prof. Riisca und Mitarb. in [16] geklirt
und die von Widerspriichen befreiten Kriech- und Schwindfunktionen graphisch
dargestellt.

-Im weiteren sollen diese Funktionen als Grunddaten betrachtet werden.

4*
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4. Kriech- und Schwindfunktionen

4.1 Kriechfunktion

Die Kriechfunktion spielt in der Kriechberechnung eine sehr wichtige
Rolle. Es kommen in ibr zahlreiche Wirkungen zum Ausdruck, von denen das
Kriechma8 abhingig ist (s. niher in [16]).

Die in [16] vorgeschlagenen und graphisch angegebenen Kriechfunktionen
lassen sich mit

P = @(t — to) = @i(t — to) + @)t — £,) (1
gut annihern, wo
- t_‘_'_ti)
@1t — to) = @k, (1 —e, %/, (2)
i=2 ( it
Polt — 1) = ‘PNZ; kigvi\l —e % ) . (3)
i=
bt =t
k=10, ky=e % , ky=e % . (4)
=0, 4 c—-—g—g—- Jahr, v, =1,0 (5)
Do s Fy 360 o | = 4Ly U

Der Endwert der Kriechfunktion ergibt sich bei t — oo zu:

.

i=2
Pe = @y + n > vikio- (6)
i=1

Der Wert der Kriechfunktion ist auch von der wirksamen Dicke des
Betonkérpers abhingig. Die Werte der Konstanten #; und 1; in Abhiingigkeit
von der wirksamen Dicke e, sind in Tabelle I, die Werte der Kriechzahlen
@y nach Riisch in Tabelle IT zusammengestellt. Von der wirksamen Dicke
unabhingig darf 1, mit 1/10 Jahren angesetzt werden.

Die wirksame Dicke des Betons ist nach [16]:

2F,

- (M

ew:‘ﬂw

wo F, die Betonquerschuittsfliche,
U der Austrocknung ausgesetzten Umfang des Querschnittes ein-
schlieBlich eventueller innerer beliifteter Begrenzungen,
B. ein von den klimatischen Bedingungen abhingige Beiwert ist.
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Tabelle 1
- o v 7o (Fabr) | 2, (Jahe) P
0,4
<5 | 0220 | 0,780 1/20 2 —2 41,85
PN
0,4
10 0,185 0,815 1/20 2 —e L 1,70
PN
0,4
20 0,140 0,860 1/20 2 e 41,55
PN
0,4
40 0,100 0,900 1/20 2 —— 41,40
PN
0,4
80 0,180 0,820 1/11 3 -+ 1,26
A Y
0,4
=160 0,100 0,900 111 3 — 1,13
PN
Konstanten von g(t).
Tabelle IT
a Rel. Luft-
gaﬁ:eg: f;uchte 3.4 £ B
in %
In Wasser 0,8 +10. 10-5 30,0
An sehr feuchter Luft, z. B. un-
mittelbar iiber Wasser 90 1.3 —10-. 105 5,0
Im allgemeinen im Freien 70 2,0 —25. 105 1,5
An trockener Luft, 2. B. in trocke-
nem Innenraum 40 3,0 —40 . 10-3 1,0

Von den Umweltbedingungen abhiingige Faktoren.

Die gp-und &y-Werte beziehen sich auf plastischen Beton. Fiir erdfeuchten Beton ist eine Ver-
minderung um 25Y%,, fiir weichen Beton eine Erhhung um 25% vorzunehmen.

Das Betonalter von der Herstellung bis zur Erhirtung darf nur dann
als gleich der tatsichlichen Tagezahl betrachtet werden, wenn der mit Portland-
zement hergestellte Beton unter natiirlichen Bedingungen bei durchschnitt-
lich 20 °C erhirtet. Anderenfalls ist der einer natiirlichen Erhirtung entspre-
chende Zeitwert zu ermitteln;

_ T, + 10°
t= ﬁZZ—SBT— At (8)
wo t die der natiirlichen Erhdrtungszeit gleichwertige Zeit in Tagen

(das wirksame Alter),
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At die Anzahl der Tage mit anndhernd gleicher mittlerer Betontempe-
ratur T,

8, ein von der Zementsorte abhiingiger Beiwert sind. Fiir Portland-
zement ungarischer Herstellung ist §, = 1,0; fiir schnellbindende
Betone ist §, > 1,0 (s. [16]). )

In einem je fritheren Alter der Beton belastet wird, umso empfindlicher
ist er gegen Kriechen. Daher ist die Bestimmung des wirksamen Alters sehr
wichtig.

Der Wert der Kriechfunktionen(l)-(3) bezieht sich auf die im Zeitpunkt
t, eingetragene Anfangsbelastung. Bei einer spiteren Anderung der Dauerlast
in einem Zeitpunkt 7 gilt eine dhnliche Beziehung, mit dem Unterschied, daf3
t, durch 7 ersetzt wird.

Pt — 1) = @yt — 7) + ot — 7), 9)

¢At—-f)==¢Jm(1——e*i%;)e
T—C T _'l'-c

‘Pz(t—“)=‘PNV1e~T(1—e_T)—{—q)Nvge % (l—e L—Z_t):

(10)
= ot — o) — o — 1)
4.2 Schwindfunktion

i=2 ( _ f**o)

Es(t — tg) = & Skjor; \1 —e 4.}, (11)
i=1
mit
~hos 28

kjo:kswe Y C:m_ Jahr, 21}]:: 1,0, (12)

Die Werte der Konstanten sind in Abhingigkeit von der wirksamen
Dicke in Tabelle II1 enthalten. Das Betonalter wird mit Gl. (8) berechnet,
wobei jedoch immer §, von der Zementsorte unabhingig einen Wert gleich
der Einheit hat.

In der Literatur des Themas ist die Ndherung allgemein angenommen,
daB zwischen Kriech- und Schwindfunktion Affinitit bestehe. In diesem Falle
gelten: '

et — 1) =22 Pt — to) (13)

@

s = t"‘5!)2' ij_jo-_ . (14)
=T :
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Tabelle 11
& bei t,== 0,
cm bt Yz 4, (Jabr) \ Ay (Jahr) kg x vkjo
5 0,400 0,600 1/20 4,0 0,48 1,20
10 0,340 0,660 1/14 2,0 0,62 1,05
20 0,260 0,740 1/2,75 3,0 0,65 0,90
40 0,500 0,500 12,75 10,0 0,71 0,80
80 1,000 — 4,0 — 0,75 0,75
160 1,000 — 9,0 — 0,70 0,70

Die Konstanten von &g(t).

5. Die Differentialgleichung des Kriechens

Der Betonkdrper sei in einem Zeitpunkt t, durch eine aus Dauerlast
herriihrende Spannung oy, belastet. Es wird angenommen, daB sich nach der
anfinglichen Belastung das Schwinden fortsetzt, und sich in den Zeitpunkten
7 > t, auch die Spannung im Betonkérper verdndert. Dann kann die volle spezi-
fische Forminderung (elastische Formédnderung, Schwinden und Kriechen) im
Zeitpunkt ¢t mit folgender Beziehung ausgedriickt werden:

T=1{
Oro 1 J 90,(7)
t) = 1 t—1 1 t—t) —
e LU v = 1+ gt — 1)
" (15)
_t=x
— @o(T — %) + %ko(l —e M )JdT + &5t —tp).
Der Wert des Ausdruckes unter dem Integralzeichen ist:
T=t ‘ t—7
—LJ M)—[l + @ot — ¢) — Po(T — Bo) + %ko(l —e TJ]dr =
Ey /, 8T
t—7 7=t
- {—Q |1 4 galt — 1) — gz — t0) + pfd1 — o™ T)]} =
EbO Tty
T=f
1 (5] _ =T
— [ o) 21 gt = 00— e — 19+t — ™ e
B, i (16)
' o5(t) Opo
=————"—[1+ ot —1)] +
1 . a(p2(T — tﬁ) ko — t_:l
T e = A {dt.
oL T =

=1,
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Unter Beriicksichtigung des Ergebnisses von (16) ergibt sich die volle spezi-
fische Forménderung zu:

T=}

t-7
S(t) — _0-’Eb:(t) -+ E—I'JG(I) [8?’2(1’ — to) 4 %ko e'— iy ]d.r + Ss(t . to)' (17)
50 50 a7 2y

=ty

Diese Integralgleichung 148t sich in der bekannten Weise in eine Differential-
gleichung umformen.

Bilden wir die erste und zweite Ableitung von &(¢) nach t unter Anwendung
der Zusammenhiinge fiir die Derivation eines Integrals (s. in [2] Band 1. S. 146).

4
d
= 1@ =10, (18)
t
ts
d t t .
4 f f(t, 9)dr = J 941, ydr + fi2.1) (19)
de de
de(t)  doy(z) 1 [ops(t —ty) Pk _
dt  E,dt + Ew[ ot + . ]ab(t)
(20)
T={
@k kA de,(t — ty)
- '-E—mi;’ o‘b(r)e  dr -+- -WW&?—O‘.
T==1y
T Bl | L o=t | v k)
dr2 End?® ' E, ot A de
(21)
=t
1 [d%ps(t—2)) ook Poko - = d?e(t — 2,)

-+ E, [ o ] (t)LEbol”J-G (v)e” ™ dr + e .

T={,

1
Beide Seiten von (20) mit - multipliziert und mit (21) summiert, erhilt

man die Differentialgleichung desoKriechens:

+
1 (o (22)
_1 [8%pa(t — 2,) 1 Bps(t —ty) d®e(t — 1) | des(t —tp)
+ Ey [ o 2 t ]ab(t) T Apdt

Per) | 1 de(t) _ Eoylt) | 1 [ 1+qky | opolt—1t)] doyld)
de? A, dt E, de? E,, Ay Bt de

v
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6. Die vereinfachte Differentialgleichung

Die Differentialgleichung (22) ist schwer,zu handhaben und daher
fiir praktische Berechnungen ungeeignet, deshalb wird eine einfachere Losung
gesucht.

Angenommen, da8 4, — 0 und k, = 1,0, erhilt man nach Multiplizieren
der obigen Differentialgleichung mit 1, folgende einfache Beziehung:

de_ 14 dof) | 1o = o)

dey(t — ;) -
de Y dt Eyo d:

oy(t) + (23)

Dieses Ergebnis 1dBt sich auch in Unkenntnis der vernachlissigungsfreien
Differentialgleichung aus den Integralgleichungen

ofr) = -]%;—” [L + @, + @alt — )] +

50

(24)
T}
1
+ j BT 114 goft — 1) — @a(7 — 1) + @o]dT + exlt — t0)
Ebor=t 97
bzw.
=t .
ey=28 gy L j oo(r) 22T 1) gr sy (25)
Ey Ey 2 ot
ableiten.

Gl. (23) kann weiter vereinfacht werden, wenn man annimmt, da zwi-

schen der Schwind- und der Kriechfunktion Affinitit besteht, d.h.:

Eseo

et — tg) = Paft — 1) . (26)
Poe
Poe = Pos — Pp- (27)
dell —t)) __Gm gt —1y). (28)
de P — Py

Unter Beriicksichtigung dieser Nidherung ergibt sich aus (23) die verein-
fachte Differentialgleichung des Kriechens zu:

de _ 14-¢, doy +_g'£_+ Eo (29)
do, Epw dp, Eyn 90—
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7. Anwendung

Untersuchen wir die Spannungsrelaxation fiir den Fall, wenn Forminde-
rungen vollstindig verhindert sind, d.h.

e(t) = 50 _ konst.
50

Die Differentialgleichung des Problems lautet bei Beriicksichtigung von (29):

do, \ .
- == — .
do, 1-+o, (P — @) (1 + @)

Ty E.sarEb

Die Auflosung der Differentialgleichung ist

- I O
op=Ce Tg — —3=00
P — Py
. c
Sind t=1,, 80=-—~b—0—,
Ey

erhilt man aus Gl. (25)

f_@_z_ﬂ?_(l_%_q)v): 1+ g9, C— EseoLipg [ .
Ey  Ep

Der Wert der Integrationskonstante ist:

Tpo LI

C — + .
1+ @, P — Py

In Kenntnis von C:

o T Esll
Gb == ——"—"bo € I+, — =T %0 (

P
1 — e— 1+‘7’u] .
1+o P — Py

Das Schwinden aufler acht lassend, wurden die Werte von o,/oy, in
verschiedenen Zeitpunkten (t—t,) bestimmt. Die ermittelten Ergebnisse wur-
den mit den nach der Dischingerschen und der Boltzmannschen Theorie
berechneten Werten verglichen.

Angaben: e, = 40 cm, @, = 0,4, on = 2,6, P = 3,0,
vy, = 0,10, vy, =09 Ay o= 1/270,4 Ay = 2,0.
ty = 28 Tage. ' .
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(t—t0) Anpihernde
in Jahren Boltzmann Differential- Dischinger
gleichung
0 1,000 0,714 1,000
0,5 0,433 0,409 0,308
1,0 0.353 0,307 0,206
2.0 0,282 0,206 0,118
3,0 0,260 0,162 0,084
4,0 0,253 0,140 0,068
|
oo 0,250 “ 0,115 0,050
i
Zusammenfassung

Im Beitrag wird — unter Beriicksichtigung der neuegten Forschungsergebnisse — fiir

einachsigen Spannungszustand eine von Widerspriichen freie Differentialgleichung des Beton-
kriechens angeschrieben und aus dieser eine vereinfachte Beziehung abgeleitet. -
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