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Bei ingenieurgeoditischen Deformationsmessungen wird aus bestimmten
Punkten der zu priifenden Anlage und aus Festpunkten auflerhalb der Anlage
ein Netz herausgebildet, dessen geometrische Kennwerte bei verschiedenen
Gelegenheiten gemessen werden. Auf die Deformation der Anlage wird aus
den Differenzen der gemessenen und berechneten Netzelemente zwischen ver-
schiedenen Messungen — d. h. aus den Differenzen der entsprechenden Werte —
geschlossen.

Netze fiir ingenieurgeodiitische Deformationsmessungen sind — hin-
sichtlich ihres Zweckes und der fiir die Berechnung des Netzes zur Verfiigung
stehenden Informationen — eigenartige Netze. Thre Berechnung erfordert
deshalb oft eine besondere Untersuchung, derartige Untersuchungen liegen
in der Literatur vor, deren Zweck meistens die gemeinsame Berechnung bei
zwei verschiedenen Messungen gewonnerer Werte ist [9], [10], [11].

Die Berechnung von Netzen fiir ingenieurgeoditische Deformations-
messungen wird im Beitrag unter Annahme einer beliebigen Anzahl von Mes-
sungen behandelt.

Als Ausgangsdaten fiir die Berechnung dienen die bei den Messungen 1,
2, ..., s erhaltenen MeBwerte und andere, die Deformation betreffende Infor-
mationen. Letztere beruhen auf Ergebnissen aus anderen Fachgebieten und
beinhalten in der Regel die Unbeweglichkeit einer Gréfle. Eine derartige In-
formation ist z. B, bei der Messung eines Erdrutsches, dal ein Punkt bereits
auf unbeweglichem Geldnde liegt.

Uber die MeBwerte werden im weiteren zwei Annahmen gemacht:

a) Bei den einzelnen Messungen wird die untersuchte Anlage wihrend
der Mefidauer als unbeweglich betrachtet.

b) Die bei den Messungen 1, 2, ..., s erhaltenen Groflen ny, ny, ..., 1
werden zusammen als eine Zufallsvariable von Normalverteilung mit der
Dimension

n=n,+n,+ ... 40 (48]

betrachtet, deren Varianz-Kovarianzmatrix nichtsingulir ist.
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Netze fiir ingenieurgeoditische Deformationsmessungen enthalten im
allgemeinen soviel Punkte, dafl sich die Messung in einigen Stunden durch-
fihren 1d68t. Daher ist die erste Annahme bei nicht allzu raschen Deformationen
stets begriindet. Scheint diese Annahme nicht gerechtfertigt zu sein, so werden
die bei verschiedenen Gelegenheiten erhaltenen Werte auf einen gemeinsamen
Zeitpunkt je Messung bezogen. Durch diese Reduktion wird die Berechnung
sowohl theoretisch als auch praktisch erschwert [5].

Die zweite — die Normalverteilung der Messungen betreffenden — An-
nahme ist bei der Bearbeitung von Deformationsmessungen deshalb zweck-
miBig, da sich so auch die Verteilung der Rechengroflen leicht bestimmen
148t. Die Kenntnis letzterer ist im allgemeinen die Voraussetzung der weiteren
statistischen Verarbeitung der erhaltenen Gréfen (zum Beispiel der Anwendung
von Testen). Auf den Grund der Annahme iiber die Varianz-Kovarianzmatrix
werden wir spdter noch zuriickkommen.

Messungen und andere Informationen werden zweckdienlich durch
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate bearbeitet. Die An-
wendung verschiedener Niherungsverfahren ist seit der Einfithrung der Rechen-
anlagen nicht begriindet, weil diese Niherungsverfahren die fiir eine weitere
Analyse erforderlichen Genauigkeitsmafle in der Regel nicht gewdhrleisten.

Die Methode der kleinsten Quadrate kann in zwei grundsédizlichen For-
men — nach der Methode der vermittelnden und bedingten Beobachtungen —
angewandt werden. Theoretisch sind beide Wege gangbar. Unter Beriick-
sichtigung der Eignung fiir rechentechnische Verarbeitung der erforderlichen
Kenntnis der Koordinaten der Punkte und auch der weiteren statistischen
Bearbeitung ist es begriindeter, die Methode der vermittelnden Beobachtungen
heranzuziehen. In Anbetracht anderer Informationen iiber die Deformation
miissen die Berechnungen oft nach jener Art der Ausgleichung vermittelnder
Beobachtungen ausgefithrt werden, wo auch zwischen der zu bestimmenden
Unbekannten Bedingungen bestehen.

Die Gleichung von vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungsglei-
chungen oder ohne Bedingungsgleichungen ist ein altbekanntes Verfahren.
Auf deren Einzelheiten wird hier nicht eingegangen, nur die aus der Deforma-
tionsmessung herrithrenden Merkmale sollen behandelt werden. Bei unscren
Untersuchungen méchten wir vor allem zwei fiir die Praxis wichtige Fragen
beantworten.

a) Wann ist es begriindet, die zu den einzelnen Messungen gehérenden
MeBwerte getrennt auszugleichen, und wann ist es notwendig, die zu mehreren
Messungen gehérenden Werte zusammen auszugleichen?

b) Aus den Differenzen zwischen zu verschiedenen MeBzeitpunkten
gehorenden Werten welcher Gréflen kann eindeutig auf eine Deformation
geschlossen werden ?

Betrachten wir nun den Ausgleichungsverlauf unter besonderer Beriick-
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sichtigung der Faktoren, die in der Beantwortung der beiden Fragen eine
Rolle spielen kionnen,

Es seien die Mef3werte aus den Messungen 1, 2, ..., s die Vektoren mit
den Dimensionen ny, n,, ..., ng

LT = (Lw L12v s le)
L¥ = (Lys Loy, ... L

L: = (st L52= AR Lsns) *

In den Vektorenelementen L;; bedeutet der erstere Index die Ordnungszahl
der Messung, der zweite jene der gemessenen Grofie.

Samtliche Mefwerte zusammen enthalten den aus den Vektoren L,
L., ..., L, gebildeten Vektor der Dimension n X 1

L* = (LY, L%, ... L%. (3)

S

Eines der Ziele der Ausgleichung ist die Bestimmung der Verbesserung
der MeBwerte. Die zu den einzelnen Messungen gehdrenden Verbesserungen
sind mit den entsprechenden Indizes versehen in folgenden Vektoren enthalten:

# . .
vl = (vua 7/1"_)5 PR blnl)
%
vy = (Vg Vggs + v s 171:1:)
(4)
S - .
vy = (i Ugpr v vsns) .

Zu dem MeBwertvektor L in dem Zusammenhang (3) gehdrt der folgende
Verbesserungsvektor:
v* = (vF, vy, .., b:) .
Fir die Ausgleichung muBl noch vor deren Beginn die Gewichtsmatrix
der MeBwerte bekannt sein. Es ist iiblich, die Gewichtsmatrix als das Inverse
der Varianz-Kovarianzmatrix der Messungen oder eine diesem proportionale
GroBe zu definieren [17]. Von den Messungen wurde angenommen, daf} sie
von n-dimensionaler Normalverteilung sind. Daraus folgt, dal ihre Varianz-
Kovarianzmatrix eine symmetrische Matrix der Dimension n X n ist. Zerlegen
wir diese Matrix Z so in Submatrizen, dafi die Submatrizen in der Haupt-
diagonalen die zu den einzelnen Messungen gehorenden Varianz-Kovarianz-
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matrizen der Dimension n, X n;, ny X ny ..., %, X n, seien:

[~ 1
Zy Zo e Z5
(ny, ;) (ny,na) (ny,ny)
z_| Za Ty, o By (6)
(n,n) (e, 1) (125, 110) (12, 114)
2y 2 v g
_'(ns, m) (g, n.) (15, ”x)__

In dieser Zerlegung enthalten die Submatrizen auflerhalb der Hauptdiagonalen
die Kovarianzen der zu den verschiedenen Messungen gehérenden Werte.

Die Submatrix Z,,, zum Beispiel, ist also die Varianz-Kovarianzmatrix
der Werte im Vektor Ly:

02 11 Oa 32 s 099 1n,
-
Zoo = | Onea2 Oa2.99 ce- G52 2n, (7)
(ns, 115)
Ou.1n, G5 ap, s 099 11,1,

wo die Elemente 0,,;; die Varianzen,
die Elemente s i die Kovarianzen

sind,
Das heifit, daf} z. B. die Submatrix 2, die zu den VektorenL, und L,
(ny,ng
gehorenden Kovarianzen enthilt:
03,11 01512 s O1s.1n,
Zi; = | Ouam O1s.22 e O1s.2m, (8)
(nl,rIS) e . e s . . )
Gls.ml Uls.n,;), st Gls.mn,

wo die Elemente ¢y ;; die Kovarianzen derselben GroBen zwischen der 1.
und s-ten Messung, die Elemente o, ; i die Kovarianzen verschiedener Groflen
zwischen der 1. und s-ten Messungen bedeuten.

Sind die bei verschiedenen Gelegenheiten unternommenen Messungen
voneinander unabhingig, werden in der Matrix Z die Submatrizen Z;; Null-
matrizen, und daher die Matrix Z eine Bandmatrix sein:

(=, 0 ... 0 |
z (13, 1y)
o 0 =, ... O ©)
o oY ... Es

(s, 1)
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Die fiir die Ausgleichung benutzte Gewichtsmatrix P ist das Inverse
der Varianz-Kovarianzmatrix Z oder diesem proportional (der Einfachheit
halber wird im weiteren der Proportionalitdtsfaktor als Einheit betrachtet).

P =2t (10)
() (n,n)

Die hier angeschriebene Form der Gewichtsmatrix setzt voraus, daf} die
Varianz-Kovarianzmatrix nichtsingulér ist. Diese Hypothese wurde im vorigen
bereits angenommen. Auch wenn diese Annahme nicht gilt, kann die Aufgabe
unter Anwendung eines verallgemeinerten Inversen der Varianz-Kovarianz-
matrix geldst werden [8, 12, 13].

Ahnlich wie die Matrix Z, 148t sich auch die Matrix P in zu den einzelnen
Messungen gehorende Submatrizen zerlegen:

Pll Pl‘l Pls B
(r11. 112) (11, 112) (ry, 1)
Py Py, P,
P = (nas 111) (N2 1) (12, f?a) (11)
() vee e .
Psl Ps2 . Pss
—(n5, ) (N1 1) (. n)—4

Sind die bei verschiedenen Gelegenheiten durchgefiihrten Messungen

voneinander unabhingig, wird die Matrix P, dhnlich wie die Matrix Z, eine
Bandmatrix sein, und auch der Zusammenhang zwischen den Submatrizen

der Hauptdiagonalen ist bekannt:

P, O 'z O )
(1, 1) (111 114)
0 P 0 0 bt 0
P — 1 22 22 12
ey @) o (e .. ()
0 o . P, 0 0 =
— (nig, 115)~ — (1, ng)—

Zweck der Ausgleichung der vermittelnden Beobachtungen ist neben
der Verbesserung der MeBergebnisse die Bestimmung gewisser unbekannter
Parameter. Wird die Ausgleichung nach der Methode der vermittelnden
Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen fiir die Verarbeitung von De-
formationsmessungen benutzt, kénnen als unbekannte Parameter die zu
verschiedenen MeBzeitpunkten gehorenden, unbekannten Koordinaten der
Netzpunkte betrachtet werden.

Werden im Netz auch Richtungsmessungen unternommen, sind auch
die Orientierungsunbekannten unbekannt, diese sollen jedoch im weiteren
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nicht ausfithrlicher behandelt werden. Das ist zuldssig, einerseits da die
Orientierungsunbekannten notwendigenfalls aus der Berechnung eliminiert
werden konnen, anderseits, weil der Verlauf ihrer Bestimmung von dem Ver-
lauf der Bestimmung der Koordinaten richt abweicht.

Wegen der erforderlichen Reihenentwicklungen kénnen die unbekannten
Koordinaten als die Summe eines guten Niherungswertes und einer aus der
Ausgleichung erhaltenen Grofie hergestellt werden.

Fassen wir die zu den Messungen 1,2, ...s gehorenden unbekannten
Koordinaten in Vektoren (die Koordinaten werden von der Richtung unab-
hingig einheitlich durch X bezeichnet):

3

Xl - (Xuv Xw R Xlk,,)

19 g
—
?d‘
12
-
:><£
1y
3
o
v
N

(13)

. N .
X; = (*XSP -stf e }xsk.u)
wo in den Indizes der einzelnen Gréfen die erste Ziffer die Ordnungszahl der
Messung, die zweite die Ordnungszahl der untersuchten Koordinate ist.

Aus der Ausgleichung sind insgesamt:

E=Fk +hk+ ... (14)
Koordinaten zu bestimmen, die zusammen im Vektor
X* = (X7, X5, ... XD (15)

enthalten sind.
Jede Koordinate X, kann aus dem Ndherungswert dieses Vektors und
aus der durch die Ausgleichung gewonnenen Anderung ermittelt werden:

ij = Xij() - Xy (16)
wo X ;o den Ndherungswert,
x;; die Anderung
bedeuten.
Die eigentlichen Unbekannten in der Ausgleichung sind also die Anderun-

gen x;, die den Gl (13) und (15) entsprechend gruppiert werden kénnen, also

x* = (xf, «f, ... «) (17
wo zum Beispiel:

x:‘ = (xﬁ’ Kons o s v ;1’2]\,2) . (18)

Die Niherungswerte sind stets so anzusetzen, dafl an deren Orten bei
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der notwendigen Reihenentwicklung die Glieder héherer Ordnung vernachlis-
sigt werden konnen. Sind im Deformationsmessungsnetz Punkte vorhanden,
die als unverinderlich betrachtet werden diirfen, ist es zweckmiiflig, die Nihe-
rungswerte aus den Koordinaten dieser Punkte zu berechnen. Sind keine
solchen Punkte vorhanden, konnen die Niherungskoordinaten aus einem
beliebigen Punkt ausgehend berechnet werden. Fiir die bessere Vergleichbar-
keit der verschiedenen Grofien, empfiehlt es sich in diesem Falle immer aus
denselben Punkten auszugehen.

Bei der Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen werden die ausge-
glichenen MeBwerte und die zu bestimmenden Unbekannten — im vorliegenden
Falle die Koordinaten — durch das Anschreiben der Verbesserungsgleichungen
nichilinearer Form miteinander in Beziehung gesetzt. Die Art der Verbesserungs-
gleichungen hiingt von dem benutzten Mef3verfahren ab. Fiir die am haufigsten
vorkommenden Richtungs- und Lidngenmessungen, Nivellements, trigono-
metrischen Héhenmessungen liegen die Verbesserungsgleichungen nichtlinea-
rer Form im Fachschriftium vor (z. B. [1], [4], [16]).

Werden die Verbesserungsgleichungen nichtlinearer Form bei den Nihe-
rungswerten der Unbekannten — im gegebenen Falle der Niherungskoordi-
naten — entwickelt und geordnet, gelangt man zu Verbesserungsgleichungen
linearisierter Form. Betrachten wir die zu einem bei der i-ien Messung erhalte-
nen Mefwert L;; gehérende Verbesserungsgleichung nichtlinearer Form:

[P - - -~ 7 - -
L+ vy = fil Xy N ooe Xy v Xy X o0 Xy

s X X o X (19)

i

Bei deren Reihenentwicklung im Naherungspunkt der Koordinaten werden
nur ihre partiellen Ableitungen nach den zu der i-ten Messung gehérenden
Koordinaten nicht gleich Null sein. Die entsprechende Verbesserungsgleichung
in linearisierter Form lautet also:

vy =0 x; -0 w0 xy Gy gy
-+ X -+ N L0k~ 0-x, L (2
P Q¥ T Qg X, e+ 02y + 002, 0 (20)
4 L0 x, -
Foeee 0wy L

WO @1 @ ... Qg die partiellen Ableitungen bedeuten, die nicht
gleich Null sein kénnen, und t;; das sog. Absolutglied ist.

In den Indizes der partiellen Ableitungen weisen die ersten zwei Ziffern
auf die Messung, die nichsten zwei Ziffern auf die Unbekannte hin.

Die zu sdmtlichen Messungen gehorende Verbesserungsgleichung lineari-
sierter Form lautet:

v o= A x 1 (21)
@1y (k) 1) D
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wo v die Verbesserungen in Gl. (5),
x die in Formel (17) eingefiihrten Anderungen,
t den konstanten Vektor bedeuten, und
A die die partiellen Ableitungen enthaltende Matrix ist.

Von der Struktur der Matrix A weill man aus Gl. (20), daB sie nur bei
zu den gleichen Messungen gehdrenden MeBergebnissen und Koordinatendnde-
rungen Nichtnullwerte enthalten kann. Daher ist es zweckmiBig, die Matrix A
von vorhinein so zu zerlegen, daf} sich die Submatrizen von Nullmatrizentyp
trennen,

A, O ... 07
(y, k2)
G A, ... ]
A = (2 ) (22)
(n, k)
0 0 ... A,
— (1135 Fegy

Von den Submatrizen in der Hauptdiagonalen hat, zam Beispiel, A,, folgenden
Aufbau:

Gnm @91 20 e .o,
Agy = | oy @oo 02 c Go9 .2, (23)
(n:, k) . . LR LI L T T I R R
Qop 02 Qo 00 Aop, 2k,

WO ay;,; die partielle Ableitung der Verbesserungsgleichung 2j nach der Unbe-
kannten 2, ist.

Untersuchen wir nun die die Deformation betreffenden, jedoch nicht
auf Messung beruhenden Informationen. Diese deuten im allgemeinen auf die
Unbeweglichkeit einer Griofle zwischen zwei Messungen hin.

Informationen iiber die Unbeweglichkeit werden bei praktischen Auf-
gaben zweifach beriicksichtigt:

a) indem man die Koordinaten eines Punktes als angegeben betrachiet,

b) mit Hilfe von Bedingungsgleichungen.

Die erste Methode wird benutzt, wenn in das Deformationsmessungsnetz
auch als unbeweglich betrachtete Punkte anderer Netze (Landes-, Stadt- oder
Industriegebietsvermessungsnetze) einbezogen werden. In solchen Fillen wer-
den diese Punkte wihrend der ganzen Untersuchung als bekannt betrachtet.
Die Informationen iiber die Unbeweglichkeit werden dann beim Anschreiben
der Verbesserungsgleichungen nichtlinearer Form beriicksichtigt, und diese
Informationen zeichnen sich letzten Endes in der Matrix A und im Vektor
t ab. Ein solches Verfahren hat den Nachteil, daf} die Rahmenfehler der benutz-
ten Punkte auch auf das Deformationsmessungsnetz iibertragen werden.

Bedingungsgleichungen werden aufgeschrieben, wenn bei dem Anlegen
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des Netzes keine Punkte mit in anderer Weise bestimmten, bekannten Koordi-
naten verwendet werden konnen. Die Information iiber die Unbeweglichkeit
wird dann durch eine Bedingungsgleichung

- .
LITY1 . ST, RN G, ST, ¢

X Xjgs vvn X oo Xgo KXo oy X ) =0 (24)
ausgedriickt. In den Indizes weisen 7 und j auf die Messungen und k auf die
Ordnungszahl der Informationen hin. ij - k bedeutet also die h-te Information
der i-ten und j-ten Messung. Bei der Ausgleichung von vermittelnden Beob-
achtungen mit Bedingungsgleichungen sind simtliche Bedingungsgleichungen
unter Anwendung der Unbekannten auszudriicken. Bei der Ausgleichung von
Deformationsmessungen kann also die Unverdnderlichkeit der MeBgréBen
(Langen, Winkel, Héhendifferenzen) auch lediglich unter Anwendung von
Koordinaten aufgeschrieben werden.

Fiir die Ausgleichung miissen die Bedingungsgleichungen — wie die
Verbesserungsgleichungen nichtlinearer Form — bei den Niherungswerten
der Unbekannten durch Reihenentwicklung linearisiert werden. Es ist leicht
einzusehen, dafi nur die partiellen Ableitungen nach den zu der i-ten und j-ten
Messung gehérenden Unbekannten der eine Information zwischen der i-ten
und j-ten Messung ausdriickenden Bedingungsgleichung ungleich Null sein
kénnen., Entwickelt man, zum Beispiel, die Bedingungsgleichung (24), er-
hilt man

. a0 - . Q- - A
0 2y +0 2+ oo+ 0 2y, + gy X
: ! Coa L L - 5
T ChjonXip T+ o0 T Cijpgn T gy T+ e+ 0 T Chan ¥y (25)
i i i " i 1 . i . L
T Ciran®ie T e e T ChppnVin T e T 025+ 0- x5+

i .o L _
+ e+ 0 xg +wy, =0,

WO ¢;; 0 und ¢, die partiellen Ableitungen bedeuten.

In den Indizes der partiellen Ableitungen weisen die ersten zwei Buch-
staben auf die Messung, der dritte auf die Ordnungszahl der Koordinate, der
vierte auf die Ordnungszahl der Information hin.

Betrifft die Information die Unbeweglichkeit eines Punktes, nehmen
die Bedingungsgleichungen eine sehr einfache Form an. Darf, zum Beispiel,
zwischen der i-ten und j-ten Messung ein Punkt als unbeweglich betrachtet
werden, ldBt sich fir alle Koordinaten desselben die Bedingungsgleichung
folgender Art ansehreiben:

Xy — X = 0. (26)

Unter Anwendung der Niherungswerte — und in der Annahme, daf}
die Bedingungsgleichung auf der h-ten Information zwischen zwei Messungen
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fuBt — erhilt man
Xy — %jp o+ Xl-g(, — ngo = 0. (27)

Daraus ist zu erkennen, daBl im vorliegenden Falle

1. I
Cijgh = L; Ciigh =

Wi = Xigg — Xjg -

Beim Awufschreiben der Bedingungsgleichungen miissen nur die von-
einander unabhingigen Informationen beriicksichtigt werden. Ist z. B. eine
GroBe bei der i-ten, (i -+ 1)-ten, (i - 2)-ten Messung unverdndert, geniigt
es zwischen der i-ten und (i + 1)-ten sowie zwischen der i-ten und (i 4 2)-ten
Messung die Bedingungsgleichungen anzuschreiben, wihrend sich das Anschrei-
ben zwischen der (i + 1)-ten und (¢ + 2)-ten Messung eriibrigt.

Es sei die Zahl der unabhingigen Bedingungsgleichungen zwischen den
einzelnen Messungen

€10 = €yn €13 = gy s €1 = €q
€3 = €39» e €5 = €g2 (29)
€omrs ™ €55-1-
Die partiellen Ableitungen der Arten ¢, undc; ,in den Bedingungs-

gleichungen in Submatrizen mit gleichen Ordinalzahlen wie die Zahl der unab-
hingigen Bedingungsgleichungen gefaft, werden die in den Bedingungs-
gleichungen vorkommenden partellen Ableitungen zusammen in folgender
Matrix geschrieben:

~ Gy G,y 0 0 c O 0 1
G, O C,, G ... O G
C =] G O 0 0 ... O Cy
(5, k) 0 €, €, O ... O 0 (30)
) G, 0 ) . 0 C,
O 0 0 ] N PR
WO e=ept eyt ... T e ey T .. ey e und zum
Beispiel:
Cisnt Cizn cee Cissn
C13 = 613413 Ciy 20 s Cla,kg (31)

I I R

Cl3.1ex, Cl3.‘.2€;g cre Cl3.k,en
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Csl,n Cam s C31,1\-51
Gy = Cai1o Ca120 s Cor s (32)
el:‘): . . L I -
C31.lelz C:%l.?e13 e CSl.kme

Bei dem Lésen praktischer Aufgaben werden aus Griinden der Zweck-
miBigkeit die Bedingungsgleichungen entweder immer auf die allerersteMessung
oder immer auf die unmittelbar vorangehende Messung bezogen angeschrieben.
Dementsprechend hat die Matrix € meistens eine der beiden Formen:

Cl‘.‘ Cm 0 0
El = 13 631 0 (33)
C,. o 0 C,
bzw.
Cpo C,y ) ) 0
G = Cos Cso 0 0
........ (34)
@ @ @ Cs~1,s Cs,s~1

wo die einzelnen Submatrizen &hnlich wie die Submatrizen in (30) aufgebaut
sind.
Im Falle der Koeffizientenmatrizen G, €, und €, enthalten die Vektoren

w* = (wh, wh, o owh, win .., wh, oo wiog gF (35)
wy = (wh, wiy, ..., wi) (36)
wy = (Wi, Wi, ... Wi ) (37)

die Ahsolutglieder der Bedingungsgleichungen.

In Kenntnis der Gewichtsmatrix, der linearisierten Verbesserungsglei-
chungen und der u. U. zur Verfiigung stehenden Bedingungsgleichungen kon-
nen die Normalgleichungen fiir die Berechnung der Unbekannten angeschrie-
ben werden. Nach den Informationen iiber die Deformationen und die Art
von deren Beriicksichtigung unterscheidet man drei grundlegende Fille hin-
sichtlich der Normalgleichungen:

a) Es steht iiber die Deformation keine Information nichtgeoditischer
Art zur Verfiigung.

b) Die Information iiber die Deformation wird unter Anwendung von
Punkten mit bekannten Koordinaten beriicksichtigt.

¢) Die Information iiber die Deformation wird mit Hilfe von Bedin-
gungsgleichungen beriicksichtigt.

3 Periodica Polytechnica Civil 21/1—2
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Im Falle a) sind die Unbekannten in der Ausgleichung die zu verschie-
denen Messungen gehdrenden Koordinaten jedes Punktes des Netzes. Die
Normalgleichung hat dann die Form:

(A*PA) x -+ (A*Pt) = O . (38)
k, k) (B, 1) (£ 1) (£, 1)

Um den Aufbau der Normalgleichung zu studieren, schreiben wir unter An-
wendung der Submatrizen der in den Zusammenhingen (11) bzw. (22) zerlegten
Mairizen P bzw. A die Koeffizientenmatrix der Unbekannten auf:

N = A*PA (3%9)
(k, k) (%, )
[IROEN = Es 1
ANPLAy ARPL A, AP A
(f2. K) (£, Ka) (ki k)
N o= | ALPyAy A5PpA, coe ALP A (40}
(e ker) (ks k2) (2, ko)
A:s? slAll A;SP SQAfZ?. e A;zPsrAlss
I Y (Fesy i) (ke )|

In dhnlicher Weise 140t sich auch der konstante Vekior anschreiben:

AfPpt + AP, + o+ ARPL

n = A*Pt = ARPot; + ALPot, + ... - ARP (41)
£ e ' £
‘45¢Pslt1 o A; safo < T ASSP ssts

WO b, Iy, ..., I, die zu den einzelnen Messungen gehdrenden Submatrizen des
Vektors ¢ bedeuten.

In Kenntnis der Struktur der Normalgleichung kann die eine in dieser
Arbeit gestellte Frage beantwortet werden, néimlich jene: Wann kénnen die
bei verschiedenen Gelegenheiten unternommenen Messungen getrennt aus-
geglichen werden?

Bei der eben untersuchten Art von Normalgleichungen besteht die hin-
reichende und notwendige Bedingung der geirennten Verarbeitung der bei
verschiedenen Gelegenheiten durchgefiithrten Messungen in der gegemseiti-
gen Unabhingigkeit dieser Messungen.

In diesem Falle kann nimlich — da alle P;; = 0 — die Normalgleichung
(38) in s selbstindige Normalgleichungen vom Typ

(A7P; A)x; +AfP,; 1, = 0 (42)
(ki, ki) (&1, 1)
zerlegt werden.

Die andere Frage betrifft die aus der Ausgleichung erhaltenen eindeuti-
gen GréBen. Da in dem jetzt behandelten Falle gar keine Information iiber
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die Deformation zur Verfligung steht, kénnen die Koordinaten der einzelnen
Punkte beliebig verschoben, verdreht werden. In dieser Hinsicht darf das
Netz als sog. freies Netz betrachtet werden. Das kommt mathematisch darin
zum Ausdruck, daf die Matrix N singuldr sein wird.

Der Grad der Singularitdt 148t sich im Rangabfall [14], [15] erkennen:

d(N) = K(N) — r(N). (43)
Hierin bedeuten

d(N) den Rangabfall,

r(N) den Rang,

E(N) das Format.

Bei der Ausgleichung eines freien Netzes ist der Rangabfall von dem
Charakter des Netzes abhiinglg und stimmt mit dem Freiheitsgrad des Netzes
itherein. Im Falle von Nivellementisnetzen ist, zum Beispiel, d = 1, bei Trila-
terationsnetzen d = 3.

Der Rangabfall d(N) von Deformationsmessungsnetzen wird durch die
Tatsache beeinflufit, dal die zu verschiedenen Messungen gehérenden Werte
auch im Vergleich zueinander verschoben werden kénnen, und damit der
Rangabfall gréBer als der fiir freie Netze kennzeichnende Rangabfall sein kann.

Um den Rangabfall der Matrix N zu ermitteln, sind weitere Unter-
suchungen erforderlich, die nach numerischen Methoden oder anhand theore-
tischer Erwigungen durchgefiithrt werden,

Von den numerischen Methoden kann jedes f{ir die Feststellung des
Ranges ausgearbeitete Verfahren in Frage kommen. Von diesen sind in den
Programmbibliotheken der Rechenanlagen die meisten auf der Bestimmung
der Anzahl der von Null unterschiedlichen Eigenwerte oder auf der Herstel-
lang des minimalen Dyadischen beruhenden Programme zu finden. Die An-
wendung soll an einem einfachen Beispiel dargestellt werdeu.

Beispiel 1:

Die Hohendifferenzen der Punkte A, B und C wurden durch Nivellement bei
s = 3 Gelegenheiten gemessen. Die zu verschiedenen Gelegenheiten gehérenden
Messungen diirfen als voneinander unabhingig und von gleichem Gewicht

3*
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betrachtet werden. Aufgrund der Verbesserungsgleichungen linearisierter Form
der Art

e e L
Uy = X;q — Xig 7 I

wird in der Normalgleichung die Koeffizientenmatrix N der Unbekannten wie
folgt lauten:

1

1

|

P
OO T O DO ke e D
|

OO0 D D b

OO O e D OO D
DO B = OO D

o
!

<
|
—t

|

PO bl el OO O QOO

L

OO O O O O R
DO D - PO DD
L SV e o [ o B o T o B v

<
|
|

Durch Bestimmung des Ranges der Matrix N nach einer numerischen Methode
erhdlt man den Wert r(N) = 6. Das Format der Matrix ist E(N) = 9. Der
Rangabfall ergibt sich also zu:

d(N) = k(N) — 7(N) = 3 .

Das bedeutet, dal der Rangabfall des gepriiften Deformationsmessungs-
netzes das Dreifache des Rangabfalls anderer Nivellementsnetze betrigt.

Sind die zu verschiedenen Gelegenheiten gehirende Messungen voneinan-
der unabhingig, wird der Rangabfall der zu dem Netz gehérenden Matrix
N anhand von aus der linearen Algebra bekannten Zusammenhingen als die
Summe der Rangabfille der einzelnen Submatrizen A}, P, A, hergestellt,
d. h.

d=d, +dy+ ... +d;,+ ... +4d;.
In der Annabme von Netzen gleichen Typs ist

d=s-d (44)

wo d; den Rangabfall bei den einzelnen Messungen
s die Zahl der Messungen
bedeuten.

Aus der Singularitdt der Matrix N folgt, dafl Gl. (38) nach den traditionel-
len Verfahren nicht aufgelost werden kann. Die Lésung von Aufgaben mit
einer Normalgleichung mit singulirem Koeffizienten ist eine der am hiufig-
sten behandelten Aufgaben in der Literatur der Ausgleichung [1, 2, 3, 5, 8, 11,
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17]. Von den Lgsungsméglichkeiten wihlen wir im Interesse der weiteren
statistischen Verarbeitung der Ergebnisse die Lésung anhand von sog. verallge-
meinerten Inversen.

Unter Anwendung der verallgemeinerten Inversen 148t sich die Lésung
der Normalgleichung (38) in folgender Form schreiben:

x = —(A*PAY- A"Pt = —N-n (45)

wo N~ eine beliebige Matrix sein kann, die die Bedingung

=

NN-N = (46)

erfiilly [2, 3, 6,12, 13, 14].

Von den méglichen verallgemeinerten Inversen N- ist es zweckmiBig,

fir geoditische Zwecke ein eindeutiges Inverse, da Pseudoinverse, unier

anderem Namen das Moore-Penrose-Inverse zu wi ann lautet die Auf-
Issung der Normalgleichung:

X = —N*n (47)

wo N+ das Pseudoinverse bedeutet.
Neben der Bedingung in (46) mufl das Pseudoinverse X+ noch folgende
Bedingungen erfiilllen [14]:

N*NN+ = N+ )
(NN*)* = NN+ )
(N+N)* = N+N. (50)

Fiir die numerische Herstellung des Pseudoinversen sind mehrere Ver-
fahren bekannt. Die dazu bestimmten Programme sind in der Regel in Rechen-
zentren fiir geoditische Zwecke vorhanden. Irgendein auf Rangfaktorisieren
beruhendes Verfahren 148t sich, zum Beispiel, gut anwenden:

N =FG. (51)
Danach gilt
N+ = F*(FF*)~1 (G*G)~1 G* (52)

d. h. die Herstellung des Pseudoinversen lifit sich auf die Herstellung der
Inversen von nichtsinguldren Matrizen zuriickfithren [2, 8].

Die Losung mit Hilfe des Pseudoinversen N+ gewdéhrleistet, dafl die als
Grundlage fiir die Methode der kleinsten Quadrate dienende Bedingung

v*Pv = min (53)



38 DETREKOI
erfiillt ist. Auflerdem ist noch fiir diese Losung die Erfilllung der Bedingung
x¥x = min (54)

kennzeichnend. Das bedeutet, daB die Quadratsumme der Anderungen
minimal ist.

Hat man also die Niherungswerte angenommen, liefert das Pseudo-
inverse eine eindeutige Losung. Da jedoch — in Ermangelung von Informa-
tionen #iber die Deformation — die Niherungswerte willkiirlich angenommen
werden, sind die aus der Ausgleichung erhaltenen Koordinaten nicht eindeutig,.
Auch die zu verschiedenen Messungen gehérenden Differenzen derselben
Koordinaten sind nicht eindeutig. Daher konnen lediglich — nach Gl. (53) —
die ausgeglichenen MeBwerte als eindeutig betrachtet werden.

Bei dem jetzt untersuchten Normalgleichungstyp steht keine nichi-
geoddtische Information iiber die Deformation zur Verfiigung; in solchen
Fillen kann nur aus den Differenzen der ausgeglichenen Werte der in verschie-
denen Zeitpunkten gemessenen GroBen auf die Deformation geschlossen werden,

Bei der Anwendung des Pseudoinversen ist die Kofaktorenmatrix der
Unbekannten das Pseudoinverse selbst:

Q(x) = N+. (55)

Der Kofaktor unterscheidet sich von bei verschiedenen anderen verallge-
meinerten Inversen bestimmten Kofaktoren durch die Eigenschaft

spur Q. = min. (56)

Das bedeutet, dafl die Summe der Varianzen der Unbekannten minimal ist.
Angenommen, dafl nur die Koordinaten unbekannt sind, kommt man unter
Anwendung des Pseudoinversen zu einer Lésung, bei der die innere Genauig-
keit des Netzes optimal ist [3].

b) Wird die Information itiber die Deformation anhand von Punkten
mit bekannten Koordinaten beriicksichtigt, werden bei der Ausgleichung die
Koordinaten der anderen Punkte die Unbekannten sein. Die Form der Normal-
gleichung stimmt mit der Form in (38) iiberein.

Daraus folgt, daB die hinreichende und notwendige Bedingung einer
getrennten Verarbeitung der bei verschiedenen Gelegenheiten erhaltenen
MeBwerte darin besteht, dall die bei verschiedenen Gelegenheiten durch-
gefithrten Messungen voneinander unabhingig sein miissen.

Verfiigt man iiber wenigstens eine gleiche Zahl der bekannten Koordina-
ten wie das Netz Freiheitsgrade hat, wird in der Normalgleichung die Koeffi-
zientenmatrix der Unbekannten nichtsingulir sein. Daraus folgt, dal man die
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Unbekannten formal unter Anwendung des gewohnlichen Inversen erhilt:
x = —(A*PA)"T A*Pr, (57)

In diesem Falle sind neben den ausgeglichenen Beobachtungen auch die aus-
geglichenen Koordinaten eindeutig. Auf die Deformation kann also sowohl aus
den Differenzen der bei verschiedenen Gelegenheiten erhaltenen, ausgegliche-
nen Beobachtungen als auch aus den Differenzen der bei verschiedenen Gelegen-
heiten ermittelten Koordinaten geschlossen werden,

Die Kofaktorenmatrix der aus der Ausgleichung erhaltenen Unbe-
kannten lautet:

Qx) = (A*PA)~1 . (58)

¢) In dem zuleizt behandelten Fall sind im Netz keine Punkte mit
bekannten Koordinaten vorhanden, jedoch ist man im Besitz von Informa-
tionen {iher die Deformation. Diese Informationen — die sich im allgemeinen
auf die Unbeweglichkeit von Netzpunkten mit einstweilen unbekannten
Koordinaten beziehen —, werden durch die frither erdrterten Bedingungs-
gleichungen beriicksichtigt.

Die Normalgleichung enth#lt entsprechend der Ausgleichung vermitteln-
der Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen zwei Arten von Unbekannten:
die Anderungen der unbekannten Koordinaten und eine der Anzahl der Bedin-
gungsgleichungen entsprechende Zahl der Korrelaten.

Die Normalgleichung 146t sich in der Form

A'PA  CF x A*Pi
(% k) (K, €) (k1) (%,1)
+ = ¢ (39)
C 0 u w
(e. ) (e,e) -1 L(g1) {e. 1)
anschreiben, wo
A*PA mit der in Gl. (39) bestimmten Matrix N i{ibereinstimmt,

C die in Gl. (30) definierte Matrix,

x den Vektor der in (17) eingefiihrten unbekannten Anderungen,

A*Pt den in Gl. (38),

w den in Gl. (35) angeschriebene konstanten Vektor,

u den Vektor der unbekannien Korrelaten
bedeuten.

Es ist zweckm#Big, den letzteren — #hnlich wie im Falle der Matrix
C im Zusammenhang (30) in Teile der Dimensionen e, €5, . ... €53, €y -+ 15
€gr + -5 €57 ¢ ZU ZeTlegen.

o= (ufy cufy o uln .. uiog ) (60)
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Bei der eben angeschriebenen Normalgleichung ist die Unabhingigkeit der
bei verschiedenen Gelegenheiten durchgefiihrien Messungen nur eine notwen-
dige, jedoch keine hinreichende Bedingung der getrennten Ausgleichung der
zu verschiedenen Messungen gehorenden Beobachtungen. Die Zeilen der Nor-
malgleichung sind nimlich auch durch die unbekannten Korrelaten verbunden.

Da die Bedingungsgleichungen stets die Beziehung zwischen zwei Messun-
gen veranschaulichen, 146t sich die Verarbeitung der Messungen auf die gemein-
same Verarbeitung von héchstens je zwei Messungen zerlegen, Bei der getrenn-
ten Verarbeitung einer einzigen Messung konnen keine Bedingungsgleichungen
beriicksichtigt werden.

Betrachten wir die gemeinsame Verarbeitungsmoglichkeit zweier Mes-
sungen in der Annahme der Unabhingigkeit der bei verschiedenen Gelegen-
heiten unternommenen Messungen und des Umstands, daf} die Informationen
ither die Unbeweglichkeit stets auf die erste Messung bezogen aufgeschrieben
werden. In diesem Falle lautet die Normalgleichung unter Anwendung der
Bezeichnungen

N, = AiP A, (61)
n; = Az}Pht: <62)
und des Zusammenhangs (33) wie folgt:
TNy ¢ G ... © €, €5 ... CETm o3 o T
0 N, © ... 0 ¢ 0O . 0 Xy Ty
¢ O N, ... B g ¢, ...0 ER 1,
0 g O ... N, O 0 U o x, |+ | ng
€. €, © 0 0 o ...0 ks Wy (63)
C: O G ¢ 0 0 0 ky, Wiy
G 6 0 ¢; O 0 ...0 N ko

Aus der hier angeschriebenen Gleichung trennen wir nacheinander die
zu den Messungen 1.2, 1.3, ... l.s gehorenden Gréflen ab:

12 551

Ed -

21 ¥y
0 12

(64)
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% 7

Ny 0 13 ¥y n,

0 Ny 81 X |+ |n | =0
L Cis Cy 6 J{ k| L Wig
[ N O CETT o 7 ['ny ]

¢ N, €3 x, ] g | = 0 (65)
L Cls Csl @ J U kls R L W4 -

Aus den so hergestellten Normalgleichungen kionnen nacheinander die
zu den Messungen 1.2, 1.3, ..., 1.s gehorenden Unbekannten bestimmt werden.
Die Zerlegung hat den V orteﬂ dal} sie die Verarbeitung der Messungen
je Gelegenheit ermdiglicht. Es ist jedoch nachteilig, daf} die zu der ers

c‘% (
o]

ot

Messung gehdrenden &ﬂcﬂ"llngen bei der s—1-ten Messung bestimmt werden
missen, und man daher fir die zu der ersten Gelegenheit gehdrenden Koordi-

naten — auch bei der Verwendung derselben Néherungswerte — s—1 Werte
erhili, die nicht unbedingt iibereinstimmen,

Werden die Bedingungsgleichungen immer auf die vorigen Messung
bezogen aufgeschrieben, dann lassen sich — &hnlieh dem eben Beschriebenen —
die zu den Messungen 1.2, 2.3, ..., (s—1).s gehtrenden MeBergebnisse paax-
weise ausgleichen. In diesem Falle erhilt man fiir jede der Koordinaten 2, 3,
«... (5—1) zwei verschiedene Werte.

Untersuchen wir nun die aus der Ausgleichung erhaltenen eindeutigen
Gréfien. Da wir im Netz auch jetzt keinen Punkt mit vorgegebenen Koordi-
naten haben, wird der Koeffizient der Unbekannten in der Normalgleichung
auch jetzt singulfr sein. Bezeichnen wir die Koeffizientenmatrix durch R:

APA C* | [N ¢
R =|C o |- {co | (66)

Der die Dimension der Singularitit ausdriickende Rangabfall wird nach
Gl.(43) und den dort beschriebenen Methoden bestimmt. Durch die Bedingungs-
gleichungen wird die Beziehung zwischen den verschiedenen Messungen ge-
wihrleistet und daher der Rangabfall vermindert. Es ist jedoch einzusehen,
dafB bei einem Netztyp auch das Anschreiben der zu verschiedenen Messungen
gehérenden Bedingungsgleichungen den Rangabfall der Matrix R nicht unter
den fiir die einmalige Messung des gegebenen Netzes kennzeichnenden Frei-
heitsgrad herabsetzen kann.

Dies sei an zwei Beispielen dargestellt.

Beispiel 2.

Untersuchen wir das Netz im Beispiel 1. Gesetzt, der Punkt A ist zwischen

den Messungen 1 und 2 unbeweglich. Die Unbeweglichkeit wird durch die




42 DETREKOI

Bedingungsgleichung mit dem Koeffizienten
C=[+1 0 0 —1 0 0 0 0 0]

ausgedriickt. Unter Anwendung der im Beispiel 1 aufgeschriebenen Matrix N
und des jetzt aufgeschriebenen Vektors C erstellt man die Koeffizienten-
matrix R.

Nach Bestimmung des Formats k(R) und des Ranges r(R) der Matrix,
erhilt man:

ER) =10 r(R) = 3.
Daraus ergibt sich der Rangabfall zu:
dR) =KR)—r(R) =2.

Durch Anschreiben einer einzigen Bedingungsgleichung konnte der
Rangabfall der Matrix N, der in Beispiel 1 gleich 3 war, um eins vermindert
werden.

Beispiel 3

Betrachten wir das Netz im Beispiel 1, und nehmen wir an, daBl auch
die Punkte A und B bei den drei Messungen unbeweglich sind. Die Unbeweg-
lichkeit kann durch das Aufschreiben von vier Bedingungsgleichungen beriick-
sichtigt werden. Die Bedingungsgleichungen veranschaulichen die Unbeweg-
lichkeit der Punkte A und B zwischen der 1. und 2. sowie der 1. und 3. Messung.
So erhilt man folgende Matrix C:

+1 0 0 —1 0 0 0 0 0

-1 0 0 0 0 0 —1 0 0

C = 0 + 0 0 —1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 —1 0

Die aufgrund der Matrix N im Beispiel 1 und der jetzt angeschriebenen
Matrix C aufgestellte Matrix R hat folgendes Format und folgenden Rang:

E(R) =13 r(R) = 12.
Der Rangabfall betriigt also

d(R) = k(R) — r(R) = 1.

Aus dem Beispiel ist zu erkennen, dafl obwohl mehr Bedingungsgleichun-
gen aufgeschrieben wurden als die Zahl der Rangabfille der urspriinglichen
Matrix N, der Wert des Rangabfalls nicht unter den Rangabfall der freien
Nivellementsnetze sank.




DEFORMATIONSMESSUNGEN 43

Infolge der Singularitdt der Matrix R kann die Normalgleichung (59)
nach herkémmlichen Methoden nicht aufgeldst werden. Auch hier kénnen die
miglichen Lésungen der Normalgleichung durch die verallgemeinerten Inver-
sen sichergestellt werden [12]. Im Prinzip konnen die Unbekannten mit Hilfe
eines den Zusammenhang (46) der Koeffizientenmatrix R befriedigenden,
beliebigen verallgemeinerten Inversen bestimmt werden.

Gehen wir von einem beliebigen verallgemeinerten Inversen von R aus,
das aus den im weiteren dargestellten Submatrizen erhalten wird [13]:

N ¢]-=[TU T
R-=|C O© U, U,

(67)

wo U, = N~ — N-C*(CN-C*)~ CN- (68)
U, = N-C*(CN-C%)~ (69)

U, = U: (70)

U, = —(CN-C¥)- . (71)

Unter Anwendung der Submatrizen U, und U, im verallgemeinerten
Inversen von R erhilt man den Vektor x der Unbekannten aus dem Zusam-

menhang:

x = —U APt — o . (72)

Driicken die Bedingungsgleichungen die Unverinderlichkeit der Koordi-
naten aus, so wird bei der Wahl der gleichen Niherungswerte w ein Nullvektor
sein, damit erhilt man den Vektor der unbekannten Anderungen aus folgen-
dem, einfacherem Zusammenhang:

x = —UA*P: . (73)

Von den moglichen verallgemeinerten Inversen wird es auch in diesem
Falle zweckmiBig sein, das eindeutige Pseudoinverse zu benutzen, dann erge-
ben sich U, bzw. U, zu

U, = N+ — N+C*((N+C*)+ CN+ (74)
und
U, = N+C*({CN+C*)~+. (75)

Die Kofaktorenmatrix der Unbekannten erhilt man aus

Q.=1,. (76)
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Die Eindeutigkeit der Pseudoinversen gibt auch in diesem Falle nur
auf die Niherungswerte bezogen eindeutig die Unbekannten an. Die Niherungs-
werte werden jedoch bei der ersten Messung willkiirlich angenommen. Daher
sind die aus der Ausgleichung erhaltenen Koordinaten auch in diesem Falle
nicht eindeutig. Die ausgeglichenen Meflergebnisse sind hingegen eindeutig,
und im Besitz einer geniigenden Zahl von Informationen kénnen auch die
Differenzen der zu verschiedenen Messungen gehdrenden Koordinaten ein-
deutig sein.

Bei der Lésung praktischer Aufgaben ist es oft zweckdienlich, den jetzt
untersuchten Fall auf den vorigen zurtickzufithren, u. zw. in der Weise, daf}
man nach der ersten Messung die Ausgleichung durchfithrt, wobei man die
Unbekannten

% = —(ALPpA)) T ANP (77)

erhilt. Bei der Verarbeitung der weiteren Messungen werden die aus der ersten
Messung erhaltenen Koordinaten der nach anderen Informationen unbe-
weglichen Punkte als bekannt genommen. Die notwendige Bedingung dieses
Verfahrens ist die Unabhiingigkeit der bei verschiedenen Gelegenheiten unter-
nommenen Messungen. Da bei den weiteren Messungen die aus der ersten
Messung erhaltenen Werte als gegeben betrachtet werden, ist es zweckmiBig,
die erste Messung im Vergleich zu den spéteren mit groflerem Gewicht durch-
zufijhren,

Aus der Auflssung der verschiedenartigen Normalgleichungen erh&lt man
nach den obigen Ausfilhrungen die Anderungen. Auf dieser Grundlage erhilt
man die Verbesserungen aus den Verbesserungsgleichungen nichtlinearer Form
n (21). Die Koordinaten der Punkte konnen aus dem Zusammenziehen nach
(16) der Naherungswerte und der Anderungen berechnet werden. Die aus-
geglichenen MeBergebnisse werden als die Summen der Mefwerte und der
entsprechenden Verbesserungen bestimmt. Der mittlere Fehler der Gewichtsein-
heit m ergibt sich aus

m? = f~1v*Py (78)

wo f die Anzahl der iiberschiissigen Beobachtungen bedeutet.

Die Varianz-Kovarianzmatrix der Unbekannten wird aus m, und aus
den in der Zusammenhiingen (55), (56) und (76) angegebenen Kofaktoren-
matrizen Q(x) berechnet:

M, = mgQ (79)

Die Varianz-Kovarianzmatrix M, der ausgeglichenen MeBergebnisse
ergibt sich nach dem allgemeinen Gesetz der Fehlerfortpflanzung aus der
Gleichung

M, = A*M,, A (80)
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wo A die bei der Definition der Verbesserungsgleichungen angeschriebene
Matrix ist.

Bei der Verarbeitung von ingenieurgeoditischen Deformationsmessun-
gen ist oft die Varianz-Kovarianzmatrix M, der Differenz von bei zwei
verschiedenen Gelegenheiten erhaltenen Werten derselben Gréfien notwendig.
Um diese — ebenfalls nach dem allgemeinen Gesetz der Fehlerfortpflanzung —
zu bestimmen, sind die entsprechenden Submatrizen der Varianz-Kovarianz-
matrizen M, oder M, und die Matrix D der Differenz erforderlich. Unter-
suchen wir die Differenzen der Anzahl g zwischen der i-ten und j-ten Messung.
Die Matrix M, enthilt die entsprechenden Submatrizen der Matrix M:

M, M,

- €9 &
oy = (81)

e Z%ij,. M ji

&g (¢

Die Differenzen werden mit Hilfe der Matrix D ausgedriickt:

I | 0 .. 0 —1 0o ... 0 7
D* = 0 =1 ... 0 0 —1 ... 0 (82)
(g,2g)

0 0 ... +1 0 0 ... —1 j

Die Matrix D* 148t sich auf zwei Einheitsmatrizen zerlegen:

D*=[ E, — E]. (83)
(g,28) (&8 (g,8

Schreiben wir das allgemeine Gesetz der Fehlerfortpflanzung fiir die
Bestimmung von M( D) auf:

Mp = D*M,, D =M, + M, —2M,;. (84)
Sind die bei verschiedenen Gelegenheiten erhaltenen Werte unabhingig, dann
gilt

Mp, = M, + M. (85)

Am Anpnfang dieser Arbeit wurde angenommen, dafl die gemeinsame
Verteilung unserer Messungen eine Normalverteilung ist. Es ist ein bekannter
Satz [7], dafl die Verteilung der linearen Transformationen HY -+ h einer
ZufallsvektorgroBe Y mit der Normalverteilung N(u, Z) die Normalverteilung
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N(HY 4+ h, H Z H*) sein wird. Aus diesem Satz ist einzusehen, daBl sowohl
die aus der Ausgleichung erhaltenen Unbekannten als auch die ausgeglichenen
MeBwerte von Normalverteilung sein werden. Daraus folgt aber auch, daf3 der
mittlere Fehler der Gewichtseinheit von y>-Verteilung sein wird.

Zusammenfassung

Im Beitrag werden die ingenieurgeoditischen Deformationsmessungen behandelt. Uber
die sus dem Fachschrifttum bekannte gemeinsame Ausgleichung zweier Messungen hinaus
wird der allgemeinere Fall, die gemeinsame Ausgleichung von Messungen der Anzahl s unter-
sucht.

Fiir die Ausgleichung wurde ein Modell gewihlt, das bei den verschiedenen Messungen
die Messung der Griflen in einem einzigen Zeitpunkt sowie eine Normalverteilung der Be-
obachtungen voraussetzt.

Der Ausgleichungsvorgang wird unter Anwendung der Methode der vermiitelnden
Beobachtungen “behandelt. Als Unbekannten werden die zu verschiedenen MefBzeitpunkten
gehiorenden Koordinaten der Punkte des Deformationsmessungsnetzes betrachtet. Es wird
auch die Beriicksichtigung der die Deformation betreffenden, nichtgeodstischen Informationen
behandelt.

Anhand der Normalgleichung wurde untersucht, wann bel verschiedenen Gelegenheiten
unternommenen Messungen getrennt bearbeitet werden konnen. Je nach der Art und der
Berticksichtigung der Information iiber die Deformation werden drei Fille der Normalgleichun-
gen unterschieden:

a) Es steht iiber die Deformation keine Information nichtgeoditischer Art zur Ver-
figung.

b) Die Information itber die Deformation wird unter Anwendung von Punkten mit
bekannten Koordinaten beriicksichtigt.

¢) Die Information iber die Deformation wird mit Hilfe von Bedingungsgleichungen
berticksichtigt.

In den Tallen a) und b) besteht die hinreichende und notwendige Bedingung der
getrennten Verarbeitung bei verschiedenen Gelegenheiten durchgefithrter Mess sungen in der
[nabhanglgke]r derselben. Im Fall ¢) ist die Lnahhangxgkmt der Messungen nur eine not-
wendige, jedoch keine hinreichende Bedingung.

Es wurde auch untersucht. aus der Differenz welcher Griofle in Abhingigkeit von
den nichtgeodidtischen Information iiber die Deformation auf Deformation geschlossen wer-
den darf.

Von den angefiihrten Fiallen der Normalgleichungen ldBt sich im Fall a) nur aus der
Differenz der ausgeglichenen MeBwerte, in den Fiillen b) und c) auBerdem auch aus der Diffe-
renz der Koordinaten auf Deformation schlieflen.

Es wurde festgestellt. daf} in den Fillen a) und ¢) die Koeffizientenmatrix der Normal-
gleichung singulir ist. Der das Ausmal der Singularitit kennzeichnende Rangabfall kann
im Falle a) groBer sein als der Rangabfall anderer geoditischer freier Netze. Fiir die Auflésung
der Normalgleichungen mit singuléren Koeffizienten wird die Anwendung der Pseudoinversen
vorgeschlagen.

Abschlieflend wird auch die Bestimmung der fiir die Differenzen der bei verschiedenen
Gelegenheiten erzielten MeBwerte kennzeichnenden Varianz-Kovarianzmatrizen behandelt.

Schrifttum

1. BjermAMMAR, A.: Theory of Errors and Generalized Matrix Inverses. Elsevier Company,
Amsterdam— London—New York. 1973.

2. GrararenD, E., ScHAFFRIN, B.: Unbiased Free Net Adjustment. Survey Review. 1974/

3. GRAFAREND, E.: Genauigkeitsmafle geoditischer Netze. DGK Reihe A., Nr. 73. Miinchen
1972.

4. Hazay, I.: Ausgleichungsrechnungen® Budapest. 1966.




DEFORMATIONSMESSUNGEN

i
~I

Hazavy, L: Netzausgleichung bei vertikalen Erdkrustenbewegungen®. Geodézia és Karto-
grafia. 1967/5.

Kocu, K. R.: Herleitung der Methode der kleinsten Quadrate mit Hilfe generalisierter
Matrixinversen. ZfV. 1975/12.

. Kocm, K. R.: Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir statistische Beurteilungen von Aus-

gleichungsergebnissen. Mitteilungen aus dem Institut fir theoretische Geod#sie der
Universitit Bonn. Nr. 38. Bonn., 1975.

. Mapkysae, 0. H.: ¥paBHuBaHHe H3MEPCHHI] C BbIpOYKACHHONH KOpPpessiHOHHOH MaTpuuefi.

Ieonesust u aspohoTocnemra, 1972/3.

. MEIER, S.: Ausgleichung horizontaler Punktverschiebungen nach vermittelnden Beobach-

tungen und Beobachtungsdifferenzen. Nationalkomitee fiir Geodisie und Geophysik
der Deutschen Demokratischen Republik bei der Deutschen Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin. IT1/25. Berlin, 1971.

. Mmev, G.: Ausgleichung, Analyse und Interpretation von Deformationsmessungen.

DGK. Reihe €. Nr. 192. Minchen, 1973.

. Perzer, H.: Analyse von Def@rmatmnames:ungen. DGEX. Reihe C. Nr. 164. Miinchen.

1971.

. Rao, C. R.: Unified Theory of Linear Estimation. The Indian Journal of Statistics, Decem-

ber 1971.

. Rao, C. R.—Mitra, 8. K.: Generalized Inverse of Matrices and its Applications. John

Wiley & Sons. Ine. New York, London, Sydney. Toronto, 1971.

. Rézsa. P.: Die lineare Algebra und ihre Anw endunn Miszaki Kénvvkiadé, Budapest,

1974.

. ZvrmtEL, R.: Matrizen und ihre technische Anwendungen, Springer-Verlag. Berlin,

(Gottingen) Heidelberg, 1964.
. Worr, H.: Ausgleichungsrechnung. Diimmlers Verlag, Bonn. 1975.
Worr, H.: korrcherte Beobachtunrren in der Trmnrruheruncr ZfV. 1975/1L.

. Derrex6. A.: Uber die mathematischen Modelle der creodat1~chen Deformatmnnmessun—

gen. Internationales Symposium iiber geoditische Deformationsmessungen. Krakow,

1975.

Dozent Dr. Akos DeTrExST, H-1521 Budapest

* In ungarischer Sprache





