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1. Kinleitung

Bei der Bestimmung der Verriickungen und Deformationen von Bau-
werken nach geoditischen Methoden werden in verschiedenen Zeitpunkten
von als unbeweglich betrachteten Festpunkten aus gepriifte Punkte auf dem
Bauwerk eingemessen. Die in verschiedenen Zeitpunkten erhaltenen MeB-
ergebnisse oder die aus diesen abgeleiteten Grofen (in der Regel Koordinaten)
werden miteinander verglichen, um die Verdnderungen zu berechnen und aus
diesen auf die Verriickung bzw. Deformation zu schliefen.

Betrachten wir die gepriifte (direkt gemessene oder rechnerisch ermittelte)
GréBe als ZufallsgréBe & Nach den Messungen erhilt man x; fiir den
Erwartungswert x der ZufallsgréBe & im Zeitpunkt ¢, und x; im Zeit-
punkt ¢;. (Die aus den MeBwerten ihrer Parameter veranschlagten Schitzungs-
werte der Zufallsgrofen werden mit Hochstrich bezeichnet.) Auf die Verriickung
bzw. Deformation im Zeitintervall ¢;,—1, kann aus der Verdnderung Ax,, =
= x,—%x, geschlossen werden.

Die Standardabweichung (den mittleren Fehler) m der als ZufallsgroBe &
betrachteten, gesuchten Gréfle als bekannt vorausgesetzt, 1Bt sich aufgrund
des Fehlerfortpflanzungsgesetzes die Standardabweichung m, der Verinde-
rung berechnen.

Ubersteigt der Wert ZIx,, der Verinderung in betrichtlichem MaBe ihre
Standardabweichung (den mittleren Fehler), d. h. gilt

Axyg 2 my, ,

darf ohne weiteres angenommen werden, dafy die Verdnderung eine Folge der
Verriickung bzw. Deformation des gepriiften Bauwerks sei. Als Maf der Ver-
riickung bzw. Deformation darf die Verdnderung selbst angenommen werden.

Sind hingegen die Verdnderung Ax,, und deren Standardabweichung
m . gleicher GroBenordnung, stellt sich mit Recht die Frage, ob tatsdchlich
eine Verriickung bzw. Deformation erfolgte oder die Veranderung lediglich
aus den unvermeidlichen MefBfehlern herriihre.

3 P.P. Ciil 19/1-2.
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In der ingenieurgeoditischen Praxis von heute stellt sich diese Frage
immer h#ufiger. Wihrend n#mlich frither Verriickungs- und Deformations-
messungen erst nach Sichtbarwerden von Bauschéden unternommen wurden,
dienen heute die Messungen immer &fter zu prognostischen Zwecken oder
wissenschaftlichen Untersuchungen. Damit verminderte sich die Gréflen-
ordnung der zu messenden Verriickungen von den fritheren Zentimeter- oder
sogar Dezimetergréfen auf Millimeter-Gréflenordnung und darunter.

Fiir die Beantwortung der aufgeworfenen Frage liefern die statistischen
Tests ein brauchbares mathematisches Modell.

Im vorliegenden Beitrag werden einige Fragen der Anwendung statisti-
scher Tests zu diesem Zweck hehandelt.

2. Voraussetzungeun fiir die Anwendung statisiischer Tesis

Vor allem soll festgelegt werden, daf die statistischen Tests nur ein —
wenn auch sehr niitzliches — Mittel fiir die Bewertung der Verriickungs-
und Deformationsmessungen darstellen. Die aus statistischen Tests gezogenen
Folgerungen diirfen nicht an sich betrachtet, sondern sollen mit anderen In-
formationen verglichen werden. Die anderen zur Verfiigung stehenden Infor-
mationen sind je nach den angewandten MeBverfahren und dem Charakter
des Bauwerks unterschiedlich, daher I&Bt sich eine allgemecingiiltige Regel
schwer aufstellen. In jedem Falle miissen jedoch grundsitzlich die bei fritheren
Messungen beobachteten Veridnderungen des gepriiften Punktes, die Ver#n-
derungen der anderen gepriiften Punkte — vor allem der Nachbarpunkte —
sowie die erwarteten Verriickungen bzw. Deformationen des Bauwerks mit
den Ergebnissen des statistischen Tests verglichen werden. Ein Vergleich der
Ergebnisse gleichartiger Tests bei verschiedenen Gruppierungen der Ergeb-
nisse oder mit denselben Ergebnissen durchgefithrter verschiedenarviger Tests
kann sich als niitzlich erweisen.

Fiir statistische Tests — wie im allgemeinen fiir alle statistischen Metho-
den — ist eine grofle Datenzahl erforderlich. Je weniger Daten fiir die statisti-
schen Tests verarbeitet werden, umso geringer ist die Wirksamkeit letzterer.
Bei der Bewertung von Verriickungs- und Deformationsmessungen kann die
Anzahl der Daten in mehrfacher Weise vergréflert werden, u. zw. teils indem
fiir denselben Punkt in mehreren verschiedenen Zeitpunkten durchgefiihrte
Messungen gemeinsam gepriift, teils indem, dal mehrere gepriifte Punkte
zusammen ausgewertet werden. Auch dadurch wird die Anzahl der Daten
vermehrt, wenn die Standardabweichung (der mittlere Fehler) m, durch
die Analyse einer groflen Anzahl an anderen Orten durchgefithrter Messungen
ermittelt wird. Eine geringe Datenzahl ist vor allem bei der Bestimmung der

Standardabweichung (des mittleren Fehlers) gefdhrlich. Ist die Anzahl der
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Messungen etwa unter zehn, scheint es zweckmiBiger, bei der Anwendung
statistischer Tests die Standardabweichung durch die Analyse anderer Messun-
gen dhnlicher Natur festzulegen und im weiteren als vorgegeben zu betrach-
ten.

Der erste Schritt der statistischen Tests ist immer, eine der Aufgabe
entsprechende Nullhypothese H, anzusetzen, deren Giiltigkeit — auf einem
zweckmilig gewidhlten sog. Signifikanzniveau — aufgrund der vorhandenen
Daten gepriift wird.

Aus der Natur von statistischen Tests folgt, daBi sie weder die Richtig-
keit noch die Falschheit der Nullhypotliese eindeutig beweisen, sondern ledig-
lich die Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese auf
irgendeinem Signifikanzniveau erméglichen. Die mit Hilfe von statistischen
Tests getroffene Entscheidung kann auf zweifache Weise fehlerbehaftet sein
[1]: Man spricht von einem Fehler erster Art, wenn die Nullhypothese abge-
lehnt wird, obwohl sie zutireffend ist, ein Fehler zweiter Art wird begangen,
wenn die Nullhypothese angenommen wird. obwohi sie nicht stichhaltig ist.
Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers erster Art 146t sich viel leichter bestimmen
als die des Fehlers zweiter Art [1]. daher ist es zweckmiBig, die Nullhypothese
so zu formulieren, daf} das gepriifte Ereignis bei Ablehnung der Nullhypothese
eintrete.

Fiir die Auswertung von Verriickungs- und Deformationsmessungen
empfiehlt es sich also, die Nullhypothese in der Annahme der Unbeweglichkeit
anzuschreiben: in diesem Falle kann bei der Ablehnung derselben auf Bewegun-
gen geschlossen werden. Derartige Nullhypothesen sind z. B. die Uberein-
stimmung der in verschiedenen Zeitpunkten gemessenen Grioflen — zls Er-
wartungswerte der Zufallsgréfen — (Hy: x; = x,), der Nullwert der
Verdnderungen (Hy: Ax,, = 0) oder die Ubereinstimmung der Anzahi der
Verdnderungen entgegengesetzien Vorzeichens.

Die néchste Frage in Verbindung mit den statistischen Tests ist die
Wahl der statistischen Sicherheit. d. h. des Signifikanzniveaus. In der geodi-
tischen Literatur fanden wir in Verbindung mit den Verriickungs- und De-
formationsmessungen keinen derartigen Hinweis. Bei verschiedenen andersarti-
gen Aufgaben wird die statistische Sicherheit mit Werten zwischen €.50 und
0,99 angesetzt. Je hoher die statistische Sicherheit, umso geringer ist die
Wahrscheinlichkeit, daf eine Bewegung vorausgesetzt wird, wo keine vorhan-
den ist, wihrend die Wahrscheinlichkeit dessen, dafl eine erfolgte Bewegung
nicht angezeigt wird, zunimmt. Unter Beriicksichtigung dieses Umstands
scheint es nicht zweckmifBig zu sein, eine statistische Sicherheit iber 0,95
anzusetzen. (Unter der Voraussetzung einer Normalverteilung der MeBergeb-
nisse gehdrt zu dieser statistischen Sicherheit ein durch den doppelten Wert
der Standardabweichung (des mittleren Fehlers) begrenztes Intervall.) Bei
empfindlichen Bauwerken kann es auch begriindet sein, die statistische Sicher-
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heit auf 0,70 bis 0,80 herabzusetzen. Fiir den Ansatz der statistischen Sicher-
heit kann die Priifung der Frage, bei welcher niedrigster statistischer Sicher-
heit noch die Nullhypothese der Unbeweglichkeit annehmbar sei, unter An-
wendung von geoddtischen Messungen, die am nach anderen Informationen
als unbeweglich betrachteten Objekt durchgefihrt wurden, niitzliche Hilfe
leisten.

3. Einige zweckdienliche Tests

In der Fachliteratur werden zahlreiche Tests beschrieben, die die Be-
wertung von Verriickungs- und Deformationsmessungen gestatten. Einige
von diesen sollen — ohne den Anspruch auf Vollstindigkeit — erdrtert wer-
den. Von den statistischen Tests sind im allgemeinen jene die zweckentspre-
chendsten, die sich auf normalverteilte Zufallsgroflen beziehen; die geoditi-
schen MefBergebnisse sind ndmlich in der Regel normalverteilt. Stehen MeBer-
gebnisse in geniigender Zahl zur Verfiigung, ist es geboten, sich vor der An-
wendung der statistischen Tests iiber die Novmalverteilung der Ergebrisse
zu vergewissern.

3.1 Der »u«-Test

Dieser Test wird dann eingesetzt, wenn die Standardabweichung (der
mittlere Fehler) als bekannt gilt. Dieser Test wird grunds#tzlich angewandt,
wenn wenig MeBergebnisse zur Verfiigung stehen. Der »u«-Test ldBt sich
sowohl fiir die Priifung von Einzelgrofien als auch fiir die gemeinsame Priifung
mehrerer Gréfien verwenden. Hier wird der Test in der Annahme einer einzigen
Priifgrofe gezeigt.

Es seien die Ergebnisse der Verriickungsmessungen fiir eine gewisse
Grofe x, im Zeitpunkt ¢, (mit der bekannten Standardabweichung m,). x,
im Zeitpunkt ¢, (mit der bekannten Standardabweichung m,). Die Schritte
des Tests sind:

1. Die Nullhypothese lautet: Hj: x, = x, oder Hy: xy—x, = Ax, = 0,
d. h. es wird die Ubereinstimmung der Erwartungswerte der MeBergeb-
nisse als Zufallsgréffen vorausgesetzt.

2. Rechnerische Ermittlung der Statistik:
— E‘Z — El — ;’1.’\517 Axlg
u == f——o_—ﬁ_—_—_ oder u = —— =
Vm2+m3 Vm2+-m2 Mg

w

. Ansatz der statistischen Sicherheit p.
. Bestimmung des theoretischen Wertes u
verteilung (z. B. [2, 3, 4]).

aus der Tabelle der Normal-

o

p
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5. Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese.
Ist [u | < up, kann die Nullhypothese mit der statistischen Sicherheit p
angenommen werden, im entgegengesetzien Fall wird sie abgelehnt.

Beispiel: Fiir die Priifung einer Stiitzmauer wurden von einem unbeweglichen Fest-
punkt aus Lingenmessungen mit Invarband vorgenommen. Die nach der Analyse friiherer
Messungen angesetzie und als bekannt betrachtete Standardabweichung (der mittlere Fehler)
der Lingenmessung betrug 3 mm. Bei der ersten Messung wurden fiir die Entfernung zwischen
dem Festpunkt und dem gepriiften Punkt %; == 57.674 m, bei der zweiten Messung x, =
== 57,688 m erhalten. Darf nun die Stiitzmauer zwischen den beiden Messungen als unbeweg-
lich gelten? Die Frage wird unter Anwendung des »u¢-Tests beantwortet.

1. Die Nullhypothese lautet: Hy: x; = xo.

2. Die berechnete Statistik:

P . 57688 — 57684 — 0,943,
V2 m? VY18

3. Die statistische Sicherheit wird mit p = 0,95 angesetzt.

4. Aus der Tabelle der Normalverteilung ist u,q; = 1,96.

5. Die Entscheidung lautet 0,943 < 1,96; es darf also festgestellt werden, dafl die
Melergebnisse mit der angesetzten statistischen Sicherheit der Annahme der Unbeweglich-
keit nicht widersprechen.

3.2 Der »t«-Test

Dieser Test wird in Fillen angewandt, wo die Standardabweichung (der
mittlere Fehler) der gepriiften Gréfle aus Messungen ermittelt wird. Er laf6t
sich fiir die Priifung der durch Ausgleichung erhaltenen GréBen zweckmiBig
verwenden; wie der yu«Test ist auch der »t¢«-Test sowobl fiir die Priifung ein-
zelner GroBen als auch fiir die gemeinsame Priifung mehrerer Groflen geeignet.
Auch dieser soll in der Annahme einer einzigen gepriiften GréBe vorgefiihrt
werden.

Es seien die Ergebnisse der Verriickungsmessungen bei simtlichen
Gréfen im Zeitpunkt ;3 Xy, Xyp. - . - Ky im Zeitpunkt #;: Ky, Xags « ¢ . gy
Die wahrscheinlichsten Werte der gepriiften GréBen und die Standardabwei-
chungen (mittleren Feller) derselben sind:

Zeitpunkt #;:

e e

g _ g _
%y / > (x1 — %y)?
5 o =1 — _ | =
B e — =
g ' slg—1)
Zeitpunkt ,:
R ,’_ hoo v
= Xy [ 3 (% — %)?
=1 /=1

%, =

Rk —1)

Die Schritte des Tests:
1. Die Nullhypothese: Hy: x; = x,.
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2. Berechnete Statistik:

— n
m
mit
B —
_ g.m2——h-m? -h
me [Tk M d o= 8"
g+h -2 g+h

3. Ansatz der statistischen Sicherheit p.

4. Ermittlung des theoretischen Wertes ¢, aus der Tabelle der t-Verteilung
(z. B. [1, 2, 3, 4]) (Freiheitsgrad f = g -+ h — 2).

5. Entscheidung iiber die Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese.

Ist |t | < t,, dann darf die Nullhypothese mit einer statistischen Sicher-
heit p angenommen werden, entgegengesetztenfalls wird sie abgelehnt.

Die Voraussetzung fir die Anwendbarkeit in der beschriebenen Weise
des sog. Student-Tests besteht in der Ubereinstimmung der theoretischen Werte
der Standardabweichungen m, und m,. Bei Verriickungs- und Deformationsmes-
sungen ist diese Bedingung im allgemeinen erfiillt, da in den verschiedenen
Zeitpunkten mit den gleichen Instrumenten und nach der gleichen Technologie
gemessen wird. Selbstverstidndlich diirfen m, und m, in geringem MaBe von-
einander abweichen. Ist m; == m,, wird auf die von WELcH [1] beschriebene
Weise verfahren, auf die wir hier nicht nidher eingehen.

Beispiel: Um die Verriickung einer Staumauer zu priifen, wurden in verschiedenen
Zeitpunkten die auf die Staumauer senkrechten Koordinaten einzelner Punkte derselben
durch Vorwirtseinschnitt bestimmt. Das eine Mal ergaben sich fiir einen Punkt aus g =7
Messungen die Koordinate %; = 100,413 m und die Standardabweichung m; = 0,0042 m,
das andere Mal aus h = 5 Messungen x, = 100,418 m und m, = 0,0036 m.

Es fragt sich, ob zwischen den beiden Messungen eine Verriickung senkrecht auf die
Staumauer stattfand? Um die Frage zu beantworten, wird der »¢-Test angewandt.

1. Die Nullhypothese lautet: Hy: x; = x,.

2. Die berechnete Statistik:

. 100.418 — 100,413 [ 7.5 .
== . T ——1,91
V7nﬁmw-+snﬂm$ 1+5
T+5—2

3. Die statistische Sicherheit wird mit p = 0,90 angesetzt.

4. Aus der Tabelle der »2¢-Verteilung erhilt man bei einem Freiheitsgrad f = 7-+5—2=

=10
o9 = 1.81.

5. Entscheidung. Da 1,97>1.81, kann bei einer statistischen Sicherheit 0,90 die Hypothese
der Unbeweglichkeit nicht angenommen werden.
3.3 Priifung extremliegender Beobachtungen

In der modernen Fehlertheorie werden verschiedene Tests fiir die Aus-
wahl extremliegender Beobachtungen angewandt. Diese lassen sich auch auf
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den vorliegenden Fall anwenden, da ja die Bewegung des gepriiften Punktes
infolge einer Verriickung oder Deformation des Bauwerks auch als auBermit-
tige Punktvermarkung aufgefaBt werden kann. Tests von extremliegenden
Beobachtungen konnen dann zweckmifBig eingesetzt werden, wenn mehrere
friiher bestimmte Werte X, %5, . . . . ¥,_; der gepriften Grofe ebenfalls be-
kannt sind. Von den Tests wird der von PEArsoN und SexsA abgeleitete ge-
zeigt. Die Schritte sind wie folgt:

1. Die Nullhypothese. Hy: x, ist von gleicher Verteilung wie die friiheren

Messungen.
2. Die berechnete Statistik:

wo

j—t

—

§§i k
== ﬁ:VTZ(EI—EP .

o

-

I=

3. Ansatz der statistischen Sicherheit p.

4. Bestimmung des theoretischen Wertes d,, in Abhéngigkeit von k aus der
entsprechenden Tabelle [5].

5. Entscheidung. Ist | d | < d,, dann darf die Nullhypothese angenommen
werden, widrigenfalls ist sie abzulehnen,

Beispiel: Bei der Priifung einer Ufermauer ergaben sich in verschiedenen Zeitpunkten
fiir die auf die Ufermauer senkrechte Koordinate eines gepriiften Punktes aus Vorwirtsein-
schnitt folgende Werte. (Nur die zwei letzten Ziffern der Koordinaten werden in mm ange-
schrieben.)

% =21,%=234,x; =32,%, = 35,%; = 33,x, =39 .

Man fragt, ob die Abweichung der bei der letzten Beobachtung erhaltenen Werte durch eine
Verriickung der Ufermauer herbeigefiihrt werden konnte. (Eine etwaige extremliegende
Beobachtung wird durch den Umstand ausgeschlossen, daBl die einzelnen x;-Werte als das
arithmetische Mittel mehrerer voneinander unabhingiger Messungen erhalten werden.) Das
Problem wird mit Hilfe des beschriebenen Tests beantwortet.

1. Die Nullhypothese. H: =x; ist von gleicher Verteilung wie die anderen Werte.
2. Die berechnete Statistik:

- — = 39 — 34
a=34,0, m =2.58, d = 5 Tsg = 1,94.

3. Die statistische Sicherheit wird mit p = 0,90 angesetzt.
4. Aus der entsprechenden Tabelle ist fiir k= 6
dg g0 = 1,89.

5.1,94 > 1,89, daher muB bei dieser statistischen Sicherheit die Annahme der Un-
beweglichkeit abgelehnt werden, da x; nicht als von gleicher Verteilung wie der vorige x;~
Wert betrachtet werden kann.
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3.4 Der Vorzeichentest

Dieser Test 148t sich zweckmifig anwenden, wenn mehrere Punkte des
untersuchten Bauwerks gleichzeitig geprift werden. Hier eriibrigt es sich,
eine Normalverteilung der Messungen anzunehmen. Als Nidherungsverfahren
14Bt sich der Vorzeichentest auch fiir die Prifung der zu demselben Punkt
gehorenden Verdnderungen benutzen.

Die Schritte des Tests:

1. Die Nullhypothese: Hg: p(dx;; < 0) = P(4x; > 0). d.h. die Verin-
derungen kdnnen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit mit positivem
oder negativem Vorzeichen vorkommen.

2. In der verwendeten Statistik ist k die Anzahl der Verinderungen mit
positivem Vorzeichen. Die eine Hilfte der etwaigen Verdnderungen
gleich Null wird als positiv, die andere als negativ betrachtet.

. Ansetzen der statistischen Sicherheit p.

. Ermittlung des theoretischen k-Wertes der k-Statistik aus der Binominal-

1
verteilungstabelle mit dem Parameter (n-p =7] [1]. wo n die Zahl

1 L

[¥4]

S

aller gepriiften Verdnderungen bedeutet.

5. Entscheidung. Ist der Wert der k-Statistik kleiner als n/2, wird k selbst,
im entgegengesetzten Fall (n—k) mit & verglichen. Ist k > k, darf die
Nullhypothese angenommen werden, widrigenfalls wird sie abgelehnt.

Beispiel: Auf dem geraden Abschnitt einer Ufermauer ergaben sich von den auf die
Ufermauer senkrechten Koordinatenveridnderungen 46 gepriifter Punkte 34 mit positivem,
12 mit negativem Vorzeichen. Darf das als Zufall gelten oder ist es eine Folge der Ufermanerbe-
wegungen? Die Frage wird unter Anwendung des Vorzeichentests beantwortet.

1. Die Nullhypothese lautet: Verdnderungen mit positivem und mit negativem Vor-
zeichen kommen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit vor.

2. In der benutzten Statistik ist die Zahl der Veriinderungen mit positivem Vorzeichen:
k= 34.

3. Die statistische Sicherheit wird mit p = 0.95 angesetzt.

4. Der der Tabelle entnommene theoretische Wert der Statistik ist: & = 16.

5. Die Entscheidung. Da n—k = 12 kleiner als k = 16 ist, muf} die Hypothese abge-
lehnt werden. Die hohe Zahl der positiven Verinderungen kann als kein Zufall betrachtet
werden, sondern ist vermutlich die Folge von Bewegungen der Ufermauer.

Zusammenfassung

Mathematisch-statistische Tests lassen sich bei der Auswertung von Verriickungs-
und Deformationsmessungen anwenden. Es ist dann zweckmifig und erforderlich, statisti-
sche Tests anzuwenden, wenn die Verdnderungen der gepriiften GréBen und deren Standard-
abweichungen (mittlere Febler) von gleicher Grofenordnung sind. Es werden der zweckent-
sprechende Ansatz der Nullhypothese der statistischen Tests und der statistischen Sicherheit
sowie die Moglichkeit einer Erhshung der verwendeten Datenzahl untersucht. Im Beitrag
werden auch mehrere giinstig anwendbare Tests beschrieben und deren Durchfithrung an
Beispielen gezeigt.
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