
ANWENDUNG VON WINKELFUNKTIONSTAFELN 
BEIFEHLERFORTPFLANZUNGSBERECHNUNGEN 

Von 

E. HONYI 

Lehrstuhl für Höhere Geodäsie, Technische Universität Budapest 

(Eingegangen am 31. lIfai 1971) 

Vorgelegt von Prof. Dr. 1. HAZAY 

W-ird ein \'\1 ert aus fehlerbehafteten Größen bestimmt, so wird auch die 
ermittelte Größe fehlerbehaftet sein. Sind die Bestimmungswerte voneinan­
der unabhängig und ist ihr mittlerer Fehler bekannt, w'ird der mittlere Fehler 
der ermittelten Größe anhand des Fehlerfortpflanzungsgesetzes berechnet. 
Diese allgemein bekannte Formel für die Funktion 

U = f(x, y, z, ... ) 

aufgeschrieben, erhält man den mittleren Fehler des Wertes U aus dei" Bezie­
hung: 

IJ -1 .. : ( 8f )2 It2 -'- (~)2 11.2 ...L ( 8f )2 u2 ...L •••• ,,"U - , I X I ry I j Z I 

! 8x I 8y 8z 

Um die Formel anzuwenden, müssen die partiellen Derivierten nach den Ver­
änderlichen x, y, Z, ••• der Funktion dargestellt werden. Das bietet im Prinzip 
keine Sch·wierigkeiten, doch erfordert die zahlenmäßige Bestimmung der par·· 
tiellen Derivierten oft eine langwierige Rechenarbeit. In einzelnen Fällen 
können Tafeln (Logarithmen-, Quadratnetztafeln) mit guter Wirtschaftlich­
keit verwendet ,,,-erden [I, 2, 3]. 

Neben den in der Praxis der Fehlerfortpflanzungsberechnung allge­
mein benutzten Logarithmen- bz'."'-, Quadratnetztafeln läßt sich auch die Win­
keifunktionstafel mit guter Wirtschaftlichkeit für die Lösung von Aufgaben, 
in denen Winkelfunktionen vorkommen, verwenden. 

Die für die Bestimmung des gesuchten Wertes erforderlichen Längen 
und Winkel so·wie deren mittlere Fehler sind hekannt. In der Funktion, die 
den gesuchten Wert ausdrückt, steht in der Regel eine trigonometrische Form 
der Winkel. Um die Winkclfunktionstafcl anzuwenden, wird die Darstellung 
der Derivierten in der Formel der Fehlerfortpflanzung derart geändert, daß 
nach den Längen und Winkelfunktionen (nicht den Winkeln) als nach Verän-
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derlichen partielle Derivierte berechnet werden. Das Quadrat letzterer wird 
dann mit den Quadraten der zu der Länge bzw. zur Winkelfunktion gehören­
den mittleren Fehler multipliziert. Um derart zu verfahren, ist jedoch der zur 
Winkelfunktion gehörende mittlere Fehler notwendig. Dieser läßt sich aus 
der Winkelfunktionstafel in ähnlicher Weise ableiten, wie der zu 19 x gehörende 
mittlere Fehler ,UIg x aus der Logarithmentafel. So gilt z. B. 

also 

(Lltgo: ist die Tafeldifferenz des Wertes von tg (J. in der Einheit von Po:). 
Soll der mittlere Fehler eines Winkelwertes hestimmt ·werden, der in 

einer trigonometrischen Form ausgedrückt ist, wird unter Anwendung (;e3 
Fehlerfortpflanzungsgesetzes - mit Hilfe der Winkelfunktionstafel - als 
Ergebnis der mittlere Fehler der trigonometrisehen Form des Winkels erhalten. 
Aus diesem erhält man den mittleren Fehler des Winkels, indem man den so 
berechneten mittleren Fehler durch die Tafeldifferenz je Winkelcinhcit der 
trigonometrischen Form des "Winkels teilt (Beispiel 1). 

Wir ·wissen, daß in der für die Bestimmung des gesuchten Wertes an­
geschriehenen Funktion nur unabhängige \V crte vorkommen dürfen. Kommt 
also in der Formel ci ~1 nichtgemesscncr \\-ert vor, muß dieser für die er­
forderliche Unabhän;i~keit - chlri;h Meßwerte ausgedrückt werden. Die par­
tiellen Differenzieru',gen kÖJ.lllf;n nun anhautl der unahhängigen Werte durch­
geführt werden. Um diese Forderu:lg zu erfüllen, sind manchmal verwickelte 
Berechnungen erforderlich. Wenn es der Ausdruck der Funktion ermöglicht 
(z. B. eine Produktfunktion), L'sf:en sich auch in einem solchen Falle sowohl 
die Logarithmen- als auch die \'iinkelfunktionstafel verwenden, durch deren 
Benutzung sich dcr e.rfurderliehe Rechellau[w.:1nd ·wesentlich vermindern läßt. 

Bei der Anl';endung der '.Vinkelfunktiollstdel verfährt man "~oie folgt: 
die Funktion wir cl nach den trigoIlolI~etrisc:hell I'unnen der gemessenen und 
der nichtgemessenen WertiJ in der Fonnd ix·,l,tidl differenziert, und aus de! 
Tafel ·werden die crlt31H'ecLcIHlcl: (zn der Dimcnsionseinheit der angegehenen 

. 1 F hl h ., ') 'T" l' 1 . I'f' '. l' 1 TIT· , nHtt eren e er gc 'oreuüen ~a1)CllellQLI.l.c:;:enZP!l sunltnc,1Cr "eHe neraus-
gesehrieben, nach de!len differenziert ·wi.!nle, Um den mi.ttleren Fehler der 
trigonometrische::! Form cer \Vin.kel zu el'halten, wird diese Tahel1endifferenz 
- beim Meßwert mit dem dazu gehörenl(~n mittlercn Fehler multipliziert. 
Die zum nichtgc~llc"se:1cn \Ve:rt geL.i:ire!lue Tahellcnclifferc!lz v;ird mit den 
mittleren Fehlern aUer Werle, die henutzt v;urdcn, um dei! nichtgernessenen 
Wert auszudrückea, eil1zelweise multipliziert, Damit stehen dic mit~leren Feh­
ler zur Verfiigung, die zu den trigonometrischen P,)rmen der einzelnen Winkel 
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gehören. Diese mittleren Fehler werden nun für die weitere Berechnung mit 
dcr dazu gehörenden partiellen Derivierten multipliziert, quadriert und sum­
miert. Kommt in der Funktion ein Winkelwert auch selbständig vor, der auch 
im Ausdruck des nichtgemessenen Wertes steht - ein häufiger Fall -, so 
müssen die zu diesen Größen aus dem nichtgemessenen Wert errechnctcn Pro­
dukte aus mittleren Fehlern und partiellen Derivierten zu dem in ähnlicher 
Weise ermittelten Produkt, das zur selbständig vorkommenden Größe gehört, 
hinzugerechnet werden. Diese Produktsumme wird quadriert und mit den 
weiteren Produktquadraten in der Formel summiert. Eine Anleitung ist in 
Beispiel 2 zu finden. 

Dessen ungeachtet, ob die Fehlerfortpfl:mzungsaufg:~he mit Hilfe der 
Logarithmen- oder der Winkelfunktionstafel gelöst wird, ist der zum Loga­
rithmenwert oder zum trigonometrischen Funktions'i\·er1 gehörende mittlere 
Fehler immer eine dimension;:;lose Zahl. D;:s ist lcicht einzusehen Da die Ta­
bellendifferenz für die Dimensionseinheit des angegebenen mittleren Fehlers 
ausgeschrieben wird, ·wird die Dimcnsion der Tahellendifi"erenz der Reziprok­
wert der Dimension sein, auf die sich die T:~hel1endiffercnz bezieht. Bei den 
weiteren Berechnungen ,vird diese mit dem dimensionalen Wert des mittleren 
Fehlers multipliziert, damit heben sich die Dimemionen einmal im Zähler, 
einmal im Nenner gegenseitig auf. Somit wird auch der ermittelte mittlere 
Fehler eines Logarithmenwertes oder einer trigonometrischen Funktion di­
nH'll::-ionslos sein. Die Dimension des mittleren Fehlers zum gesuchten \Vert 
er~"1ilt man, wern man dieses dimensionslose Ergehnis durch die zur Einheit 
dps gesuchten Werte::- gehörende Tahellendifferenz, die immer eine dimen­
sion:lle GröB.' ist, teilt. 

Die Benutzung von Tafeln ermöglicht auch, daß man nicht dafür sor­
gen muß, dr.ß in dcr FehlerfortpfknzUllgsformcl die Dimensioncn sämtlicher 
Größen untcr dcm Wurzelzeichen Quadrate der Dimension des gesuchten 
mittleren Fehlers scien. Hier dcnkcn wir daran, daß - 'wenn nicht mit Tafel­
differenzcn gearheitet wird bcim gemcinsamen Vorkommen von Winkeln 
und Längcn der Dimcnsion des gesuchtcn mittleren Fehlers entsprechend 
entweder die mittleren Fel,ler der \\linkel in analytischer Einheit ausgedrüekt 
oder ciie mitt!;?l'cl1 Fehlt'r dcr Längea mit r/ multipliziert werden müssen. 
~ach c:(~n An'ofü[;rangcn im yorigen Ahschnitt fällt diese Transformation weg, 
wodurch nicht nur die Fehlermöglichkeiten in der Berechnung vermindert 
werdcn, sondcrn auch Arheit gespart wird. 

Beisriel 1. A!1 einem r~cht,,·inkligen Dreieck wnnlpn die Längen der Katheten a und b 
gemessen ucHl der mittlere Fehler der :'Icßer!l"cbnissc ist bekannt. Es sollen der ""ert des der 
Seite a gt:gellüber liegendea \\linke!s und dc;"5cn !nittIcrcr Fehler crlnittelt ,·,erden. 

a = 85.3,1 m =0.0~1 m 

b = 63.73 m -0.018 m 
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a 85.34 _ 
t rr CI: = - = --' - = 1.297 3;:,48 

e b 65,78 ' 

CI.. = are tg CI.. 52° 22' 30" 

+ = 0,015202 

a =_ 0,019723 

/la 3,19242.10- 1 

8 tcr CI.. 
~b [lb = - 3,55014..10- 1 

o 

(B~: CI: [lar = 10,191545.10-8 

(
BteTCf. )2 

Beb' !I b = 12,603 494· 10-8 

1: = 22,795 039· 10-s 

Ptga = V 22,795 039 . 10 s = ::'::4,775 . 10- 4 

Die Tafeldifferenz je l" von tg Cf. beträgt _l tga = 0,000 01301 

4',775.10- 1 , ~N 
0,1301.10-=' =:= 36.1. 

Beispiel 2. Es wurden die Seitc a eines Dreiecks und die an dieser liegenden Winkel ß 
und? gemessen. Die mittleren Fehler der Meßwerte sind bekannt. j\Iit Hilfe des Sinussatzes 
sollen die zur Seite a des Dreiecks gehörende Höhe und dercn mittlerer Fehler berechnet 
werden. 

(l 248.58 m 

ß = 38 c56' 42" 20" 

Py = -10" 

Die gesncht,e Höhe wird mit 111 bezeichnet. 

In a 

(180 
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sin ß = 0,628 574-1 

sin;' 0,84.1 5187 

sin x' = 0,994 0642 

m = 132,273 m 

Um firn zu bestimmen, werden die partiellen Derivierten nach a. sin ß. sin ;' und sin ':1.' gebiidet 

cm 
ca 

= 210.-13 

157,18 

Die Tafeldifferenz je I" des \\'inkelsfunktionswertes sei durch _I bezeichnet. 

Pa = 0,11 m 

/7sirß = JSil'ß flß = 0,0377 . 10-" . 20 = 0,7540 . 10-" 

,Usiny _lsinyPy = 0,0262 . 10- 1 . 10 0,2620 . 10- 1 

.usin(ß) = -lsinc,,uß = 0.0055 . 10- 1 ·20 = 0,1100 . 10- 1 1 der sich aus ':1.' ergebende 

Jlsin(y) = _lsin ",,lI'1 = 0,0055 . 10- J • 10 = 0,0550 . 10-·J j Teil -

Der zu den Winkeln ß und ;! gehörende \\7ert setzt sich nun aus zwei Teilen zusammen. aus 
Psinß und f!sin(ß) bzw. Psiny und .usin(y)· 

Pm = ~ 

(
Cl m )2 
-~-Jla 
ca 

, a 111 )2 
Psinß --;- 6 sinx' Psil1iß) 

= 342587,7961.10-8 

30033,1742.10- 8 

( ___ 0_.7_71_ fIsin" ___ -;::-_C._71_' -, PSinHr 2352,1976. 10-s 
o SI n i' lOS In CI. • -c--~-----:-c--c-c,----cc-c--,---
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Zusammeufassuug 

Die Anwendnngsmöglichkeit von Winkelfnnktionstafeln für Fehlerfortpflanznngsbe­
rechnnngen wird behandelt. An zwei Beispielen wird die Berechnnng der mittleren Fehler 
von trigonometrischen Winkelfunktionen und von nichtgemessene Werte enthaltenden Fnnk­
tionen gezeigt. nnd auch die Dimensionsprobleme bei der Berechnung des mittleren Fehlers 
werden erörtert. 
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