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Wird ein Wert aus fehlerbehafteten Grof3en bestimmt, so wird auch die
ermittelte Gréfe fehlerbehaftet sein. Sind die Bestimmungswerte voneinan-
der unabhéngig und ist ihr mittlerer Fehler bekannt, wird der mittlere Fehler
der ermittelten GroBe anhand des Fehlerfortpflanzungsgesetzes berechnet.
Diese allgemein bekannte Formel fiir die Funktion

U= flx.y,2,...)

aufgeschrieben, erhilt man den mittleren Fehler des Wertes U aus der Bezie-
hung:
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Um die Formel anzuwenden, miissen die partiellen Derivierten nach den Ver-
dnderlichen x, v, z, . . . der Funktion dargestellt werden. Das bietet im Prinzip
keine Schwierigkeiten, doch erfordert die zahlenm#Bige Bestimmung der par-
tiellen Derivierten oft eine langwierige Rechenarbeit. In einzelnen Fillen
kdnnen Tafeln (Logarithmen-, Quadratnetztafeln) mit guter Wirtschaftlich-
keit verwendet werden [1, 2, 3].

Neben den in der Praxis der Fehlerfortpflanzungsberechnung allge-
mein benutzten Logarithmen- bzw. Quadratnetztafeln 148t sich auch die Win-
kelfunktionstafel mit guter Wirtschaftlichkeit fiir die Losung von Aufgaben,
in denen Winkelfunktionen vorkommen, verwenden.

Die fiir die Bestimmung des gesuchten Wertes erforderlichen Lingen
und Winkel sowie deren mittlere Fehler sind bekannt. In der Funktion, die
den gesuchten Wert ausdriickt, steht in der Regel eine trigonometrische Form

der Winkel. Um die Winkelfunktionstafel anzuwenden, wird die Darstellung
der Derivierten in der Formel der Fehlerfortpflanzung derart gedindert, dafBl
nach den Lingen und Winkelfunktionen (nicht den Winkeln) als nach Verdn-
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derlichen partielle Derivierte berechnet werden. Das Quadrat letzterer wird
dann mit den Quadraten der zu der Lidnge bzw. zur Winkelfunktion gehoren-
den mittleren Fehler multipliziert. Um derart zu verfahren, ist jedoch der zur
Winkelfunktion gehérende mittlere Fehler notwendig. Dieser 148t sich aus
der Winkelfunktionstafel in dhnlicher Weise ableiten, wie der zu lg x gehérende
mittlere Fehler u)g . aus der Logarithmentafel. So gilt z. B.

also

(dig, ist die Tafeldifferenz des Wertes von tg « in der Einheit von y,).

Soll der mittlere Fehler eines Winkelwertes bestimmt werden, der in
einer trigonometrischen Form ausgedriickt ist, wird unter Anwendung des
Fehlerfortpflanzungsgesetzes — mit Hilfe der Winkelfunktionstafel — als
Ergebnis der mittlere Fehler der trigonometrischen Form des Winkels erhalten.
Aus diesem erhiilt man den mittleren Fehler des Winkels, indem man den so
berechneten mittleren Fehler durch die Tafeldifferenz je Winkeleinheit der
trigonometrischen Form des Winkels teilt (Beispiel 1).

Wir wissen, daB in der fiir die Bestimmung des gesuchten Wertes an-
geschriebenen Funktion nur unabhingige Werte vorkommen diirfen. Kommt
also in der Formel eia nichtgemessener Wert vor, mul} dieser — fiir die er-
forderliche Unabhénigkeit — durch Mefwerte ausgedriickt werden. Die par-
tiellen Differenzierungen kdnnen nun anhand der unabhiingigen Werte durch-

7

gefiithrt werden. Um diese Forderung zu erfiillen, sind manchmal verwickelte
Berechnungen erforderlich. Wenn es der Ausdruck der Funktion erméglicht
(z. B. eine Produkifuniction), lussen sich auch in einem solchen Falle sowohl
die Logarithmen- als auch die Winkelfunktionstafel verwenden, durch deren
Benutzung sich der erfnrdf’rl‘"'v(' Rechensutwand wesentlich vermindern 148t.

Bei der Anwendung der Winkelfunktionstafel verfahirt man wie folgt:
die Funktion wird nach den irigonometrischen Formen der gemessenen und
der nichtgemessenen Werte in der Formel partiell differenziert, und aus der
Tafel werden die entspreche u der Dimensionseinheit der angegebenen
mittleren Fehler gehirenden ) dbdieudi"ic: nzen sdmtlicher Werte heraus-
geschrieben, nach denen differenziert wurde. Um den mittleren Fehler der
trigonometrischen Form der Winkel zu erhalten, wird diese Tabellendifferenz
~— beim MeBwert — mit dem dazu gehdrenden mittleren Fehler multipliziert.
Die zum nichtgemessenen Wert gehdrende Tabellendifferenz wird mit den
mittleren Fehlern aller Werie, die benutzt wurden, um dea niclitgemessenen
mitticren Feh-
ler zur Verfiigung, dic zu den trigonometrischen Formen der einzelnen Winkel

Wert auszudriicken, einzelweise multipliziert. Damlt stehen dlc
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gehoren. Diese mittleren Fehler werden nun fiir die weitere Berechnung mit
der dazu gehdrenden partiellen Derivierten multipliziert, quadriert und sum-
miert. Kommt in der Funktion ein Winkelwert auch selbstindig vor, der auch
im Ausdruck des nichtgemessenen Wertes steht — ein hiufiger Fall —, so
miissen die zu diesen GroBen aus dem nichtgemessenen Wert errechneten Pro-
dukte aus mittleren Fehlern und partiellen Derivierten zu dem in dhnlicher
Weise ermittelten Produkt, das zur selbstidndig vorkommenden Gréfe gehért,
hinzugerechnet werden. Diese Produktsumme wird quadriert und mit den
weiteren Produktquadraten in der Formel summiert. Eine Anleitung ist in
Beispiel 2 zu finden.

Dessen ungeachtet, ob die Fehlerfortpflanzungsaufgabe mit Hilfe der
Logarithmen- oder der Winkelfunktionstafel gelost wird, ist der zum Loga-
rithmenwert oder zum trigonometrischen Funktionswert gehérende mittlere
Fehler immer eine dimensionslose Zahl. Das ist leicht einzuschen Da die Ta-
bellendifferenz fiir die Dimensionseinheit des angegebenen mittleren Feklers
ausgeschrieben wird, wird die Dimension der Tabellendifferenz der Reziprok-
wert der Dimension sein, auf die sich die Tabellendiffercnz bezicht. Bei den
weiteren Berechnungen wird diese mit dem dimensionalen Wert des mittleren
Fehlers multipliziert, damit heben sich die Dimensionen einmal im Zahler,
einmal im Nenner gegenseitig auf. Somit wird auch der ermittelte mittlere
TFehler eines Logarithmenwertes oder einer trigonometrischen Funktion di-
mensionslos sein. Die Dimension des mittleren Fehlers zum gesuchten Wert
erhilt man, wern man dieses dimensionslose Ergebnis durch die zur Einheit
des gesuchten Wertes gehérende Tabellendifferenz, die immer eine dimen-
sionale Gréfle ist, teilt.

Die Benutzung von Tafeln crméiglicht auch, daB man nicht dafiir sor-
gen mull, daf in der Feklerfortpflanzungsformel die Dimensionen simtlicher
Gréflen unter dem Wurzelzeichen Quadrate der Dimension des gesuchten

mitileren Feklers scien. Hier denken wir daran, dafl — wenn nicht mit Tafel-
differenzen gearbeitet wird — heim gemeinsamen Vorkommen von Winkeln

und Lingen der Dimension des gesuchten mittleren Fehlers entsprechend
g g P

entweder die mittleren Feller der Winkel in analytischer Einheit ausgedriickt
oder die mittleren Fehler der LAngen mit o” multipliziert werden miissen.

Nach den Aunsilibrungen im vorigen Abschnitt fllt diese Transformation weg,
wodurch nicht nur die Fehlermbglichkeiten in der Berechnung vermindert

werden, sondern auch Arbeit gespart wird.

Beispiel 1 An einem rechtwinkligen Dreieck wunrden die Lingen der Katheten a und b
gemessen und der mittlere Fehler der ‘IeBerwe.ml: e 1: t bekannt. Es sollen der Wert des der
Seite a gegeniiber liegenden Winkels und dessen mittlerer Fehler ermittelt werden.

a = 83.34 m Hy = —0,021m

b= 065,78 m 1y = +0.018 m
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Hige = | 22,795 039 - 1075 = 4,775 - 1074

Die Tafeldifferenz je 1”7 von tg« betréigt <, = 0.000 01301

Higs 4,775-10—1 o .
5 - 36.7".

Hy = = T 0 =

igx

Beispiel 2. Es wurden die Seite a eines Dreiecks und die an dieser liegenden Winkel
und y gemessen. Die mittleren Fehler der Melwerte sind bekannt. Mit Hilfe des Sinussatzes
sollen die zur Seite a des Dreiecks gehSrende Hohe und deren mittlerer Fehler berechnet
werden.

a == 248.58 m Hg = —=011m
B = 38 °56” 427 pg = 720"
v o= 57° 18708 i, = =107

Mo,
Die gesuchte Hohe wird mit m bezeichnet.

sin fF sin p

¢ Sin (180 — F — 7)

m ==

o’ == (180 — F ~— ) == 83° 45" 15"
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sin f = 0,628 5741
sin p == 0,841 5187
sin o’ = 0.994 0642

m = 132,273 m

(@3}

|

Um jt;; za bestimmen, werden die partiellen Derivierten nach a, sin §, sin  und sin «” gebildet

3m sin § siny _
. = -”é‘“r—— = 0.3321
Sa sin o
Bm asiny .
e = e = 210,43
Zsin i sin &
&m asin fj
S} ]
- = e = 157,18
Gsiny sin @
dm asinfisiny
_om _asinpsiny_ g4
Ssino sin® «

Die Tafeldifferenz je 17 des Winkelsfunktionswertes sei durch .1 bezeichnet.

Ha
Hsing

Hsiny

Hsin(g) =

=0.11m

-i‘sirﬁ,“ﬁ = (,0377 - 10~% - 20 = 0,7540 - 10~

= Agpy 1, = 0,0262 - 107¢ - 10 = 0,2620 - 10~

Hiinerlg = 0.0035 - 107% - 20 = 0,1100 - 1

Hsinty) = Kinatty = 0,0055 - 1074 - 10 = 0,0550 - 10-# | Teil

-1 .
0 1 der sich aus «” ergebende

Der zu den Winkeln § und y gehérende Wert setzt sich nun aus zwei Teilen zusammen. aus
Hsing und Usingy DZW. fginy und Hsingy)-
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Zusammenfassung

Die Anwendungsmiglichkeit von Winkelfunktionstafeln fiir Fehlerfortpflanzungsbe-
rechnungen wird behandelt. An zwei Beispielen wird die Berechnung der mittleren Fehler
von trigonometrischen Winkelfunktionen und von nichtgemessene Werte enthaltenden Funk-
tionen gezeigt, und auch die Dimensionsprobleme bei der Berechnung des mittleren Fehlers
werden erdrtert.

Sehrifttum

. Hazay, L: Ausgleichungsrechnungen.* Tankdnyvkiadé Budapest, 1966.

. Wour. H.: Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Ferd. Diimm-
lers Verlag. Bonn. 1968.

. Rerssaany, G.: Die Ausgleichungsrechnung. Berlin 1968. VEB Verlag fiir Bauwesen.

Lo =

©o

* In ungarischer Sprache.
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