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1. Einleitung

Die Aﬁwenduug von Kastentrigerkonstruktionen ist wegen ihrer vorteil-
hatten technischen und ékonomischen Eigenschaften in der Ingenieurpraxis
sehr verbreitet und fithrte besonders im Briickenbau zu einer bedeutenden
Entwicklung. Infolge der grofen Torsionssteifigkeit der Hohlraumtrager mit
geschlossenem Querschnitt ist die Querverteilung auBermittiger Lasten beson-
ders giinstig, wodurch sich wirtschaftliche Abmessungen ergeben. Der Ent-
wurf bzw. die Berechnung wirtschaftlicher Konstruktionen erfordern die
Entwicklung der Theorien iiber das Kraftespiel in Kastentrdgern sowie eine
Erhshung der Genauigkeit der Berechnungsverfahren,

In der vorliegenden Arbeit soll zur Bestimmung des Kriftespieles von
Kastentrdgern mit verzerrbarem Querschnitt ein Ndherungsverfahren darge-
legt werden, das mit verhéltnismafig geringer Rechenarbeit ein das tatsdchli-
che Kriftespiel gut anniherndes Ergebuis liefert.

2. Berechnungsannahmen

Bei der Ermittlung des Kriftespieles werden die iiblichen Annahmen
der Elastizitdtslebre und die Beziehungen der elementaren Festigkeitslehre
angewandt. Weiterhin werden hinsichtlich der Geometrie des Kastentrigers
und seiner Auflageverhiltnisse folgende Annahmen gemacht:

a) Es handelt sich um einen Kastentriger mit gerader Achse und unver-
dnderlichem Querschnitt, wobei der Querschnitt eine senkrechte Symmetrie-
achse hat.

b) Querschnittshreite und -héhe sind im Verhélinis zur Trigerstiitzweite
gering, der Trdger kann also hinsichtlich des Kriftespieles als Stabkon-
struktion angesehen werden.



¢) Der Kastentriger ruht frei auf senkrecht zu seiner Achse angeord-
neten linienartigen Stiitzen, die Biegeverdrehungen in den Stiitzpunkten er-
folgen also unbehindert, eine Verdrillung der Stiitzpunktquerschnitte wird
jedoch verhindert, so kénnen die Querschnitte iiber den Stiitzen als gegen
Torsionsheanspruchung eingespannt gelten. '

d) Der Kastentriger ist lediglich durch Querwiinde (Diaphragmen) iiber
den Stiitzen ausgesteift, die Trigerquerschnitte sind also mit der Ausnahme
der Querschnitte iiber den Stiitzen Drehverformungen unterworfen, d. h. sie
verzerren sich.

3. Berechnungsgrundlagen

Das tatsdchliche Kriiftespiel der Kastentrdger wird gut angenihert,
wenn man als statisches Modell einen Trigerrost wihlt, dessen zur Briicken-
achse parallele Tréiger auBer der Biegesteifigkeit eine bedeutende Torsions-
steifigkeit besitzen. Ein solches Modell wurde auch von CorNELIUS [2] bei der
Berechnung von Kastentrigern mit formbestandigem Querschnitt angewandt.
Da sich die Formbestindigkeit der Querschuitte lediglich unter Anwendung
einer entsprechenden Zahl von Versteifungsquerwinden gewihrleisten l48t,
konnen die Quertrdger des statischen Modells wegen der hohen Biegesteifigkeit
der Querwiinde als unendlich hiegesteif betrachtet werden. In dieser Annahme
leitete CORNELIUS seine Beziehungen zur Berechnung der Querverteilungs-
EinfluBllinien ab.

Das Tragerrostmodell fir Kastentriger mit verzerrbarem Querschnitt
kann man sich als eine Konstruktion aus nebenecinander angeordneten I-
Trigern vorstellen, wobei die Verbundwirkung durch die aus der Verbindung
der Gurtplatten entstandene untere bzw. obere Platte gewihrleistet wird.
Bei diesem Modell wird also die Quertrigerschar durch eine kontinuierliche,
clastische Plattenverbindung ersetzt. Bei den im weiteren zu erérternden Be-
rechnungen wurde dieses statische Modell verwendet, fiir welches in Ver-
bindung mit der Berechnung von quertrdgerlosen Rippenbriicken von Trost
[8] eine Lésung gegeben wurde. Zur Ermittlung. des Kriftespiels von Kasten-
tragern mit verzerrbarem Querschnitt wurde dieses Modell zuerst von ungari-
schen Autoren [3—06] herangezogen.

Da das Kriftespiel in Kastentrdgern mit Hilfe eines Trigerrostmodells
ermittelt werden soll, sind zuerst die EinfluBlinien der Querverteilung festzu-
stellen., Wie in der Regel bei allen Verfahren zur Berechnung von Trigerrosten,
konnen auch im vorliegenden Falle die in der C)ffnungsmitte, d. h. im Mittel-
querschnitt ermittelten Querverteilungs-Einfluflinien als der Gesamtéffnungs-
linge entlang giiltig betrachtet werden.

Der Einfachheit halber werden die Ableitungen mit Kastentrigern auf
zwel Stiitzen vorgenommen, sodann wird das Verfahren auf die Losung von
durchlaufenden Kastentrdgern verallgemeinert.
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Bei der Berechnung der Querverteilungs-EinfluBBlinien im Mittelquer-
schnitt wird die im Mittelquerschnitt wandernde. Einzelkraft P zur Verein-
fachung der Berechnung auf zwei aus Lasten P[2 bestehende symmetrische
und antimetrische Lastteile zerlegt (Abb. 1), sodann werden die zu den beiden
Lastfidllen gehorigen Wirkungen summiert.
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Abb. 1

Die Aufgabe wird nach der Kraftgroflenmethode gelést. Als unbekannte
GroBlen werden die in den einzelnen Zellen auftretenden, eine Querschnittsver-
formung herbeifithrenden. senkrechten Querkrifte betrachtet. Die innerhalb
einer Zelle entstehende Querkraft setzt sich aus zwei Teilen, aus den Quer-
kraften in der Unter- und in der Oberplatte zusammen, mit den Kurzbe-
zeichnungen in \bb. 2 gilt also in der j-ten Zelle:

QJ(:) = qu(z) -+ !ng(z) . (1)

Bei den Berechnungen werden sowohl die duflere Last P als auch dic
unbekannten Querkrifte g,(z) in eine Fourier-Reihe entwickelt.
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Die in Fourier-Reihe entwickelte Form der Einzellast P ist:

= naTzs

P(:) = pni 2‘ C(”) Sill -7—— (2)
n==1
mit
2P
Pw = — l
I n-1 (3)
Cony=(—1) ~ [

Die in Fourier-Reihe entwickelte Form der unbekannten Querkraft

qj(z)’ ist

g(z) = 3 g uln) sin (4)

=1 '

Der Einfachheit halber werden bei der Berechnung der Querverteilungs-
Einflullinien lediglich die ersten Glieder (n = 1) der Fourier-Reihen beriick-
sichtigt, daher gelten

plz) = py, sin TT; (5)

was einer sinus-halbwellenférmigen Linienlast der. Hochstintensitdt p,, ent-
spricht, ferner

(6)

was ebenfalls eine sinus-halbwellenférmige Querkraftverteilung mit der maxi-
malen Ordinate ¢;,, bedeutet. Die beiden Funktionen sind also gleichformig,
unterscheiden sich voneinander lediglich durch die Konstanten: d.h. die
beiden Funktionen sind affin, weil das Verhiltnis der an einem beliebigen Ort
z gewihlten Ordinaten konstant ist:

45 G (7)

Daher 146t sich die Querkraft aufgrund von (7) in Abhéngigkeit der
Last ausdriicken:

4(5) = X, p(). (8)

Die Berechnung der Ordinaten der Querverteilungs-EinfluBllinien wird
eigentlich durch die Bestimmung der Verhiltniszahlen X; erméglicht. Diese
Verhaltniszahlen lassen sich aus dem Bedingungsgleichungssystem der Form-
dnderung der Kraftgroflenmethode ermitteln.,
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Beim Aufschreiben der Verformungsbedingungsgleichungen der Kraft-
groflenmethode werden durch folgende Wirkungen hervorgerufene Form-
dnderungen beriicksichtigt: |

Langsbiegung,

Torsion,

Querbiegung (Rahmeneffekt).

In Kenntnis der duBleren Last sowie der Zellenquerkrifte konnen auf-
grund des Gleichgewichts der Vertikalkrifte die Lasten je Rippe, d. h. die
Ordinaten der Querverteilungs-EinfluBlinien errechnet werden.

4. Der einzellige Kastentriger

Es soll die Querverteilungs-EinfluBlinie in der Rippe (1) der Kasten-
triagerbriicke auf zwei Stiitzen, mit dem in Abb. 3 angegebenen Querschnitt
ermittelt werden. Die Ordinaten der EinfluBlinie, die sog. Querverteilungs-
zahlen erhilt man, indem man die die Einzellast P ersetzende Linienlast p(s)
nacheinander auf die auf der Fahrbahnplatte bezeichneten Querschnitte
1=20,1,2, 3, 2, 17, 0’ stellt. wobei die auf die Rippe@ aus diesen Last-
stellungen entfallende Last berechnet wird. Die Auflenlast p(z) wird in jeder
Laststellung auf einen symmetrischen und einen autimetrischen Lastteil zer-
legt, fiir die das Kriftespiel der Konstruktion getrennt untersucht wird.
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Abb. 3

Die Berechnungen werden an dem sog. Hauptsystem unternommen.
Das Hauptsystem wird so hergestellt, dall man den Kastentriger in seiner
ganzen Linge die senkrechte Symmetrieebene entlang durchschneidet. Dieses
Durchschneiden kann jedoch nicht als vollstdndig betrachtet werden, da
lediglich die Querkraftiibertragung aufgehoben wird, in den durchschnittenen
Plattenquerschnitten konnen also nur Verschiebungen in Richtung der Quer-
kraft, also senkrechte relative Verschiebungen vorkommen. Die an der Schnitt-
stelle entstehende Zellenquerkraft g, /(z) wird als unbekannte GroBe betrachtet.
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Bei der Berechnung benutzte Kurzbezeichnungen:

[ Stiitzweite des Kastentrigers auf zwei Stiitzen,

b theoretische Breite des Kastenquerschnitts.

a Linge der Kragplatte,

h theoretische Héhe des Kastenquerschnitts,

d, : Dicke der oberen Platte (Fahrbahnplatte),

d, : Dicke der unteren Platte,

d, : Rippenbreite,

Js = 2J : auf die horizontale Schwerpunktachse des Gesamtquerschnitts
bezogenes Biegetrigheitsmoment,

Jr + Torsionstrigheitsmoment des Gesamtquerschnitts,

J = Jp/2 : Biegetrdgheitsmoment je Rippe,
Jy = dij12 : spezifisches Biegetrdgheitsmoment der oberen Platte (fiir
Querbiegung),

3 e . .y .
w = d,;/12 : spezifisches Biegetrdgheitsmoment der unteren Platte (fiir
Querbiegung),

J! = d}/12 : spezifisches Biegetrdgheitsmoment der Rippe (der senk-
rechten Platte) fiir Querbiegung,

Jo= U] l
Ju= IJ;{ : Biegetrdgheitsmomente der Querschnitte der Breite [.
Jr= U] J

4.1. Der Fall einer symmetrischen Last (1)

Aus dem Lastteil, bestehend aus den symmetrisch angeordneten Linien-
lasten 1/2 p(z) der zerlegien Auflenlast p(z) ergibt sich in den durchschnittenen
Plattenquerschnitten in keiner Laststellung eine relative Verschiebung, die
Zellenquerkrifte werden also gleich Null sein, d. h.:

I (s} o
q1.:{z) = 0. (9)
In diesem Falle entfillt also in jeder Laststellung auf je eine Rippe eine Last
der Grofle 1/2 p(z).
4.2, Der Fuall der antimeirischen Last (I11)
Durch den Lastteil, bestehend aus antimetrisch angeordneten Linien-
lasten 1/2 p(z) werden in den durchschnittenen Querschnitten schon relative

Verschiebungen verursacht, was zum Auftreten der Zellen-Querkrifte g;'(z)
fithrt. Im Falle einer Linienlast p(z) iiber einem Querschnitt 7 146t sich fiir die
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Schnittstelle folgende Bedingungsgleichung der Forminderung aufschreiben

w}zl(z) = wh;(z) (10)

I
d1,:62)

bid
Wq’(z)

T

I
?Qm(“
/ t = _.Wq'n(:]
I
q“(l)
/ B he
l — Wi
C) !j
Abb. 4

Wo
i1 . N i 11
w, (z) : die durch eine unbekannte Zellen-Querkraft q; (z) = X1, - p(z)
verursachte relative Verschiebung,
1 . . - . . e
’wpyz-(z): die relative Verschiebung zufolge der zur Laststellung i gehdrigen,

antimetrisch angeordneten Linienlasten 1/2 p(z)

bedeuten.
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Bei der Berechnung der obigen relativen Verschiebungen wird die Form-
anderung des Hauptsystems — wie bereits in Abschnitt 3 erwdhnt — in der
Regel aus drei Forminderungsteilen zusammengesetzt. u. zw. aus Lings-
biegung (w’), Torsion (") und Querbiegung, d. h. aus dem Rahmeneffekt (10").

Die relative Verschiehung durch die Querkraft qil(:) ergibt sich aus der
Langshiegung (Abb. 4a) zu

wil’(z) = iﬂ‘q 5) dst= 2 liXH,.p(z) (11)
g ! ] J L\ E] o P
aus dem verteilten Torsionsmoment my(z) = —b - q{fi z) (Abb. 4b) zu:
b r [
wy!(z) = [J my(z) dz*= X1 12)
(2) s . (%) GJ. -p(2) (12)

und aus der Querbiegung (Abb. 4¢) zu:

. Kb I\b .
wil”(z) = XL p( 13
) () T qiilz) = LB i p(z) (13)
mit
K:C-;———ii—‘]" (3C--1) (14)
b J;
und
Jo g b e
: ) b J; -
C=—"7"" 7T, =
1420 L0
s b ;

Werden die relativen Verschiebungen summiert. erhilt man:

2B @ P Kb* | o _
el (= = [ X . 16
vy (3) = B = CI, = 12EJ0] Lp(=) (16)

Die durch die Linienlast p(z) veranlaBten relativen Verschiebungen sind fiir
die einzelnen Laststellungen getrennt zu errechnen. Um es kurz zu fassen,
wird der Verlauf der Berechnung lediglich fiir die zum Querschnitt i gehorige
Laststellung (i = 1) dargelegt, fiir die weiteren Laststellungen werden die
Lrgebnisse ohne Ableitung angegeben.

Steht die Kraft p(z) tiber dem Querschnitt 1, d. h. {iber der Rippe, so
wird durch den a11timetri<chen Lastteil lediglich eine Lingsbiegung veranlaBt
{Abb. 5), d. h. u) 1 = U EI = 0, und somit:
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whly(z) = whli(z) = ——-—-Jmp(”) dz L—~———-:—p( 5). (17)

Die relativen Verschiebungen in die Bedingungsgleichung (10) einge-
setzt, 140t sich eine Vereinfachung mit der Lastfunktion p(s) vornehmen und
die Bedingungsgleichung in der bei der KraftgroBenmethode iiblichen Form

anschreiben:
11 11
an Xy = @y <18)

1 i) 4

z) i £y

_?-P( 4 f?. ,D‘“)

1 ' ™
1 wpﬁ(z)
Abb, 5

1 . 1 1 . . S
wo ayy die Vorzahl, ajy; das zur Laststellung i gehorige Belastungsglied ist.
Aufgrund von (18) gehért zum Fall i = 1 die Losung:

. 1 ,
Vil {
,Xl,l_" 5 L o EJ (i]lm‘[-l@_ J (i]’ \19)
GJr {1 ) 12 1J;
Werden die Parameter
o J (b b J b
U = P Y = U i A
J, l] J. h J, h
[ (20)
. EJs (_‘L] yJo o
GJr | 1 R PR 4 ]

eingefiihrt, kann die unbekannte Verhiltniszahl in einfacherer Form geschrie-
ben werden:

Xji= — 1 P (21)
2 [1+.;—z,-+ " Kﬁ)
4 24
WO
P St e Bl (22)
p[6 -+ p(1 4+ )]
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Die in den Zellen entstehende Querkraft 1468t sich aufgrund von Beziehung
(8) berechnen:

4.3. Die Querverteilungszahlen

Bei der Ermittlung der auf die einzelnen Rippen entfallenden Lasten
werden die durch die die Einzellast P ersetzende Linienlast p(z) verursachten
Wirkungen als Summe der symmetrischen und antimetrischen Lastteile er-
stellt. So kann die auf Rippe (1) entfallende Last fiir den Fall einer Kraft
iiber Rippe (1) aufgrund des Gleichgewichts der Vertikalkréfte angeschrieben

werden:
1 1 . .
11 (x) = ";‘P('~'> + ’T’_P(z) - 911,11(5) =(1— Xi}l)P(z) = 1y - p(2) (24‘,)
mit

=1 X{,Il (25)

der zur Laststellung 1 der Rippe @ gehorigen Querverteilungszahl.
Auf dhnliche Weise erhilt man die aus der Laststellung 1 auf Rippe (1)
entfallende Last:

1 1 . . :
real2) = —ple) — = pl2) + gi(s) = Xihp(e) = () (26)
WO

5. — X1 b
my = Xiy (~‘)

die zur Laststellung 1 der Rippe (1)’ gehorige Querverteilungszahl ist. Aus
Symmetriegriinde gilt:
o w. — X :
i = = Xy (28)

Die noch fehlenden Querverteilungszahlen der EinfluBlinie fiir die Rippe @

(Abb. 6) werden im weiteren ohne Ableitung angegeben:

. N LD ol

Mo =M T 2’*’4“9‘}&'1,1 } (29)
- 9 71

Mo = My’ = 2 A0X3

(30)

1
Ths = = - (31)
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Die in diesen Formeln vorkommenden Konstanten sind:

A=""yz _;f_Bﬁ
4 24 (32)
3+p(2x—1)

T yl6 - p( + )]

wihrend

a
0=— (33)
b
einen weiteren Parameter darstellt.
0 ! at
S A}

e e e s -

T
i

Mg Mg 3’%*
1

=-r e

3
R
R

I
===y

&

Abb. 6

Durch die abgeleiteten Zusammenhidnge werden naturgemif im Grenz-
fall die Querverteilungszahlen fiir Kastentrdger mit formbestindigem Quer-
schnitt (durch Diaphragmen versteift) angegeben. Die Bedingung der Form-
bestéindigkeit besteht darin, daB die Kastenwinde auf Querbiegung unendlich
biegesteif sein miissen, d. h. J, = J, = J, = =c. Daraus folgt, dafi ¥ = 0 ist,
wodurch sich Beziehung (21) in folgender Weise vereinfacht:

i 1
Xh= = (34)

In diesem Falle ist die EinfluBlinie der Querverteilung eine Gerade, es geniigt

also, zwei Ordinaten zu berechnen.
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5. Der Kastentriger mit zwei Zellen

Im weiteren sind die Querverteilungs-EinfluBllinien fir die Rippen@
und @ des zweizelligen Briickentrdgers mit Kastenquerschnitt nach Abb. 7
zu bestimmen. Die Ordinaten der Einflu8linien werden in den Querschnitten
i=0,1,2,1, 0" berechnet. Bei der Berechnung sollen die fiir den einzelligen
Kastentriger angewandten Grundsitze verfolgt werden. Das Haupisystem erhilt
man, indem der Kastentridger in beiden Zellenmitten eine Vertikalebene ent-
lang in seiner ganzen Linge durchschnitten wird, wodurch die thertragung
der Querkrifte aufgehoben wird. So werden als statisch iiberzihlige GréBen
die in den Unter- und Oberplatten der Zellen auftretenden Querkrafte be-
trachtet. Die Vereinfachungsmdoglichkeiten, die sich aus Symmetrie und Anti-
metric ergeben, werden naturgemifl auch in diesem Falle ausgenutat.

— e

©
C)
€]

o]
@]
o
j}

Die bei der Berechnung angewandten Kurzbezeichnungen und Parameter
stimmen in der Regel mit den in Abschnitt 4 angegebenen iiberein, mit Aus-
nahme von:

Js = 2J% + J: das auf die horizontale Schwerpunktachse bezogene
Biegetrdgheitsmoment des Gesamtquerschnitts, wo

J* ¢ der auf die duBere Rippe entfallende Teil des Blecetlachelta
moments,

J ¢ der auf die Mittelrippe entfallende Teil des Biegetragheitsmoments
ist.

Es wird ein neuer Parameter

eingefiihrt.
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5.1. Der Fall einer symmetrischen Last (1)

Bei einer symmetrischen Lastenanordnung sind auch die Querkrifte
symmetrisch verteilt (Abb. 8). Zufolge der Symmetrie ist also lediglich mit
einer Unbekannten zu rechnen, u. zw. mit der Querkraft

f]i,f(:\’ = \L 'P(Z) (36)

s

. -1 .. . . .
wobei die Konstante X ; die eigentliche Unhekannte darstellt. Zur Ermittiung
letzterer dient die Bedingungsgleichung, die nach dem Vorbild der Gleichung

(18) angeschrieben werden kann:

Ay Xip = Ay (37)

mit

-
;;l{l:EJ(:lTJ Cdl

TR E

|
|
T |

-ii()‘[ —_— EJ !

-t

5y
=M

b) +i

Abb. 8

Das bedeutet, daBl bei der Berechnung der Vorzahlen sowie der Belastungs-
glieder aus Griinden der ZweckmiBigkeit eine EJ(sxt/l)*-fache VergréBferung
durchgefiithrt wird. So lassen sich ndmlich die Zusammenhinge unmittelbar
mit Hilfe der Parameter aufschreiben.
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Die vergrofierte Vorzahl lautet unter Beriicksichtigung der Forménde-
rungen in Abb. 8:

-y
A=Ay 4y =2 TRy (39)
T 3
mit

Ry=—-|1+(1+2) Lo 40
N { v e ] (40)

ferner
Ny=1+4x+1+11x-4+2)p 321+ )y (41)

Fiir die vergroferten Belastungsglieder gelten entsprechend den Form-
dnderungen zufolge der Laststellungen in Abb. 9:

1
1 .
Ay = ”1101-— 27
"ll(]n — 100 —_ ""1 (42)
1 o 1 79
410 0—-"1100 I «'1100 5
27
mit
K, =2 [1' PE ) " (43)
K, = - — . :
N L ( 2 | \

Die zu verschiedenen Laststellungen gehérigen Losungen von Gleichung

(37) sind:

) 1
*X_{J: : -4
211 +27 4+ ——R; ¥
; 2t
Nio=— — i ~ (44)
2|1 +27+-—R, 10
3
. - ‘ -1
Xy = | 1—0 (TKﬂTﬁ ]Xl.l'

5.2. Der Fall einer antimetrischen Last (11)

Bei einer antimetrischen Lastenanordnung treten auch die Querkrifte
antimetrisch auf (Abb. 10), daher hat man auch in diesem Falle lediglich eine
Unbekannte, nimlich

qi(z) = X1} - p(z). (45)
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. . . L . - 11
Die Bedingungsgleichung fiir die Bestimmung der Konstante X;; lautet:

Af - Xy = A, - (46)

ro_,r
A10,1 ZAl0

™

— — o2

Lo e SN T
1 1~ 1 P

— el

bvl_‘bfu’!

-1

Die vergroBerte Vorzahl nimmt aufgrund der in Abb. 10 angedeuteten
Forméinderungen die Form an:

1 272 4
Al e gl gl gl 2 0 B0y L T R 47
11 1 T A 11 r’1+21136" (47)
mit
R, = /1" [124-24(14+#) -8 (1 +-5t22) 92+ 12 2¢(1 ++2) p°-1- 32 ] (48)
ferner

Ny = p[6+9(1+#) p4-(1+11 2-4+52) 9 #(14-2) p°] (49)

3 Periodica Polytechnica Civil 13/1-2.
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i3 ? T 1 —————ﬁn,,‘

/

-7

Abb. 10

Die vergrofierten Belastungsglieder lauten unter Beriicksichtigung der
Forminderungen in Abb. 11:

Alhy = Ally =
' ' 27
A{é,‘_,:()
’ | I/ " (50
Affo— Al + Alls + Al = ’
2 1
= —1— 0 T -+ —:Z——K.,ﬁ
2t 1+27 12 -
mit
K, = 1 2.1 (1 H 47) _1__2_(4‘7-‘_‘)72_. 1) 2L s ;/__.]:_‘ 3 (51)
-)_'—_N_Q-‘ﬁ )Y 3 VT Yo s 2)1/)

Die zu verschiedenen Laststellungen gehérigen Losungen der Gleichung

(46) sind:
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‘ 1
Xih = t
2 (1-;—273 s v—}—-—6—R»fﬂ)
L2 h 5
, L2 ) 52
Xip=0 ()
. T . at -
Xi,loz 1—9(2 v 1+27 er—KgTﬁ ]Aill
1
) 2
4 2
2 ?
oY 2 (- I _ AL
———-A10.1"A
a)
i
. _a N
<1 Mg Mg
' — [k

—— i

Nl“\

b —hr
1 ~—\/ O R 11
c) 8/ (
/ /

Fc!b{biu;

i | Pt

Abb. 11

5.3. Die Querverteilungszahlen

Aufgrund des vertikalen Kriftegleichgewichts der Hauptsystemelemente
kénnen die Querverteilungszahlen in der Form geschrieben werden

T, 1
My =1 (‘X:{I - ‘X{,Xl =1-— T(Br‘:“Bz)

- r 1
Hhy =T = -"&{,11 - ‘X{,l =5 (B, — By) (53
. = 3
Me=n=—X3=18 :
Mo =1— (X{,o + X{,Io) =1y +0(B, D, + B, D,)
Mo =M’y = X{,Io - X{,n =1y — 9(B. Dy — B, D)
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7711——1—‘[—_.4X{,2:1“‘27B1 l
oy = N’ =2 X;{,l = Dy (54)
oy = Moy = 2 X g =79y — 208, D, ]
wo folgende Kurzbezeichnungen verwendet werden:
1 4
X{,l = _1_ B, C, = 7 R, v
- 74
Xijp=—71B, (55) C, = R, ©d (57
36
Xi=—R8, Cy=2a" LA
127
1 o
B, = D, = K, ¢ ]
1 -+ 2 T+ Cl ~ £ ‘
! (56) ) ) (58)
B, = Dy =at v+ — K, v
- 14+C,-+C, 1127 2 -

6. Mehrzellige Kastentriger

Bei der Berechnung von drei- und mehrzelligen Kastentrigern wird der
Einfachheit halber vorausgesetzt. dafl die Zellen die gleichen Abmessungen,
ferner daB Unter- und Oberplatte die gleiche Dicke haben, d. h. d, = d, = d).
Die zur Liangsbiegung gehorigen Trigheitsmomente (J) in den Zwischenrippen
sind gleich, mit Ausnahme der Trigheitsmomente (J*) der beiden AufBleren
Rippen, die von den vorigen abweichend sein kdénnen. Aus rechentechnischen
Riicksichten werden die Kastentréiger mit einer geraden bzw. ungeraden
Zellenzahl getrennt behandelt.

6.1. Der Fall einer geraden Zellenzahl

Besteht der Querschnitt aus einer geraden Zahl von Zellen, so fillt die
vertikale Symmetrieachse mit der Achsenlinie der Mittelrippe zusammen
(Abb. 12).

Bei der Berechnung werden, neben den in den vorangehenden Abschnit-
ten genannten, folgende Kurzbezeichnungen verwendet:

N : Zahl der Zellen,
n= N/2: die etathchen Unbekannten, d. h. die Zahl der Querkrifte,

i = 1,2,...n,n 41 : Zeichen der Laststellungen,
j =12,...n: Zeichen der Zellen,
"k =1,2,...n,n 41 : Zeichen der Rippen.
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Auf der rechten Seite der Symmetrieachse werden diese Zeichen in
symmetrischer Anordnung verwendet und mit einem Akzent versehen (i’,j%, k')

dp : Dicke der Unter- bzw. Oberplatte;

Jp = d;/12 : spezifisches Biegetrigheitsmoment der Unter- bzw. Ober-
platte;

Jp =1-J,: Biegetrigheitsmoment eines Plattenquerschnitts der Breite
I und der Hohe d, (Querbiegung);

Jp = 2J* 4+ (2n — 1)J : Biegetrigheitsmoment im Gesamtquerschnitt;

J* : Biegetridgheitsmoment der #ufleren Rippen:

J : Biegetridgheitsmoment der Zswischenrippen.
I
' l
=1 2 4Ce n n+1 o 2! 4
d 1 ' Y
j=1 2 n n' 2 1 |h
I’ 1
- dp :
O © @ @ ® O
a i N-b a 1
i ] I {
Abb. 12
Bei der Berechnung angewandte Parameter:
§— L [L)
7, U1
Bl by
GJr {1 )
R (59)
podeb b dp
s, B h id,)
J*
T=
J

Der Verlauf der Berechnung ist grundsitzlich derselbe, wie in den voran-
gehenden Abschnitten, darum wird auf denselben nicht weiter eingegangen.
Als Unbekannte werden auch weiterhin die Querkrifte in den einzelnen
Zellen betrachtet, fiir die Ermittlung der n Unbekannten ist also ein Bedin-
gungsgleichungssystem bestehend aus n Gleichungen, mit n Unbekannten
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aufzuschreiben, bei dem der Einfachheit halber die Matrizensymbolik ange-
wandt wurde.

6.11. Symmetrische Last (I). Fiir eine symmetrische Lastenanordnung
1Bt sich das folgende Bedingungsgleichungssystem anschreiben:

AlLX! :%—R‘. (60)

Die Matrix der (EJ z¥/l*)-fach vergréBerten Vorzahlen ist:

<

A=AV LAl (61)

. . 2/ . I’ - I P . .
wobei die Matrix A” die Vorzahlkomponenten aus der Lingsbiegung, die
Matrix A" jene aus der Querbiegung enthilt. Diese kénnen ausfiihrlicher in
der Form geschrieben werden:

AV =C + ’-1- — 1l e e+ e, e, (62)
(n,n) LT :

weo € eine kontinuante Matrix n-ter Ordnung, mit den Elementen o, = a, =
=...=da,=2,b,=0b,=...=1b, ;= —1 ist, e; und e, Spaltenmatrizen
mit n Elementen darstellen, deren erstes bzw. letztes Element 1, die iibrigen
gleich Null sind. wihrend e¥ und e Zeilenmatrizen bedeuten, deren erstes und
letztes Element ebenfalls 1, die iibrigen gleich Null sind.

{rr :Tl o 1 ;
A =T 4(E L 3BY). (63)

(r,n) =

Hier ist E eine Einheitsmatrix n-ter Ordnung. ferner

B! = [b}m] (64)
(r,n}
mit
T .
b;m = Zim T Fi+im (65)
j=12,...n—1, m=1,2,...n
und

brlzm == :rlzrr; ‘ (66)

m=1.2,...n

Die oben vorkommenden = Werte lassen sich aus der Matrixgleichung

Fl.Z =T! (67)
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errechnen, wo
(5:): C—eer+0yE (68)
ist und T eine quadratische Matrix n-ter Ordnung darstellt, wo in der Haupt-
diagonale und in der unteren ersten Diagonale 1-er stehen, simtliche {ibrigen
Elemente gleich Null sind, d. h. dafl t; =1, wenn {=j baw. i —j =1,
sonst gleich Null ist.
In der Formel (60) ist die Matrix der vergréfierten Belastungsglieder:
1
T

R! =8'+

(n,n-+1)

€, el (69)

] (n,n-+1)

wo §' eine Matrix mit n(n -+ 1) darstellt, fiir die s;; = 1 ist, wenn ¢ = j gilt,
s;j= —1 ist, wenn j — { =1 gilt und alle sonstigen Elemente gleich Nulil
sind.

6.12. Die antimetrische Last (II). Zu einer antimetrischen Lastenanord-

nung gehért das Bedingungsgleichungssystem

A“-XII:%-R“. (70)

Die Matrix der vergréflerten Vorzahlen besteht im vorliegenden Falle
aus drei Teilen, bel einer antimetrischen Last tritt ndmlich neben Lings- und
Querbiegung auch Torsion auf. Somit gilt

AL ATy o AT o AT (1)
oder ausfiihrlicher:
i 1 , -
Al =C+|—— —1lje et —e, e} (72)
{n,n} v T !
27t o
AI | SL— ~ D ( 13)
(n,n) 2(n-+1) -1

wobei D eine quadratische Matrix n-ter Ordnung darstellt, wo sidmtliche
Elemente gleich 1 sind.

ot _
All/u :___ﬁ(E__‘_ SBII) (‘4)
(n,11) 24
mit

BY = [311] (75)

WO (11,11)
b]IIIVZ = ZJI'IIn =+ :jlll,m (76)

j=12,...n, m=1,2,...n

sind.
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Die z Grofien in (76) werden durch die Matrixgleichung

FiII . zll — il (77)
geliefert, wo
i 1
11 E -
F = € — e - ef —e, eny +6yp E — €y € (18)
(n+Ln+1)  (n+Ln+1) (1+1) (n+1) (n+in-t1) 2

und TV eine Matrix mit (n -+ 1) - nist, von deren Elementen ¢;; = 1 ist, wenn
i =1 gilt, t;; = 1 ist, wenn j — i = 1 gilt und alle iibrigen Elemente gleich
Null sind.

Die Matrix der vergréBerten Belastungsglieder in Gleichung (70) lautet:

CR TR (m

(n,n) (n,m) T (n,n)

wobei §!! eine quadratische Matrix n-ter Ordnung darstellt, von deren Elemen-
ten s;; == 1 ist, wenn i = j gilt, s;; = —1 ist, wenn j — i = 1 gilt, und simtli-
che weiteren Elemente gleich Null sind.

6.13. Berechnung der Querverteilungszahlen. Fiir die aus der Uberlagerung
von symmetrischen und antimetrischen Lastteilen berechenbaren, endgiiltigen
Querkrifte in den Zellen links von der Symmetrieachse (j = 1, 2. ..., n) gilt:

Q = [g] (80)

(n,n+1)
mit .
m — YiIoooyu \
qf = Xy + X (81)
J=12,...n, i=12...n
ferner
5 vl o
9}3z+1 =2 —Xj,n—.’—l (82)
J=1.2,...n
Fir die in den Zellen (j" = 1/,2',..., n’) rechts der Symmetrieachse
entstehenden, endgiiltigen Querkrifte gilt
Q =[g7 (83)
{r,n-+-1)
mit
N . Y1 a4 ;
g = Xj; — X} (84)
Jj=j . i=L2....n; j=L2....0n, j=1.2,...,.0
ferner
; < -1 -
Qif;jn-l-l =2 ‘Xj,ri%‘l. (83)

./

j=j: J=L2..,n, j7=1.2,...n
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Die Querverteilungszahlen lassen sich aus folgender Beziehung errechnen:

H =JE-+-H]=/ 9
(natno) [E 1] [’“J (86)

H, Nt
mit
- H =[hi (87)
(n=-1,n+1) :
ferner
W= — g (88)
t=1,2,...n-+1
K = gt — g (89)
E=j=23...n; i=1,2....n+1
hilly o= gl + 45 (90)
1 =1, 2, n-+-1
und
H, =[rg; (91)
(n,n=1)
mit
W = — g% (92)
t==1,2,...,n-+1
hEr = g8, — g (93)

B =7 =2.3,...n", i=12,...n+1

Die Querverteilungszahlen, die aus der Formel (80) berechnet werden,
werden in {iblicher Weise durch #;;; bezeichnet, das die aus der Einzellast am
Ort i auf die Rippe entfallende Last bedeutet.

Durch die Formel (86) werden die zu den Werten k= 1,2, ...,n.n -+ 1,
Em=17.2,..,n" und 1=1.2,....n,n-+1 gehorigen Querverteilungs-
zahlen angegeben. Die fiir die Berechnung der Querverteilungs-Einflu8linien
noch fehlenden Querverteilungszahlen #j;;, werden mit Hilfe der Beziehung

M’ = T (94)

die sich aus der Symmetrie des Querschnittes ergibt, errechnet.

6.2. Der Fall einer ungeraden Zellenzahl

Bei einer ungeraden Zellenzahl wird die Mittelzelle durch die vertikale
Symmetrieachse geschnitten (Abb. 13). Die Veréinderungen in der Berechnung
werden durch die unterschiedliche Lage der Symmetrieachse im Vergleich zu
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einem Querschnitt mit gerader Zellenzahl verursacht, Die Zahl der statischen
Unbekannten betrdgt in diesem Falle

wo N die Zellenzahl bedeutet. Das Biegetrigheitsmoment im Gesamtquer-

schnitt betrigt

Jg=2[J* +(n—1J].

i
-
N

[oR

~
ot —

s 3
=

~

A

§
1
o
}
-

(e
RN
o

é
®
)
®
®
©)

lﬂ N-b a

Abb. 13

6.21. Die symmetrische Last (1). Das Bedingungsgleichungssystem lautet:

Al.X = 1 ge (95)

2

Die Matrix der vergréflerten Vorzahlen ist
Al = Al A7 (96)

oder ausfithrlicher geschrieben:

A —c=

(n—1,n-1) | T

e el (97)

wobei C eine symmetrische kontinuante Matrix (n — 1)-ter Ordnung ist. von
deren Elementen o, =a,=...=4a,_;, =1, by=b,=...=b,_,= —1
ist und alle iibrigen Elemente gleich Null sind, ferner wo

o '74 (¢ ; 1 3
A" — —§(E - 3B (98)

(n—.l.n—-l) 24
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ist, wobei E eine Einheitsmatrix (n — 1)-ter Ordnung darstellt, und
1 i Lowl
Bl = [bjm] = [*jm e "'j+1,nz] (99)
(n—1n-1)

j=12,...n—~1, m=12....n-—1

gelten.
Die = Werte werden aus folgender Matrixgleichung ermittelt:

Fl . Z! =T! (100)
WO
F' = C —e,ef+e,e;+0p E (101)
{n,n) {n,n) (r,n) (n,n) (r1,m)

ist und T' eine Matrix mit n{n — 1) darstellt, von deren Elementent; = 1 ist,
wenn i = j und i — j = 1 gelten, und sonst gleich Null ist.
Die Matrix der vergréfierten Belastungsglieder launtet

R — s |

(n=1,ny (n-1n)

e e (102)

wobei 8! eine Matrix mit (n — 1) * n ist. von deren Elementen s;; = 1 ist,
wenn 1 =j gilt, s;; = —1, wenn j — i =1 gilt, und sonst gleich Null ist.
6.22. Die antimetrische Last (I1). Das Bedingungsgleichungssystem lautet:

AlLXH :.-i—R”. (103)

Die Matrix der vergroflerten Vorzahlen ist:

All = Al L AT A1 (104)

In ausfithrlicherer Form:

‘1 . o
A“' ::C«—- e ‘—‘1 el e’i — €, eﬁ«] (103)
(n,n) T
117 7 1 1 |
A —_ IR 1 ‘ D o s K (106)
(nm) n-+7-—1 (n,m 2 om)

wobei K eine quadratische Matrix n-ter Ordnung darstellt, wo sdmtliche
Elemente der letzten Spalte gleich 1, alle iibrigen gleich Null sind.

wrd
A7 = 9 (E + 3B (107)

24 (n,n) (n,n)
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mit
B = (5] (108)
bim = 3hm + 5 im (109)

J=L2...n—1, m=1,2,...n

br11£71 =2 z}liﬂ (110)

I

m . n

»

Die z Glieder in den vorstehenden Formeln werden durch die Matrix-
gleichung

Fll .zl =1l (111)
geliefert, wo
Fll=C—e et —e,e;+ 6yE (112)

(n,n)

und T eine quadratische Matrix n-ter Ordnung ist, von deren Elementen

t;j= 1 ist, wenn i = j bzw. j — ¢ = 1 gilt, und alle iibrigen Elemente gleich
Null sind.

Fiir die Matrix der vergréflerten Belastungsglieder in Gleichung (103) gilt

R = SII L (—1———1)e er -+ e

T 1 ¥ n

e} (113)
(n,n) (r,1) T (rn,n) (n,n)
wobei S eine quadratische Matrix n-ter Ordnung darstellt, von deren Elemen-
ten s;; = 1 ist, wenn ¢ = j gilt, s;; = —1 ist, wenn j — i = 1 gilt. und alle
sonstigen Elemente gleich Null sind.
6.23. Berechnung der Querverteilungszahlen. Die endgiiltigen Querkrifte
in den Zellen links von der Symmetrieachse (j = 1,2, ..., n) sind:

Q = g}/ (114)
mit (n.nj
g = X+ X/ (115)
i1=12,..,n, j=1.2....n—1
und
g = X} (116)
t=1,2,...n

Fir die in den Querschnitten rechts von der Symmetrieachse [j7 == 17,
2, ... (n — 1)] entstebenden endgiiltigen Querkriifte gilt:

Q2)= Kig (117)
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mit
2 - 11
9}?3‘:-715{ ’“in
i=j j=L2,..,n—1
i=1,2....n jJ=1,2,...,(n—1)y
g = — gl

Die Querverteilungszahlen sind:

(2n,n)
H, 't

miit
— IO
H, = [hf]
(n’n)
und
a _ @
hiy = — qii
i=1,2 L n
1) . L @
bl = ¢y — ¢

ferner
H2 — [h;xl)z
(n,n)
mit
[$2.) p— (2)
hi = — q%
1==1,2 n

(2)

L6 S— @
hig; = Q=10 — 45

it=12,...n, K=7=2.3,....n

~]
-}

(118)

(119)

In Kenntnis der Querverteilungszahlen werden die Querverteilungs-

EinfluBlinien nach Abschnitt 6.13 ermittelt.

6.3. Zahlenbeispiel

Beispielshalber sollen die Querverteilungs-Einflufllinien eines dreizelligen Kastentréigers

auf zwel Stiitzen ermittelt werden (Abb. 14).
Ausgangsdaten:

Anzahl der Zellen: N = 3, also eine ungerade Zahl, Zahl der statischen Unbekannten:

N+1

ne—— = 2,
mit folgenden Parametern:

¥ = 0,04 P =
y = 0,01 7= 0,8
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L.

1

2802'0

Abb. 14

6.31. Symmetrische Last

C
(n—=1,n—1)

(1] =1

%
1

e -

(n—-1,n-1)

E
(n—1,n-1)

;

6y E

e, en

(n,n)

1 0
0 0

|

Fl =C-— e e

(n,n)

*
| =

e e
(n,n)

}

49 —1
—1

!
¥

*
€ €n

!
T

®
1
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T =1 Z! = [0,0208
S (n=1 14 0200

Bl = [bly] = [}, - Z!,] = 0,0208 = 0,0200 = 0,0408
(n—-1,n—1)

1
Al = ;‘?ﬁ (E - 3BI) = 4,0587.0,04(1 - 3.0,0408) = 0.1822
(n-1,n-1) -

Al = Al AT = 23500 - 0,1822 = 2,4322

Sl =11 —1] e;ef =[1 0]

(r1—~1,n) (1n—1,n)
1
Rl =8l | —1]eef =
(rn-1,n) . T J

=1 -—1] = (—O% - 1) f1 0]=1{1.25 1]

Xl =

1 1
“a55— - 5 1125 — 1] = [0.2570 — 0.205
(nlimy | 2.4322 5 [1.25 — 1] = [0.257 2036]

6.32. Antimetrische Last

"1 . ;
AV = C - (—T— —~1) e, ef —e,ei ) =

(n,n)
2 _l‘i _f1 0 0 0 12,25 —1]
= - 0,25 — =
—1 2 o 1) [1 o] |-—2 2

3

11 ! 1112
D = [ K = D ——K=[
(12,n) 1 1 (n1,m) 1] 1 2 1 1/2

AII”=.._I—:I:.__;I(D__.__1__ K)z
(r1,n) nt1—1 2 J
9.8696 0 /2] [0,0548 0.0274
24081 /2] 10,0548 10,0274

U= Ceef —enet i 6y E =
nn

o FE B P B e PN

o - [10)
(n,n) 11

ZI1 —70,02042 0,00042] [1 0] [0,02084 0,00042
¢m - lo,00042 0.02042] {1 1] |0,02084 0,02042
bl — I 0,02084 - 0,02084 — 0,04168
bly = =il sl — 0,00042 - 0,02042 = 0,02084

bl — 2. :IV = 2.0,02084 = 0,04168

21

b= 2. 21T = 2.0,02042 = 0,04084
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Bl = _]IH]

(n,n)

0.04168 0,02084
0,04168 0,04084

+3
Al %19 (E + 3Bl) = 4,0587 . 0,04 (E -3 BIl) = [0,1826 0,0102]

() 0,0203 0,1822
AHZAII'«;-AH"—;—AII"':[ 2,4874 —~O,9624]

(n,n) —1,9249 2,2096
RII = QI L (_1_ — 1) e ef e e =
(n,n) ’
=1 —17-40,25[1 0 0 0 1,25 —1
0 1 0 0 0 1 0 2
X!l = 10,3790 —0,0391
(n,n) =
0,3302  0,4185

6.33. Die Querverteilungszahlen
= x1 + xI = 0.2570 4 0.3790 = 0,6360
q‘f; = x5 +xI = —0,2056 — 0,0391 = —0,2447
¢ — xIl = 0.3302
¢ = x1 = 0.4185

Q; = [q§i] = [0,6360 _0,2447]

() 03302 0,4185
= x5 — xI = 0,2570 — 0,3790 = — 0,1220
¢ = X1, — X13 = 02056 - 0.0391 = — 0,1665
o= —gi = — 0,3302
gis = — gay = — 0,4185
Q,, —[qf] = [—0.1220  —0,1665
o) —0,3302 ~—0,4185]

B = — g} = —0,6360
B = — ) = 0,2447

B = ¢l — ¢& = 0,6360 — 0.3302 = 0,3058
RS = ¢ — ¢l = — 0,2447 — 0,4185 = — 0,6632
H, = [h%] = [—0,6360 0,2447
() 03058 —0.6632
E=[10 E-L H, = [0,3640 0,2447
{n,
m g g 0,3058 0,3368
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K = — ¢ = 0,1220
hih = — qre = 0,1665
K = ¢ — ¢ = — 0,1220 - 0,3302 = 0,2082
hS, = ¢, — g = — 0,1665 - 0,4185 = 0,2520
H, = [h] = [0,1220 0,1665
(mn 0,2082 0,2520]
_— . (1 (2)
(27}11)'1): ‘E“" H‘] - {’“ﬂ’] = [0.3640 0,2447 ] (1)
H, it 10,3058 0,3368 | (2)

0,1220 0,1665 | (1)
0,2082 0.,25201 (2%)
Unter Beriicksichtigung der Symmetrie ist

Tktr = Mgei

daher sind die zur Ermittlung der Querverteilungs-EinfluBlinien noch erforderlichen Querver-
teilungszahlen:

Ny = iy = 0,1220
fjar = Ty = 0,1663
Yapr == 1aq = 0,2082

Naar = Tara = 0.2520

Die Querverteilungs-EinfluBlinien sind in Abb. 14 dargestellt.

7. Durchlaufende Kastentriger

Die dargelegten Verfahren zur Berechnung von Kastentrigern auf zwei
Stiitzen sind sinngemilB auch fiir die Ndherungsrechnung von durchlaufenden
Konstruktionen anzuwenden. Es wird die in den Trigerrosttheorien iibliche
Niaherung verwendet, bei der die fiir den durchlaufenden Triger kennzeich-
nenden Durchbiegungsverhilinisse durch ein reduziertes Biegetriigheits-
moment beriicksichtigt werden. Bei der Berechnung der fiir eine i-te Offnung
des Durchlauftrigers giiltigen Querverteilungs-EinfluBlinien werden die redu-
zierten Biegetrdgheitsmomente aufgrund des Prinzips der gleichen Durch-
biegungen bestimmt.

Die zu beriicksichtigenden reduzierten Biegetrigheitsmomente sind:

JIBirea = ¢ 5 I

Jirea =¢:J (127)
Jirea = e J*. I
Der zur i-ten Offnung gehorige Reduktionsfaktor ist:
B ,
SO (128)
48 E f;
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WO
I; : die Stiitzweite des Durchlauftrigers in der i-ten Offnung;
fi + die Durchbiegung des Mittelquerschnitts in der i-ten Offnung des
Durchlauftrigers unter Einwirkung einer hier angreifenden Einheits-
Einzellast
bedeuten.

Eine Reduktion des Torsionstrdgheitsmoments ist nicht erforderlich.
weil die Abstiitzungsverhiltnisse hinsichtlich der Torsionsmomente bei Durch-
lauftrigern dieselben sind, wie bei Trigern auf zwei Stiitzen.

Zusammenfassung

Im Beitrag wird ein Naherungsverfahren zur Berechnung von Kastentrigerbriicken
mit verzerrbarem Querschnitt dargelegt. Das komplizierte Kraftespiel des Kastentriigers
wird durch ein Trigerrost-Modell angeniihert, wodurch die Losung des Problems auf die
Ermittlung von Querverteilungs-Einflulllinien vereinfacht wird. Es werden fiir die Querver-
teilungszahlen von Kastentrigern mit einer und zwei Zellen geschlossene Formeln abgeleitet.
ferner wird ein allgemeines Verfahren zur Berechnung der Querverteilungs-Einflufllinien von
mehrzelligen Kastentrigern entwickelt.
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