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1. Einleitung

Hochhiiuser in Skelettbauweise verfiigen an sich Horizontalkriiften gegen-
ither iiber eine geringe Tragfiahigkeit. Die Tragkraft Jilt sich zwar durch Ver-
stirkung von Balken- und Stittzenquerschnitten (bei Stahlbetonskelettbauten
auch durch zusitzliche Bewehrung) erhéhen, doch ist diese Art der Verstarkung
des Bauwerkes bei Bauten, deren Hohe ein Mehrfaches der kleineren Querab-
messung davstellt, meistens nicht wirtschaftlich. Bei solchen Bauten wird der
Widerstand gegen Horizontalbelastung und zu gleicher Zeit die Horizontal-
steifigkeit des Gebiudes am zweckmiligsten durch senkrechte Versteifungs-
wiinde erhoht.

Bei der Bemessung derartiger Gebdude miissen oft dynamische Lasten
berticksichtigt werden, die gerade zufolge der groflen Hohenabmessung und
der verhiiltnismiifig geringen Querabmessung und Steifigkeit fiir die Baukon-
strultion am mafigebendsten sind (Windangriff, Luftdruck, Seismizitit usw.).
Wie bekannt, ist die Ermittlung der Beanspruchungen durch dynamische Last
in engem Zusammenhang mit der Eigenschwingzahl der Konstruktion, da eine
Untersuchung iiber dynamische Lasten auch die Ermitthing der Eigenschwing-
zahl erfordert. Da es sich dabei um ein kompliziertes Schwingungssystem han-
delt. das sich auch mit hedeutendem mathematischem Aufwand nicht immer
eindeutig 16sen laBt, kommt den Néherungsmethoden eine wichtige Rolle zu.
Deren Anwendung ist umso begriindeter, da Lasten und Werkstoffe eine
betrichtliche Zahl von Daten enthalten, die ebenfalls nur mit Ndherungswerten
angesetzt werden konnen, und so kénnte auch eine davon ausgehende Berech-
nung lediglich zu anndhernden Ergebnissen fithren. Ein weiterer Umstand.
der fiir eine niherungsweise Berechnung der Eigenschwingzahlen spricht,
hesteht darin, dafl ein Fehler hei der Ermittlung der Eigenfrequenzen auller
im Zustand der Resonanz und in dessen Nihe die Ergebnisse nicht wesentlich
bheeinflult, und daf in der Nihe des Resonanzbereichs in der den Bauvorschrif-
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ten entsprechend erforderlichen Verstimmung auch die unvermeidlichen
Ungenauigkeiten der Berechnungen beriicksichtigt werden.

2. Ausgangsbedingungen zur Berechnung

Bei den an Versteifungswinde gebundenen Skelettbauten in Abb. 1 und 2
1463t sich das Rahmenwerk als eine die Versteifungswand geschoBweise abstiit-
zende, elastische Stiitzenreihe auffassen. Je nach dem Zusammenstol3 von
Rahmenskelett und Versteifungswand werden zwei Grundfille unterschie-
den. Im ersten Falle besteht zwischen Versteifungswand und Rahmenwerl:
eine Verbindung. die lediglich die Ubertragung von Horizontalkriiften gestattet
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Abb. 1 Abb, 2

(Abb.1). Bei der Ausfithrung in Abb. 2 besieht zwischen Versteifungswand und
den sich anschliefenden Rahmenbalken eine ecksteife Verbindung. was soviel
bedeutet, daBl das Rahmenwerk nicht nur Krifte, sondern auch Momente auf
die Wand iibertragen kann. Den beiden erwihnten Féllen entsprechend wird
im weiteren von Skeletthbauten mit gelenkig bzw. ecksteif angeschlossenen
Versteifungswinden gesprochen. Es soll hier bereits erwihnt werden, dal}
Rahmenskeletthauten ohne Versteifungswinde als ein Spezialfall der Konstruk-
tion mit gelenkig angeschlossenen Versteifungswinden aufgefafit werden kann.
wo sowohl Masse als auch Biegesteifigkeit der Versteifungswand gleich Null
sind.

Zur Bestimmung der einzelnen Beziehungen werden dem #hnliche Themen
behandelnden Schrifttum ([9]. [10]) entsprechend, neben den fiir Rahmenwerke
tiblichen Annahmen (Ecksteife) untenstehende weitere Annahmen getroffen:

1. Es werden verhiltnisgleiche Rahmen behandelt, bei welchen unter
Einwirkung einer beliebigen Seitenkraft lediglich ,reine Verschiebung’ und
,reine Verdrehung” vorkommen [3], wobei die Tragerelemente iihereinander
eine gleiche Steifigkeit aufweisen.

2. (Gelenkstiitzen ausgenommen, liegen die Inflexionspunkte der Stiitzen
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unter Einwirkung von Seitenkraften auf der Halfte der Stiitzenhthe zwischen
zwei Geschossen.

3. An Versteifungstriger angeschlossene Balken ausgenommen Hegen die
Inflexionspunkte der Balken unter Einwirkung von Seitenkriften auf der
Hilfte der Spannweiten.

4. Bei Horizontalschwingungen werden die Massen der einzelnen Geschosse
in der Achse des zum betreffenden Geschol3 gehoricen Balkens konzentriert
angenommen.

5. Die Versteifungswand ist starr in den Boden eingespannt.

6. Liangsverformungen von Rahmenbalken und Stiitzen sowie die Formin-
derungsarbeit kinnen vernachlissigt werden.

3. Ermittlung der Eigenschwingzahl von Skelettbauten mit gelenkig
angeschlossenen Versteifungswinden

3.1 Das der Berechnuung zugrunde gelegte Modell

Das beiderseits mit Gelenkstiben an Versteifungswinde stofiende Rahmen-
werk 1Bt sich durch elastische Stiitzungen ersetzen. die durch horizontale
Kraftwirkung die Wand geschofweise abstiitzen. Die in den einzelnen Abstiitz-
punkten wirkenden Krifte sind voneinander nicht unabhéngig. Das statische
und schwingungstheoretische Modell des Svstems ist in Abb. 3 dargestellt.
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Abb. 3
Statisches Modell Schwingungstheoretisches Modell
Dabei sind ¢,. ¢,. ..., ¢, die Federkonstanten der einzelnen Stiitzungen. wihrend
My M, ..., 3, die geschoBweise konzentrierten Massen der mitschwingenden

Decken mit zugehorigen Balken, Stiitzen sowie Deckenlasten bedeuten. Bei
Horizontalschwingungen schwingen simtliche Punkte gleicher Hohe des
Gebdudes mit, daher ist es gleichgiiltig, in welchem Punkte die a-Achse entlang
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einzelne Massen angesetzt werden ; sie lassen sich auch bis an den Versteifungs-
triiger verschieben, wodurch dessen Masse vergroBert wird. Im Sinne einer
verallgemeinerten Behandlungsweise sollen Querschnitt. Querschnittstragheits-
moment und Masse des Versteifungstrigers die y-Achse entlang verdnderlich
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gsein. Wir wollen diese im weiteren durch die Funktionen F(y). J(y) bzw.
m(y) bezeichnen.

In Abb. 4 ist das System in wihrend der Schwingung deformierter Form
mit gestrichelter Linie dargestellt. Aus der Abbildung ist es ersichtlich, dali
in einem mit I hezeichneten Geschofy die Stiitzfederdehnung A% =(x, —r._,)
ist, wobel x, bzw. 2., die Horizontalverschiebungen der V el~telf1111(r~wan(l
im Geschof} & bzw. im darunter liegenden Geschol} bedeuten.

3.2 Glrundgleichung fiir die Eigenschwingzahl

Die Geschwindigkeit der einzelnen Punkte eines schwingenden Gebiudes
wird im Augenblick des gristiten Ausschlags gleich Null sein, wihrend ihre poten-
tielle Energie den Hochstwert erreicht. Wir erhalten den Hochstwert der
potentiellen Energie als Summe der aufgespeicherten Energien in der als frei-
tragenden Vollwandtriiger hetrachteten Versteifungswand und im das Rahmen-
werk ersetzenden Federsystem (unter Beriicksichticung bei der Wand der
Arbeit der Querkraft) wie folgt:

INAN max
o 0 e . =
Fpoz max -Epot Balken 7 -Epot Feder —

" S
1r7 d2ap ] m+1 [ J(y) [d3x]? 1<, ,
= 2J B (z/)[dyg] dy+Eo— ’F(?/) [dy.;] dy 5 2 o (D)
3] O

In der Formel bedeutet 24(y) die zum maximalen Ausschlag gehorige Funk-
tionsform.
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Im Augenblick des Durchgangs durch den Ruhepunkt des Schwingungs-
svstems ist die potentielle Energie gleich Null, withrend die kinetische Energle
(£,.) thren Hochstwert erveicht. Nach dem Prinzip der Energieerhaltung sind
die Maxima der heiden Energien einander gleich. alzo ist

SIAX g
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Nun soll die kinetische Energie des Svstems untersucht werden. Wie bereits
erwihnt, konnen bei waagrechten Schwingungen die mitschwingenden Massen
in horizontaler Richtung verschoben werden. Stellen wir uns diese bis zur
Versteifungswand verschoben vor, u. zw. derart, dali die bis jetzt geschofiweise
in je einem Punkte konzentrierten Massen —wirklichkeitsndher — die Geschof3-
hishe entlang gleichmilig verteilt seien. So wird die urspriinglich durch m(y)
hezeichnete spezifische Masse der Versteifungswand durch die entsprechend
umgerechnete Masse des Rahmenteils vergroflert. Letztere soll durch wmg(y)
und die Summe der beiden Massen durch ii(y) + (i) = n{y) bezeichnet werden.
Somit betrigt die kinetische Energie einer Trigerteils der Linge dy:

)

dEy, = )—;— dm = M

2
Unter der Voraussetzung von harmonischen Schwingungen laBt sich die
Bewewung des Triagers durch die Funktion r=uy(y) sin of kennzeichnen,
withrend seine Geschwindigkeit

v=ao(Y)w cos ol
betrigt; somit ist

= ro(y)o.

und da

rruly)dy
5 .

‘]Em =

uilt

-~

)
)

.
xou(y) dy. (2)
]
Aus der Gleichheit der beiden Energiemaxima erhalten wir fiir die Eigen-
kreisfrequenz des Systems die Formel

I "
1 aol?, | (1) [ AP 12, <~ e
] EJ(y) '(—1;;3—} d?/‘r—EQT I I(Zl)} [d?/g} dy + ZJC}
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In dieser Beziehung sind die Schwingungsform z,(y) und die Federkonstanten
der elastischen Abstlitzungen einstweilen unbekannt. Im weiteren soll deren
Ermittlung bzw. ihre Berticksichtigung in der Formel eingehend behandelt
werden.

3.3 Der Rahmenskeleltbau als ein Spezialfall der Skelettkonstrukiion mit gelenkiy
angeschlossenen Versteifungysidnden und die Berechnung seiner Eigenschwingzahl
anhand der obigen Betrachtungen

Ahnlich wie bei einer Skelettkonstruktion mit Versteifungswinden und
Gelenkverbindungen 146t sich auch die Eigenfrequenz fiir ein Rahmenskelett
ohne Versteifungswinde ermitteln, u. zw. unter der Voraussetzung, dafl Masse
und Steifigkeit der Versteifungswand gleich Null gesetzt werden. Damit ist
Formel (3) auch unmittelbar zur Errechnung der Eigenkreisfrequenz geeignet,
doch wird zur Erleichterung der Berechnung die Masse des Rahmenskeletts
nicht die Gebidudehohe entlang gleichmifiig verteilt angenommen, sondern
die Massen der einzelnen Geschosse werden in den betreffenden Geschossen
konzentriert. Unter Voraussetzung einer harmonischen Schwingbewegung
4Bt sich die Bewegung eines Zwischengeschosses L durch

T = 2p.y Sin of.
seine Geschwindigkeit durch
Ty = Tp, kO COS L,

schliefilich seine maximale kinetische Energie durch

Mys My 5
= e = —— ), (D7
B) B) 0+ k(D

kennzeichnen. Dabei bedeutet 3/, die in diesem GeschoB konzentrierte Masse
des Geschosses L.

Fiir den Héchstwert der potentiellen Energie im durch % bezeichneten
Geschol} ¢ilt:

Wwo g = 7o x—20, w1 ISt

Da sidmtliche Decken ..mitschwingen”, d.h. ¢leichzeitig ihre Maximalampli-
tude erreichen und gleichzeitig durch den der Ruhelage entsprechenden Punkt
durchgehen, erhalten wir die Hochstwerte der kinetischen bzw. potentiellen
Energie fiir das gesamte Geb#ude durch Summierung der entsprechenden
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Werte in den einzelnen Geschossen. So gilt aus der Gleichheit der beiden
Energie-Hochstwerte fiir die Eigen-Kreisfrequenz der Konstruktion

ja%

(o, k- — X0, k~1)7Cx

k=1

n
5
Z M kL0, %

k=1

3.4 Bestinunung der Federkonstanten

Bei den bisherigen Erwigungen wurde das Rahmenwerk als elastische
Stittzung zur Abstiitzung der Versteifungswand angesehen, fiir die im weiteren
die auch in unseren Formeln vorkommenden sog. Federkonstanten ermittelt
werden. Wie bekannt, ist die Federkonstante einer elastischen Stiitzung gleich
dem Zahlenwert der Kraft, die im Abstiittzungspunkt unter der Wirkung einer
Einheitsverschiebung in Richtung der Stittzkraft anfillt. Im vorliegenden
Falle ist auch zu beachten, daf} sich auch die Stiitzungen selbst verschieben,
und Federkrifte daher lediglich aus der relativen Verschiebung der Stiitzungen
entstehen. Nach unseren Annahmen ist die relative Verschiebung des Geschos-
ses L gegenither dem darunter liegenden (Geschol3 proportional der Querkraft
in Geschof} L. Somit ist die Federkonstante ¢; der Abstiitzung in Geschof3 L der
Quotient aus der Querkraft in der Geschoflebene und der Verschiebung des
hehandelten Geschosses dem darunter befindlichen Geschof} gegeniiber:

Ck
gp

und
T

Bk: Pj.

M

i

Dabei bedeuten n die Geschofizahl des Gebiudes, I die Laufzahl des betreffen-
den Geeschosses und P, die Seitenkrifte im jeweiligen Geschofl. Den hei der
Bestimmung der Verschiebung Jk'a-uch im Sechrifttum ({97, [10]) enthaltenen
und in den obigen Ausfiihrungen hehandelten Niherungen entsprechend ist es
leicht einzusehen, dafl durch horizontale Last eine elastische Forminderung
der Rahmenstiele erfolgt, bei welcher die elastischen Linien in halber Hohe
der einzelnen Geschosse Inflexionspunkte haben; in diesen Punkten ist also
das Moment gleich Null, was gleichzeitig bedeutet. dafi die Resultierende der
Horizontalkrifte je GeschoB durch diesen Punkt durchgeht. Somit ist an den

Ay
oberen und unteren Enden einer Stiitzenreihe in Geschof I ein Moment B, —
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wirksam. Nach den Abb. 5 und 6 kann der Zusammenhang zwischen Moment

und den Forminderungen von Stiitzen- oder Balkenenden folgendermassen
geschrieben werden:

— Ry = 6E 2 Ko @+ Py_1)—12 Eyy, > Kox = —- My, (4)
wo M, die Momentensumme fiir beide Enden dey Stittzen in GeschoBl £,
, Jo v
Koy = 20k
]?k
-
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J,, .. das Trigheitsmoment im Querschnitt einer Stiitze in Geschof} L auf die
0 k =
zur Biegeebene senkrechte Schwerpunktachse,
D, die Verdrehung eines Knotenpunktes in Gescholl Z,
@.._, die Verdrehung eines Knotenpunktes in Geschol) (b—1).
-1 . 1
ijk

lfjk = ]2’!' 1s

Da es sich um ., reine Verdrehung' handelt und die achsialen Forménderungen
von Stiitzen und Balken gleich Null gesetzt wurden, sind » und @ fiir simtliche
Stiitzen eines jeweiligen Geschosses gleich.

Ahnlich wie in Gleichung (4) erhalten wir fitr das GeschoB (£ +1)

<7 e N
1 ]&.04 Kol (D}

Myor = 6B(Byaq =Dy O Ky o1 —12E

s
1 p

Durch Zusammenziehung von (4) und (5) und, unserem Ansatz gemil,
mit K. =K, .., ergibt sich
(M My = OE(Dy 4+ 2D+ Dy ) ,2 Ko, x—12E (0 + p101) 2 Ko k.

Betrachten wir nun einen Knotenpunktiim Geschofl 2. Mit den Kurzbezeich-
nungen in Abb. 6 kdnnen fiir die Momente in den im Knotenpunkt zusam-
menstoflenden Stiitzen- hzw. Balkenenden und fiir die Verschiebungen folgende
Beziehungen angeschrieben werden:
Fiir Balkenenden:

Moy = 2K g i1 (2EDy i+ EDy 1)
bzw.
M = 2K (2EDy s+ EDy i1).
Fiir Stittzenenden:
My -ni = 2K o, { 2ED 1+ EDy 11— 3 E )
bzw.
My, ge1i = 2Kope-03,1(2EDs, i+ EQy 11— 3 Eypiess ).

In diesen Formeln sind

Jgk.i—l

]ng. i—1 Z
i—-1

T
Kooi = ""i‘:\"“’

K ']Ok.i
Yok i = '
]lk

J0<k-:- .1
7l'k+1 ’
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Da auf den Knotenpunkt kein &ulleres Moment wirkt, mull der Gleichge-
wichtsbedingung entsprechend die Momentensumme auf die im Knotenpunkt
zusammenstoflenden Stabenden gleich Null sein. Somit kann unter Beriick-
sichtigung von Ky, = Ky, sowie @, = D, ;. = @, = D, geschrie-
ben werden:

DMPP = 4EDy D) Ky + 2B Koy, 11+ 2B0: K 1 +
=+ 4E®k1{0 k= (SE(i}'ﬂli -+ 7[/’k+1)]{0, k- (6)
2K, , bedeutet die Summe der Steifigkeitszahlen der im Knotenpunkt i, &
zusammenstoflenden Stiitzen und Balken.

Nach Summierung in simtlichen Knotenpunkten von Geschol £ erhilt man

Gleichungen, die dhnlich wie (6) geschrieben werden kiénnen:
SEQy 2 Ky +8EDy 2 Ko +4EDy > Kg o+
- > 3 o i e .
+4BP, D Kox—6E(pc+yrs1) D Koy =0 (1)

oder zusammengezogen
Yn AN ' O AR ‘ P Tt . ’
120, > K, + 12EBDy >, Ko x—6E (i +1p1) 2 Ko x=0, (8)

wobei XK, ., die Summe der Steifigkeitszahlen siimtlicher Balken in Geschof3
L und XK . jene der Steifigheitszahlen sdmtlicher Stiitzen in demselben
Gescholy bedeuten.

) D Kok
Wird der Quotient =z = :fr—“—— eingefiihrt, so gilt:
Lo,k = =
(1+0)120y > Ko~ 6B(ypx+15e1) 2 Kox = 0. (9

Um die Zahl der Unbekannten herabzusetzen, werden weitere Néherungen
eingefithrt. Zwar ist die Schwingungsform noch unbekannt, ist es — da es
sich um Grundschwingungen handelt — einzusehen, dal} die Knotenpunktver-
drehungen @ und ypimjeweiligen Geschofl immer zwischen die Verdrehungswerte
der beiden Nachbargeschosse fallen, und da geringe Forminderungen vorliegen,
konnen die Verdrehungen in einem jeweiligen Geschol; mit guter Anniherung
dem arithmetischen Mittel der Verdrehungen in den beiden Nachbargeschossen
gleich gesetzt werden. Fiir die Berechtigung einer solchen Annahme spricht
auch der Umstand, daf} sie eine geringere Bindung enthilt, als die auf ahnlicher
Grundlage durchgefithrten Berechnungsverfahren von Rahmen ([10]). So
gelten
o D+ Dy

NS

T

und
Wra1+ YPr—1
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Somit kann (7) in untenstehender Form geschrieben werden:

— (M4 Myeq) = 12B(Prer + Pi_y) > Kox—12E (i + 1) > Ko
oder
(M- M) = 24BDy, D) Ko xo—12E (i + pis1) 2, Ko,k (10)

. ., l+a e .
Wird Gleichung (10) mit - multipliziert, so haben wir nach Zusammen-

ziehung mit (9) die Gleichung:

~ 1240 T .
M+ M = 1:_7 (pe+ pre1) 2, Koxe (11)

Auf ganz dhnliche Weise schreiben wir fiir die Geschosse L und (£—1)

124 F

1+

Mg+ My = (peo1+ ) 2 Ko1e (12)

Nach Zusammenziehen von (11) und (12} ergibt sich

1228

1Lg (px—1+ 2y + V1) 2 KO, k-

My +2My+ My =

SchlieBlich gilt unter Beriicksichtivung von (vr+1+ pr—1) = 29
1+ : .
e = (My_q+2M+ M), (13)
482 > Koy

Nun sollen in jedem Geschofi Seitenkrifte P gleicher Grifie und gleicher
Pteiivichtung wirken. Nach den bisherigen Betrachtungen lassen sich die
Momente geschoBweise, unter Beriicksichticung einer Geschofizahl 7, aus
folgenden Formeln berechnen:

Myiq = (1=K Phyq,
My = (n—L+1)Phy,
My_1=n—k+2)Phy_;.
(In diesen Formeln bedeutet 2 die jeweilige Geschoflhdhe.)

Werden aus den Beziehungen fiir die Geschofimomente M., und M,_;
ansgedriickt, dann haben wir

Myq = 3y [_'z____]__l_] jk;l

n—rk -+ Iy
. n—rk+21 ey
My = 3, ————-—‘ Samb
k-1 1 [n—]s+ 1J Jy
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Somit gilt

A (10— T g+ 2 (e = D M (e = )1
(n—T = 1) '

J.[L_. + [ *jfk—:’—l =

Bei gleichen Geschofihohen (7, =k, =h..;) haben wir

My(dn—4k+4)h
My 4+2My+ My = [1‘((7—71/_2_ ]j.ll) 7 )/ = 4y

und nach Einfithrung der in Geschof} I wirkenden Resultierenden

ergibt sich 40/, = 4 R4,
Nach obenstehenden Feststellungen a6t sich Gleichung (13) in folgender Form
schreiben:

15
= 1Ry - .
—1:\‘7.E o !T\:Q. kK
, . Ry
Da p = 4/h and die Federkonstante ¢, = — ist, gilt
l ,
P Rl{ - 129 F ZI‘:() k (14)
[ A Gy £ ‘

Sollten die Stiitzenhohen in den verschiedenen Geschossen unterschiedlich
sein, so kann die Federkonstante auf ganz dhnliche Weise aus Gleichung (13)
ermittelt werden.

Eine gewisse Abweichung dem oben beschriebenen Verfahren gegeniiber ist
bei der Berechnung der Federkonstante fiir das erste Ohergescholl zu verzeich-
nen, da wegen der starren Einspannung die Knotenpunktverdrehungen im
Erdgeschof gleich Null sind. In diesem Falle bedient man sich folgender
Ausgangsgleichungen:

—41[1 = GE(Dl Z ]f.,——12 El}?l Z K(). ((l)
- JI_)_ = bf(Dl z ]&() ()El,z 2 1\.”—‘ 1)E7/‘ Z[LO (7))

0= 8By, > Ko+ 12E®12Kg+2Ed322K0a—6E1pl 2 Ky—6Eys 2 Ko, (c)

Wegen der geringen Forménderungen ist es zweckmiBiger, eine Annédherung
¥, &~ p, anzunehmen. Werden sodann aus den Gleichungen (a) und (b) w, und
@, eliminiert, so erhalt man

M,— 3,

Oy = — 2
T 6E DK,
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Nach Einsetzen von @, in Gleichung (¢) und unter Beriicksichtigung von
K, =x XK, gilt

0=SHE®, > Ko+12ED% > K, ——UI—B—U— — 12y, > K,
oder ‘
0=4E®, > Ko2+3z) _._.L“;L —12Ey; > K, (d)
ferner

Mo— My = 12E® > Ko(24+32)— 36 Eypy > K.

Wird Gleichung (a) mit 202 -+ 3¢} multipliziert und von (d) in Abzug vebracht,
s0 gilt
3My(1+22)+ My = 12(1 =62y Ery > K,

und daraus

J[l(l T 22) e J[g
Wy o= R
AR 60 > K,
Ahnlich wie in (14) ist die Federkonstante fiir das erste Obergeschof}
By
?{'!1]2,1
Bei gleichen Geszcholihshen ist
Iy = kPR nd My = (h—1)1Ph
und somit
L AEn(1+62) > Koo
1T (1 + 22) +n—1)

3.5 Annahme der Schwingungsformn
fJungs

In den im vorhergehenden fur die Eigenkreisfrequenz festgelegten Beziehun-
gen kommt die Funktion a(y). d.h. die Schwingungsform vor. Nach dem Verfah-
ren von Rayleigh erhdlt man fiir die Eigenschwingzahl einen sehr guten Nihe-
rungswert, wenn man die bisher unbekannte Schwingungsform a,(y) durch
eine Funktion ersetzt, die die Randbedingungen der Balkenforménderungen
befriedigt und durch deren Kurve die voraussichtliche Schwingungsform form-
gerecht angenédhert wird. Die in Verbindung mit verschiedenen Konstruktionen
analysierten Beispiele haben anderseits gezeigt, dal} sich die Eigenschwingzah!
mit guter Anndherung ermitteln liflt, wenn man als Schwingungsform die
durch das Eigengewicht deformierte Form eines Trigers ansetzt. Wird z.B.
fiir einen eingespannten Tréger die Funktion durch eine Parabel vierter Ord-
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nung ersetzt, so erhélt man fir die Eigenkreisfrequenz einen Wert, der nur
um 0,4% vom genauen Ergebnis abweicht [12].

Auf dieser Grundlage soll zunéchst die Naherungsfunktion fiir die Schwin-
gungsform eines Rahmenwerkes ohne Versteifungswiinde untersucht werden.
Wie bereits erwdhnt, erhdlt man diese im vorliegenden Falle, indem man auf
das Rahmenwerk eine gleichm#fig verteilte Horizontallast wirken &t und
die fiir die Horizontalverschiebungen der einzelnen Punkte des Systems charak-

-
;

3
T

iivivivivieie,

Abb. 7 Abb. §

teristische Funktion bestimmt. Dazu werden statt des Rahmenwerkes die
Formanderungen eines sog. Ersatzbalkens untersucht. Das Problem des
Ersatzbalkens wird in [4] behandelt und — wie es dort ausfithrlich dargelegt
ist — kann ein Stockwerkrahmenskelett mit gleichen GeschoBhohen, falls die
ibereinander angeordneten Balkenelemente von gleicher Steifigkeit sind, bei
Vorhandensein eines gleichméfig verteilten, horizontalen Kriftesystems durch
einen eingespannten Balken, wie in Abb. 7, ersetzt werden, auf den ein kon-
tinuierlich verteiltes Kraftepaarsystem unbekannter Intensitiat wirkt. Durch
das Kriftepaarsystem wird die Wirkung der Randbalken ersetzt. Werden die
Deformationen dieses Krsatzbalkens untersucht, so 148t sich das Moment im
vom Koordinatenursprung in einer Entfernung xy legenden Querschnitt
anhand der Kurzbezeichnungen in Abb. 8 und des angenommenen Koordina-
tensvstems nach [4] in folgender Form schreiben:

gsh oy +chay—1 (16}

= —
22

I _p_(aH——shva

choaH
mit

R

I
rm—————
S
—
I




EIGENSCHWINGZAHLEN 47

2'S, die Summe der Balkensteifigkeitsverhéltniszahlen, bezogen auf sdmtliche
Knotenpunkte eines Geschosses, ist

<7 ‘ y Cr . « . C y
Z S =81 54+81+S5, 3+ S5+ Suotmt = Sm,m—-i-

Il

810 =85 = ———

€53
J= D J;ist die Summe der Querschnitts-Trigheitsmomente der Stiitzen
Lo |
in einem Geschof.
Wir erhalten die Gleichung der elastischen Linie fiir den Ersatzbalken durch
zweimalige Integration des Ausdruckes (16). Nach einmaliger Integration erhilt
man

~
+ 0.

’ U dy = 1 tJH~\th 1 1 )

cl -————:I -
BJa? chall o HTTERETY

T BT

Fiur die Konstante (' erhalten wir aus den Randbedingungen (in y=#H
7=0) Null. Nach nochmaliger Integration ergibt sich

o ) dy = 1 (axH—shaH 1
= ’(f YT ETE T chaH 2

Auch die Ermittlung der Konstante C, erfolgt anhand der Einspannung
(y=H). da hier =0 ist. Somit ist

1 H’ oH sh «H ch?oH 3 1 1 . H}
E]x- choH o ch o H J———ZZ ch x .

4

Cy = §

Die Gleichung der elastischen Linie des Rahmenskeletts ergibt sich also zu

1 (xH—shaH <l o = ch o oy x22H*
T ETA| T chal TS 2
oH ch o —sh «2H ‘

— —chaH|. (17}
chzH e ) s

und die Gleichung der angendherten Schwingungsform zu
. d.stthSh v o 2y?  2H?  xHshoH—sh>xH ch2F. (15)
Ty = e 81 2l — C1) Y — —-— —_— - . [a
! ch # W 2 ch xH x o

Bei Skelettbauten mit gelenkig angeschlossenen Versteifungswiinden kann
die Versteifungswand als ein eingespannter Triger aufgefalt werden, der
geschofBweise durch Federn mit gleicher oder anndherndgleicher Federkonstante
abgestiitzt ist. Somit 1Bt sich die Versteifungswand durch einen elastizsch
gebetteten Kraghalken ersetzen. fiir den die Bettungsziffer aus den Feder-
konstanten leicht zu ermitteln ist. Die Aufstellung der Gleichung fiir die elas-
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tische Linie eines elastisch gebetteten, eingespannten Balkens unter gleichmiiBig
verteilter Last stellt eine hereits gelgste Aufgabe dar, die unter anderem auch
in [6] nachgelesen werden kann. Die Berechnungen zeigten, dafl man keinen
allzu groben Fehler begeht. indem man statt der durch genaue Berechnungen
erzielten. ziemlich umstindlichen Gleichung, die bei der Schwingung defor-
mierte Form durch eine Parabel vierter Ordnung ersetzt.

4. Ermittlung der Eigenschwingzahl von Skelettbauten mit ecksteif
angeschlossenen Versteifungswinden

In der iiberwiegenden Mehrheit der Fille ist die Verbindung von Rahmen-
skelett und Versteifungswand kein Gelenkanschlul}, sondern er ist ecksteif
ausgebildet (Abb. 2). In dieser Form ist das schwingende Rahmenwerk nicht
e zur geschofBweisen Ubertragung von Kriiften in Balkenvichtung geeignet.
sondern es kann auch eine in der Regel an der Einspannungsstelle auftretende
Schrigkraft und ein Moment ibertragen. die dem Ausschlag der Versteifungs-
wand bzw. der Querschnittsverdrehung proportional sind. Das schematisch
dargestellte statische und schwingungstheoretische Modell einer derartigen
Konstruktion ist in Abb. 9 zu sehen.

In der Abbildung ist das beim Zusammenstof von Rahmenbalken und

o

Abb. 9

Statisches Modell Schwingungstheoretisches Modell

Versteifungswand tibertragene Kraftepaar durch eine besondere Spiralfeder
dargestellt, deren Federkonstanten durch e¢;, ¢, ... ¢, bezeichnet wurden.
Besteht zwischen der Schwingungsamplitude sowie den auf die Versteifungs-
wand iibertragenen Kraften und Momenten ein linearer Zusammenhang. so
sind diese dem Ausschlag direkt proportional; mit anderen Worten: es handelt
sich um lineare Schwingungen. Wir wollen dhnlich wie in Abschnitt 8 vorgehen,
und auch hier das Prinzip der Energieerhaltung als Ausgang wihlen. Es werden
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massenlose Federn vorausgesetzt, was ja selbstverstindlich ist, da in der
Wirklichkeit keine bhesonderen Federn vorliegen, sondern die Federwirkung
durch die Elastizitit des Systems an sich erfolgt. Somit ist die maximale kine-
tische Energie des Gesamtsystems nach den Ausfithrungen in Abschnitt 3 wie

folgt:
=

W= 9
5| wop(y) dy (19}

0

Eﬁiﬁx —

(Fir die Kurzbezeichnungen siehe Abschnitt 3.)

Die potentielle Energie des Systems 140t sich auch hier als Summe der in
der als eingespannten Balken betrachteten Wand sowie in den zweierlei Federn
aufgespeicherten Energien anschreiben:

By = By paggen + Ereder 1+ Ereaer 11

Da simtliche Elemente den maximalen Ausschlag gleichzeitig erreichen,
werden sie auch das Maximum der kinetischen Energie gleichzeitig erreichen,
und so gilt, daB

Epot max — Epot Balken max T Epot Feder Imax 7 E pot Feder I max-

Die in der Formel als Zeiger stehenden Bezeichnungen Feder I und Feder 11
heziehen sich auf die die Kraft bzw. das Moment iibertragenden Federn.

Betrachten wir nun eingehender die einzelnen Glieder. Unter der Vorausset-
zung einer verinderlichen Querschnittsfliche sowie eines verdnderlichen Trig-
heitsmoments, ferner die Arbeit der Querkraft eingerechnet, ist die maximale
potentielle Energie des Balkens wie folgt:

I

H
. 2. 32 5 Ty 3. 2
Epot Balken max = “]7— I E](}/) [E—%O‘] d Y+ EQ m 1 [ ](_?/) [ d® o ] d;’/- (20)

dy m Fiy)y | dy?

Die Arbeit der, den Versteifungshalken abstiitzenden fiktiven Federn und
damit der Hchstwert der in ihnen aufgespeicherten potentiellen Energie wird
aufgrund folgender Uberlegungen ermittelt. In Abb. 10a sind die Federn
dargestellt, die in einem jeweiligen Gescholi die Wirkung des sich an die

Abb. 10
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Versteifungswand anschlieBenden Balkens ersetzen. Durch Deformation wird
der Querschnitt 4 —B der Versteifungswand die Lage 4’—B" einnehmen:
damit andert sich die Linge der Stiitzfedern, was in Punkt 4 die Ubertragung
auf die Wand einer Horizontal- (H) und einer Vertikalkraft (') sowie eines
Moments (W) zur Folge hat, wie das aus Abb. 10b ersichtlich ist.

Wird das so erhaltene Kriftesystem auf den Querschnittsschwerpunkt
reduziert. so erhalten wir die Krifte und Momente in Abb. 11, aus denen die
Arbeit der Stittzwirkung errechne t werden soll. Mit der iiblichen Anndherung,
wonach die Arbeit der Normalkraft (T7) der Arbeit der anderen Kraft und des
Moments gegeniiber vernachlissigt werden kann, und anhand der Uherlegungen
in Abschnitt 3 kann die in der horizontalen Stiitzfeder im Laufe der Defor-
mation aufgespeicherte potentielle Energie aufgeschrieben werden, mit dem
Hochstwert ,\,

E}xoﬂ"eder]max = “5‘ (21\

{Die ausfithrliche Bedeutung der Grofien in (20) und (21 ist in Abschnitt 3 zu
finden.)

Das aut die Versteifungswand iibertragene Moment ist der Verdrehung des
zum Anschlufipunkt der Rahmenbalkenachse gehorigen Versteifungswand-
querschnittes direkt proportional.

W=cdo

¢’ bedeutet hierin die Mafizahl des durch Einheitsverdrehung auftretenden
Moments und wird im weiteren als Torsionsfederkonstante bezeichnet. Somit
ergibt sich die aus der Arbeit des durch die Querschnittsverdrehung auftretenden
Moments herrithrende maximale potentielle Energie zu

b

.

wx 1 < 5
max - 2 .y
Epot Feder i1 — 5 57 W }:@}: - Y (-chk- (22)

k=1 k

1

In der Formel bedeutet ¢; die Verdrehung des Geschosses & im Augenblick
des groBiten Ausschlags, was dem Wert der ersten Derivierten der der gréfiten
Amplitude zugehorigen Funktion in der hetreffenden GeschoBhéhe entspricht.

Nach Gleichsetzung der maximalen potentiellen und kinetischen Energien
laBt sich anhand der erhaltenen Gleichung die Eigenkreisfrequenz der Kon-
struktion aus folgender Beziehung ermitteln:

H H

2 e 2 m - 3. ?
[E.J(y)[%;,f] dy+2E9(_’l_'_Z[[i(y)] [%—:“9-] —Z Tiex + §'¢(|
[ 0

J m = ~
5 4}

w

H

~.

J 'Lo;z( y) dy
0
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In der Gleichung bedeutet x; auch in diesem Falle die zum grofiten Ausschlag
der Versteifungswand gehorige Funktionsform, die nach dem Verfahren von
Ravleigh durch eine die Forménderungsbedingungen befriedigende Nihe-
rungsfunktion ersetzt werden kann. Die fiir die Schwingungsform der in Punkt
3.5 behandelten Skelettkonstruktion erhaltene Naherungsformel (18) laft
sich offenbar auch auf Skeletthauten mit ecksteif angeschlossenen Versteifungs-
winden anwenden, unter Beriicksichtigung des Umstandes, dafl in der Summe

o
J = >'J; auch das Querschnittstriigheitsmoment der Versteifungswand
~

vorkommt.

Die fiir die durch Horizontalverschiebung erzeugte Kraft charakteristische
Federkonstante (¢,) 146t sich auch aus dem im vorstehenden hergeleiteten For-
meln (14) und (15) errechnen. Somit unterscheidet sich Gleichung (23) fiir die
Eigenkreisfrequenz, unter Beriicksichtigung der vorhergehenden Ergebnisse,
von (3} lediglich darin, dafy sie noch ein letztes Glied mit dem unbekannten
Torsionsfederkonstante (c,) enthélt. Die fiir verschiedene Varianten unter An-
wendung von Niherungsverfahren ermittelten Federkonstanten werden anhand
von [1, 2] im folgenden dargelegt, ohne auf die Herleitung néher einzugehen.

Fiir den allgemeinsten Fall, wenn Rahmenskelett und Versteifungswand in
der in Abb. 12 angedeuteten Form miteinander zusammenstofien, gilt

. Py
: - bY(,, ® 3b° A‘“’[l ‘“ZJ + Kar
0y = 6EJXA(‘, [1 -+ — 1_}1_____‘) ___[1+ ] ‘ (24)

2a « 2a 9 > K

wo Kyo=Jyfa, Kip=Jupflay und DK =Ko+ K+ Kyp+Kyp ist
(Summe aus den Steifigkeitszahlen der Balken und Stiitzen im Knotenpunkt
). Andere Kurzbezeichnungen sind aus Abb. 12 zu entnehmen.

Praktisch kommt noch die Konstruktion in Abb. 13 vor: ein Knotenpunkt
wurde in wihrend der Schwingung deformierter Form dargestellt. Hier ist

. . b b 30y K¢ .
Cy == GE]&AC(I ':—3)7[—] [1 —-:—-———[1 —:-——] —2%}. (20)

o 2a

K ; /

52) :
R N . / b 4 a + aJ b g
A= A 5 A 7 7 Vs T

Abb. 12 Abb. 13
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(9 ¥4

Der Vollstandigkeit halber soll auch der Fall gezeigt werden, wo zwel Ver-
steifungswinde geschoBweise durch einen Balken verbunden sind (Abb. 14).
In diesem Falle ist die Stiitzfederkonstante (c,) gleich Null. und heim Ausschlag

Abb. 14

werden lediglich ein Moment bzw. eine Normalkraft auf die Versteifungswand
iihertragen. In diesem Falle ist '

o = sEK 2O

26
a* (26)

3. Ermittlung der Eigenschwingzahl von Skelettbauten mit zur
Rahmenebene parallelen Versteifungswinden

Bisher wurden solche Fille behandelt, wo sich die Versteifungswand in der
Ebene des Rahmenwerkes befand. Eine wirtschaftliche und oft angewandte
Ausfithrung besteht darin, die Versteifungswinde aullerhalb der Rahmenebene,
zu dieser parallel anzuordnen, weil dies die Versteifung von mehr als zwel

%
I
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einander paralleler Rahmen durch zwei Versteifungswinde ermoglicht. Die
axonometrische Darstellung dieser Ausfithrungsform ist in Abb. 15 gezeigt.
Hier sind drei zweifeldrige fiinfgeschossige Stockwerkrahmen durch Stirn-
winde versteift. Ausgangs wird vorausgesetzt, dall Versteifungswinde und
Rahmenstiele in den Boden starr eingespannt sind. Die Stiitzwirkung der
beiden Stirnwinde wird durch die Zwischengeschosse den Rahmen iibermittelt.
Eine solche Decke kann als eine in ihrer Ebene starre Scheibe betrachtet werden.

N ..
%7‘7////

A40bb. 16

Das bedeutet, dall wihrend der Schwingung die Formanderungen in horizon-
taler Ebene der Decken vernachlissigt werden kénnen. Weiterhin wird voraus-
wesetzt, dall die Biegesteifickeit der Decke in zur Rahmenebene senkrechter
Richtung gleich Null ist, so daB in der Rahmenebene lediglich die Rahmen-
balken und Rahmenstiele auf Biegung beansprucht werden kénnen, zu deren
Biegesteifigkeit die Decken nicht heitragen.

Somit sind die einzelnen Decken durch die Rahmen in Richtung der Schnitt-
linie von Decke und Rahmenebenen elastisch abgestiitzt, wihrend sie sich
an den Réndern an die Versteifungswinde anschlieBen, die als freitragende
elastische Balken aufgefalit werden konnen. Abb. 16 zeigt das entsprechende
schwingungstheoretische Modell der Konstruktion.

Zur Ermittlung der Eigenschwingzahl wird auch hier den im vorigen
Abschnitt angewandten Grundsétzen entsprechend verfahren. Aus dem schwin-
gungstheoretischen Modell ist zu ersehen, dafl die Abweichung vom in Abschnitt
3 erdrterten Skelettbau mit gelenkig angeschlossenen Versteifungswinden
lediglich darin besteht, daBl die Stiitzfedern der Versteifungswand .stirker”
gind. In der Berechnung kommt dies insofern zur Geltung, daf die Federkon-

1- 6328011
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stanten mit dem Quotienten aus Rahmenanzahl und Zahl der Versteifungs-
winde zu multiplizieren sind.

Aufgrund dieser Ausfithrungen wird die Eigenkreisfrequenz von Skelett-
bauten mit zur Rahmenebene parallelen Versteifungswinden unter Bertick-
sichtigung von Formel (3) aus folgender Gleichung errechnet:

H "
[ d?z,12 m+1 . 32 d%x)? 5 o e
; L9 E , 22N e
[ oot [ [ S
0 = 2 = ¢ (27)
f agm(y) dy

0
Dabei bedeuten r die Anzahl der Versteifungswiinde, s die Anzahl der Rah-
men und m(y) die auf die Achse des Versteifungsbalkens reduzierte Masse des
gesamten Gebdudes je Lingeneinheit. Die sonstigen Kurzbezeichnungen sind
dieselben wie in Abschnitt 3.

6. Zahlenbeispiel

In Abb. 17 ist ein Querschnitt durch ein sechsstickiges Biirohaus dargestellt.
und nun soll die Eigenschwingzahl der waagerechten Querschwingungen dieses
Gebaudes ermittelt werden. Das Rahmenskelett aus Fertigteilen weist in
fertigem Zustand ecksteife Knotenpunkte auf. Decken und Stirnwinde bestehen
aus vorgefertigten Grofiplatten, die im Kraftespiel der Rahmen nicht heteiligt
sind. Unter der Wirkung des anstofenden eingeschossigen Gebaudetraktes
wird in der Hohe des ersten Geschosses eine horizontale Abstiitzung voraus-
gesetzt, die keine seitliche Verschiebung zulifit. Bei der Berechnung von
Deckentrigern und Stiitzen wurden folgende Triagheitsmomente beriick-
sichtigt:

Stiitze (siehe Schnitt 4 —.4 in Abb. 17)

_35.50°

7o 12

= 364 000 cm*;

Balken. unter Beriicksichtigung der anstofenden Randbalken

50.35%
— =9 200 cm*
Jg = 5 179 500 cm*.

Elastizitdtsmodul fiir Beton B.280: E 4, =340 000 kp/cm?.

Die Abstiitzung in den Endpunkten der freitragenden Balken wird dadurch
berticksichtigt, daB durch Reaktion lediglich aufwérts gerichtete Krafte
iibertragen werden konnen (Ziegelwidnde vertragen nur Druckkrifte). Das
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Abb. 17
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bedeutet, dafl bei Schwingbewegung — da sich die heiden Kraghalkenenden
lotrecht in entgegengesetzte Richtung zu verschieben trachten — nur eine
Stiitze arbeitet. Daher wird im weiteren die Wirkung lediglich einer arbeitenden
Kragstiitze beriicksichtigt. Das Modell fiir die Eigenschwingungsberechnung
des Systems ist in Abb. 18 dargestellt.

- ! -
% | 1 % L 31m
> i ts',,
P> =
Ny IR
£ B
‘ N
= = T,
S _— -
i i
Yya 76 m 7

Abb. 18

Die beim Schwingen ausschlagende Form des Gebiudes [i,(y)] wird anhand von Formel
(18) auf folgende Weise errechnet:

J = J,J, = 0,00728 m*,

Z S = 0,00673 E m?,

S 0,00673 E
L= — = g = 000217 £ nr

3.4
[0,0021TE
o ==

B = 0,547m-! H=17.
0,00728

Werte Jder Tunktion in den den einzelnen Geschossen entsprechenden Punkten:

2oly)y in O
x{y) in 0,2H
zo{y) in 0,4H
zoly) in 0,6H
zo{y) in 0,8H
xoy) in H
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Ut

s ge== 0,14 (22905 4,5)"=0,0196
T gap==0,12 (€ ey ge5)"=0,0144
Ty Tgey=0,12 (@405 —0p;2)*=0,0144
"1)::_‘1"03120:09 (@g2— 0, 1)-_‘0 0081
Wy =T == 0,04 (401 5:5)*=0,0016
=0,0581
Bestimmung der Federkonstanten
- I 364000 _ ~ - B
= 22 = —Z = T0C DK, = 2340 ¢m®
K, W 370 1170 e¢m >R, 340 em
. 179500 5
e = — = 2N cm?
K. 7, =50 225 ¢m
. 3Je 3 179500 . < - 5
],:—-‘—: = T s == 09¢ eI pd .- 22- "
S T7, T 1% )95 em 2 K. = 1223 cm
K. 1223
o = ‘% Av = -3 = 0,524
e —RU —340
Nach Formel (14} ist in jedem Geschol
12¢E 2 K, 12-0,524-340.2340 _
= - = 33.8 AMp/em.
Aok 1.591.310° - ALpren

Berechnung der Massen je Geschof}:

GroBplatte 7', S Stk 8.1,5 =14,40 Mp
GroBplatte T, 2 Stk 2.2,1 = 4,20 Mp
Wandplatte 2 Stk 2.3,6 = 7,20 Mp
Deckentriiger 0,145-2,5.12 = 4,35 Mp
Stiitze 0,175-2,5.6,4 = 2,80 Mp
Deckenbelag 12.6,5.0,03 = 2,43 Mp

Trennwand 3.13,0.-1,8.0.8-~18.3.1,8-0,8,
Sonstige Einrichtungen

I

9,08 Mp
2,00 Mp

!

46,46 Mp
Die konzentrierte Masse je GeschoB betrdgt:
46,46

M, = 981 = 0,0472 et sect.

Horizontale Kreisfrequenz des Gebdudes nach (3a):

§(~1‘n,k—mo,k~1)30z /m 0,551
w= P ]004 2.0.4796 ~ 00
2 Mg,
k=1
Horizontale Eigenschwingzahl des Gebiiudes:
"= = ﬁ: 1,49 Hz
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Schwingungsmessungen an Gebduden haben gezeigt, dafi durch eine perio-
dische Erregerkraft zwischen 1.5 und 2 Hz starke Schwingungen verursacht
wurden, die Eigenschwingzahl des Gebédudes liegt also zwischen diesen Werten.
Unter Beriicksichtigung der Trennwinde und anderer Versteifungen kann das
erzielte Ergebnis als richtig bezeichnet werden.

Zusammenfassung

Im Beitrag werden Methoden zur Ermittlung der Eigenfrequenzen der Horizontal-
schwingungen von Hochhiusern in Rahmenkonstruktion sowie von gegen Horizontal-
krifte durch Wiande versteiften Gebduden behandelt, die fiir praktische Berechnungen
entsprechende annihernde Ergebnisse liefern und die Durchfithrung der Rechenarbeit
mit den Mitteln von Entwurfsburos ermdglichen.
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