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1. Введение 

Для решения п~\оской задачи теорш! упругости автором настоящей статьи 
бы.\ уже раньше разработан :vrетод ПРИ?I!енеН!IЯ СИСТе:\!Ы фУНКЦИЙ напряже­

ЮIЙ, ПОЗВОАЯЮЩПЙ производить расчет напряжений производны!\ш первого 
порядка вместо принятых до сих пор ПРОI!ЗВОДНЫХ второго порядка. Т аКИ;\J 
обраЗО?l!, выпо,\нение численного расчета во ~,:ногих отношениях является 

бо,\ее простым и Ю1есте с Tel\! и бо.\ее ТОЧНЫ2\! (2,3). 
В настоящей статье обобщаются эти функции напряжений для трехыер­

ной задачи. Показывается ВОЗ?lЮЖНОСТЬ выражения важнейших уравнений 
теорш! упругости НОВЫ?l!И фУНКЦИЯМИ напряжений. 

;1', у, z 

i, j, k 

a.7:~ Т ху, L.rz 

s 

2. Примененные обозначения 

декартовы е ПРЯ?lюугольные 

координаты; 

еДИНI!чные векторы систеl\IЫ 

ПРЯ:lЮУГОЛЬНЫХ координат; 

составляющие вектора напряжений в 

направ,\еЮIЯХ Х) У) Z В сечении с нор­

уа.\ЬЮ Х; 

состаВ.\ЯЮЩllе вектора напряжений в 

Н'lправлениях У) Х) Z В сечении с нор­

малью у; 

состаВЛЯЮЩllе вектора напряжении в 
направлениях Z) Х) у в сечении с нор­

:.:алью Z; 
тензор напряжений; 

первый скалярный инвариант тензора 
напряжений; 
удельные удлинения в направлениях 

Х, у, Z; 
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у де.\ьные искажения уг .\ОВ в ПЛОСКОС­

тях ху, xz, yz; 
тензор дефор:\!аций; 
первый инвариант тензора дефОР:\lа­

ций; 
вектор пере:с,ещения; 

состаВ.\яющие вектора перемещения; 

6-эле;чснтнь;й вектор. образованны!! 
из Э.\е:\~ентов тензора наПРЮЕеННl!; 
6-эле:,:ентныи вектор. образовс:нный 
из Э.\б!ентов тензора дефОР:\!ациil; 
тензор. выражающии закон упруго­
с,;,и: 

CH~lEO.\ Кронеккера; 
СДJlН!!ЧНЫИ тензор; 
~одуль упругости; 

коэффициент контракции; 

с"ОДУЛЬ сдвига; 

первая постоянная Ламэ: 

вторая постоянная Ла:\IЭ; 

знак ска.\ЯРНОГО 1":\шожения; 

зна!\: векториального У:\lножения; 

знак диадического у:\!ножею!Я: 

дифференциальный оператор. так на­

зь:вае:\:ый на6.\а-вектор: 
пони:\!аН!iе векторной дивергенции: 

ГЮН!I:\!ание векторной ротаци]]: 
r:CHI!:\laH!le градиента; 

оператор )\,ш.\аса; 

теЕзорная ДЕверген!,l!!Я: 

,;,(нзорная ротация. 

Вписанные за формула:':!i обозначения сп т, Д.". 1"1,аЗ1о:ваIОТ на то, что ц!!к.\IJ­
ческой ЗЮlенои пере:\lенных х, у. z из даEliOЙ ФОРЛIУ.\Ы :чожно получить еще 
две дальнейших фор:\!улы. 

3. Краткое изложение достигнуты;;: ;:,1) сих пор резу.\ьтатов 

Основные уравнения теор!!и УПРУГОСТ!! разде,\яются на три группы. Первая 
группа охватывает уравнения равновес!!я. написанные пеРВЬ1:\! НДВЬЕ IJ 

1821 г. К BTOPOl! группе ОТНОСЯТСЯ заВИСИМОСТЕ '\~ежду ФУНКЦIIЮШ уде.\ЬНЬ!Х 
дефОР?\lаций и пере~!ещениii написанные КОШИ в 1822 г. 
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в третью группу уравнений теории упругости входят так называе~\ые фи­
зичесК!!е уравнения, выражаю!-цие закон ГУКА в обобLценно1У! виде. Этот 
закон бы.\ установ,\ен rYKOlVI уже в 1660 Г" НО был ш! опуб,\Икован толь" 
1,0 в 1676 г. В дальнейшем дается объяснение эт!!х уравнеНИIJ толы,о в объ" 
о!е, неоБХОДИ;\10:V! для пони;\!ания дальнейших из.\ожениЙ, так как они по­

дробно описаны в литературе (6. 14). 
Пренебрегая объешьш!! СИ.\а1УШ. пространственное равновесное состояние 

У.ожно написать. как известно. в следующем виде: 

DIYS = о. (3,01) 

Соответствующие три скалярных уравнеНl!Я: 

Эах дУХ)1 ОУх: 
д;-Э-;- д: 

(1 (3.02) 

и т. д. 

г еометрнческ!!е уравнения выражаются следующеu известной зависимо­
стыо (7): 

о 

соответствующей следующим шест!! уравнениям: 

дu 
СХ - д:с 

и т. д. 

., 
/ .{~I 

дu dL' 
оу - Эх (3,03) 

ОСНОВНО!! заI,ОН упругости при совершенно общей аНИЗОТРОПЕИ и;,rеет вид 
(8) : 

а = Н·с. (3,04) 

в с\учае однородно!! изотропш! КО.\]jчество Э.\е:чентов 1/;; lIJ;, составляющее 
обычно 21. СОI,ращается следующи:.! обраЗОl\!: 

Н т т 

-Е Е 
О 11 (1 

iil 1 т 
С, {J О 

Е -Е 

т т (1 (1 С' 
Е 

1) () О G О О 

О () О О G (1 
(3,05) 

О О О О (1 G 
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Система уравнений пространственной задачи теории упругости, состоящая 
из приведенных выше 15 скалярных уравнений, дополняется еще так назы­
ваемым уравнением совместимости, которое можно написать в следуЮЩб! 

виде (4, 5): 
IllkD = О. (3,06) 

Здесь дифференциальный оператор Illk ПРИ~jеня.\ся для сокращения следу­
ющего триединого матричного произведения (5, 12): 

Illk D = R.D.R*, (3,07) 
где 

R 7XI== - о 0-1 о oz - ау 

о д 
- oz о 

ОХ 
(3,08) 

д д 

ау - ох о 

R* транспонированное значение ее. 
Детализируя выражение (3,06). получаеы с\едующие известные уравне­

ния: 

(3,09) 

Исключая некоторые неизвестные. БЕЛЬ ТРАМИ упростил пр!!веденные 
уравнения ТЮ" что остались только Э.\е~!енты тензора напряжений. Т аКli;,! 
образо!\! он по,\учил слеДУЮIЦ!Iе шесть ураВНеНИЙ: 

_1 их 
2(;.-'-р) (Р uо 

(1 
:3;.~2p () ~l~:2 

И Т. д. 

J 
2(;.-'-.u) д:2 U() 

П Т.су 0)"" ! :) дхду (:3.10) .;))01 "-,и !I 1. Д. 

Суымированием уравнений первого типа для первого ска,\ярного инварианта 
тензора напряжений получается ЭЛЛ!IПтическое дпффереНЦ!iа:\ьное уравне­
ние: 

j Uо = О. (3,11) 

Для решения этого диффереЩ;Рlа.\ьного уравнения ЭРИ вве.\ в 1862 г. 
функцию напряжений, названную и:\! функцие!i пр!! по:.ющи KOTOpoi~I для 
двухмерной задач!! он написал зависимость 

UО = ~lP. 11 J.c'l Р = о. (3,12) 
Такиы образо?>!, проблема сведена к задаче с одной неизвестно!!. 
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Вводя две да~\ьнейших функции напряжений, МАКСВЕЛЛ обобщил эту 
функцию напряжений для треХ:\1ерной задачи. Затеы МОР ЕРА ввел дру­
гую систеыу, состоящую также из трех скалярных функций, и тем самым 
для решения пространственной задачи теории упругости нашел другую си­

стему функциI:'r напряжений (6). 
Значительно позже было только выяснено, что эти две системы, состоя­

щие из 3 функций каждая, не являются незаВИСIIМЫ:VШ друг от друга, а 
представляют собой дополнительные систе~!ы, образуя элементы зеркально­

го тензора (12, 15). 
Ибо, уравнение равновесия (3,01) удовлетворяется предпо.\OfI·;ение;\!, по 

которому тензор напряжений разлагается следующим спосоБО:\1 (4, 5): 

s IllkF R·F·R*. (3,13) 

Параметер-тензор F И?\1еет вид: 

F -Р1 Еа Е5-

Еа Е'2 Р] 

Е5 Е4 Fз - (3,14) 

Выражая заВIIСШIOСТЬ (3,13) через элеыенты параметра-тензора F, дЛЯ от­
дельных элеС'.1ентов тензора напряжений получаеl\1 следующие зависимости: 

Т.?::l! == 

Т.1': 

Ту: 

02 Е1 
Иу = 

02Fз д2 Р5 . 
о;е-2 - д,с дх ' 

[Р Е2 д2 Е1 д2 Ес. 
и- = _. __ -,- ____ . __ О 
- 0;(·2' д у2 дхду' 

(3,15) 

Только три из шести функций Fj-v F(j независи~!ы друг от друга, а при 
определенных ус\овиях :\IO?КНО принять. что три равняются ну.\Ю (12). 
В системе МАКСВЕЛЛА Fr, l'\ Fc=O, а остальные F j , F2, F:) пред­

ставляют собой систему функций напряжений МАКСВЕЛЛА. Как частныЙ 
случай, в плоской задаче и F j =F2 =0. В этом случае остается только F~), ко­
торая является функцией напряжений ЭРИ. 
В СИСТб!е МОРЕРД F1 F2=F~=0, а остальные три фУНКЦИИ F", F.1, F 'j 
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образуют систему фУНКЦИЙ напряжениi:'! МОР ЕРА. Из этой C!!CTe~1Ы нельзя 
выводить функцию напряжений ЭРИ. 
Напряжения в обеих системах выражаются через производные второго по­

рядка. Исключая из выражений (3,15) фУНКЦИИ, соответствующие дaHHЫ~l 
системы.!, получаем зависимости, входящие в соответствующую систему, на­

пример, 

и 

И.Т 

и т. Д. 

д2 Р! 
oyoz 

в CHCTe:'Ie МАКСВЕЛЛА 

в системе МОРЕРА 

Уравнения, служащие д.\я определения функций напряжений, ЯВ.\ЯЮТС5i 
сложныыи (4,5, 10, 12). 

4. Введение новых фУНl~ций напряжений 

Уравнение равновесия (3,01) удовлетворяется не только разложенпеы 
(3,13), а рядом других. При этом кажется даже излишни:.! вводить в каче­
стве параметра для описания напряженного состояния тензорную величину, 

так как достаточно ПРИНИl\!ать три фУНКЦИИ напряжений, незаВИСШ.lые друг 
от друга (6, 12). Более целесообразным кажется вводить разложение: 

s R· [fx 1]*, ( 4,гщ 
также удовлетворяющее уравнению равновесия (3,01). Тензор-оператор R 
был уже определен формуло!! (3,08), а три ко:.!Понента вектора f представ­
.\ЯЮТ собой три необходю!ых фУНКЦИИ напряжений. Ес.\и обозначить три 
ко:\шонента вектора через Х, У, Z, то раз.\ож!lВ заЮIСЮIОСТЬ (4,01) Э.\бlен­
ты тензора напряд-;еннй f :\южно выразить в с.\еДУЮЩб! виде (1): 

о о * 
о [Х, Y,Z]>< 1 (1 О S oz ду 

д 
о 

а 
(i 1 - о;; а ;1; 

u 

а д 
(1 СI 1 

ау O;l~ 
1) 

О 
а а 

-Z У 
а;: 

() 

ау 

а 
о 

а Z о Х - az аХ 

f) д 
о -у Х о 

ду ЭХ 
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( 
_ (-УУ) 
ох 

(ЭХ _ ()У) 
()х ()у (4,02) 

Иначе говоря, с поыощью трех введенных пара:vIетров-функций отдельные 
напряжения выражаются слеДУЮЩИ:'1 обраЗО;;I: 

дУ oZ 
и.т = () у -+- о z ; 

дХ IЭZ 
и" = ~--'-c;-: 

. (J Х о::; 

TX~I 

Т .1::: -

Т.,·: 

ау 

7hj; 

ау 

а ;1' 

az 
ох' 

дZ 

д!l ' 

Ту.(; 
дХ 

- а у' 

ЭХ 
T:;C=-GZ; 

а) 

б) 

( -±,О:З) 

Подставляя вырюкения (4,03) в три скалярных ураВF.ения (3,02) уравнения 
равновесия (3,01), они идентично удовлетворяют ШI. 
Из-за заВ!!СИ~Iостей равновесия Тху = Тух И т. д. ~Iежду тремя функция­

:vШ напряжений существуют Ci\едующие заВИСИ~IОСТ!i: 

дУ дХ 
Эх = ау: 

а У oZ 
д::: = ду : 

ах az 
az = ах' 

у равнения (4,04) :\IОЖНО написать в СЛЕ:ДУЮUjем упрощеННО:'I виде: 

l'otf = о. 

(-±JJ4) 

( 4,ОБ) 
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5. Выражение важнейших заВИСИ1\IOстеи теории упругости через 
введенный параметр-вектор 

5.1 Написание основных у равнении тео рии упру~ости 
Совмещенное уравнение равновесия-совместимости теории упругости было 
уже приведено в фОРМУАе (3,11), Поскольку первый скалярный инвариант 
тензора напряжений с учеТЮl введенного вектора пишется в Фор:\!е 

0'0 = 2 divf (5,01) 

сокращенное уравнение БЕЛЬ ТРАМИ (3,11) имеет следующий вид; 

.J [di-;-f] О, (5,02) 

Это уравнение СОБ:\!естно с уравнения:\!И (4,04) и (4,05) 

l'otf О (5,03) 

определяет вектор f, 
Систе:\Iа скалярных уравнений, соответствующая (5,02) и (5,03), написыва­
ется в виде 

, ([) Х i д У I [) Z J 
.J Ох-Т- Оу 7 [)::.; 

дХ [)У 
[)у=о;;;; 

дZ 
д;l' ; 

[)У az 
д;:=ду' 

= О; а) 

б) 

(5,04) 

Одна из трех заВНСIi:\юсте{I (5,04 б) не является независи:\юй, так как Дllф­
ференцированиеы !I подстановкой она выводи:.!а из двух оста.\ьных, с\едова­
тельно Д.\Я трех скалярных функциu Х. У. Z !I:\lee:\! три незаВ!IСИYrЫХ уравне­
Н!IЯ. 

5.2 Н аписание напряженuя на поверхностu с любой нор.1faЛЬЮ 

Разлагая тензор напряжения на спеЦИфIIчеСКИ{I тензор !I тензор отк,\онения, 
lI;\lee:\I; 

В= divf 
ах дХ дХ 

О О - дх - д)/ - д: 

о di,- f 1) 
дУ д:Г дУ 

дСё' - ду - д::.; 

L 1) О diyf I 

az iЭZ [)Z 
( 5,(5) 

- 0;1' !I [): 
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Из разложения видно, что вектор напряжеНl,Й Рn на поверхности с любой 

норыалью n = icosx+jcosp-'-kcosy можно написать в виде: 

где 

S d · -~ (1 f 
р" = ·n = п, l'n--

d 
' 

8 

d д д о 
-1 = cos х ~+cos IB~-'-COS Уд-' 
(8 иХ иУ' z 

Например, если n = i, 
и соответственно 

cosx = 1, cos ,8 = cos у = о 

Р; 
i (о у -'- д Z) _ . (О у _ k о Z) 
ду 'oz J о'ж дх 

(5,06) 

(5,07) 

(5,08) 

Выражение (5,08) соответствует наши:,>! существующи:у! знаниям (1, 6). 

5.3 Н аписание ФУНКUUЙ дефор.1!аuuЙ 

Для написания функциI:'r дефор:.!ациЙ в геометрические уравнеНI!Я (3,03) 
подстав.\ЯЮТСЯ выражения напряжений (4,03): 

01[ uхm ( ) - - 8 - --- и -'-u~ 
ох - .С - Е Е 11 I -

II Т. д. 

Преобразуя это выражение, ПОХу'чаб!: 

и т. д. 

(5,10) 

Пос;\.е интегрирования выражений (:5,1 О) получаются состаВ.\ЯЮЩl!t Бектора 
пере:'lещени!r: 

I! 

и т. д. 

1-mj' , 
--к-.. dп- f сl.1.' (5,11) 

При ПО:,ЮЩ!! состав:\яющ!!х вектор переыещеНlIЙ пишется в следующе:'I 
виде: 

1-m /' . 1-'-m u = --к-. c11\-fdr- E - [+С. (5,12) 

Здесь выражение dl' = i (1.1.'-'- j c1y-'-k d;: и постоянная интегрирования С 

определены связью, предусмотренной второй: группо!! геометрических урав­
нений (3,03). 
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5.4 Плоское напряженное состояние 

В случае задачи с двумя переменными разложение тензора напряжеН!ilI § 
ПРОJIЗВОДИТСЯ аналогично выражению (4.01). исключая ординаты в направ-
лени и Z: 

О О 
д 

[х, У, О] Х о ci -l * 
G.r 7'Х1/ 1.1 

ау 

О () () 
а 

1} о Т!а И" () :( 

О () (1 
д д n (1 (j 1 
ду d-l" 

(1 
д 

11 
ау 8У 

о (J 11 () 
- дх 8у ду 

(J 
() 

(1 () 
дХ ах 

о 11 
а;!" 

(1 
- ау а.1· 

а д 
() -у х (J п (1 

8у 
(1 

ах (6,01) 

Следовательно, через вектор f = iX --;- jY ана.\QГIIЧhО ОПl!сывается !I плоская 
задача теории упругост!! с двумя переменнымн. В чаСТНО,,1 с.\учае этот век­
тор может считаться !! коыплексным число,,;; по ЭТО~!У ВОПРОСУ !!;\!еются 

весь:.!а подробные данные в .HIТepaType (2, 3, 7, 8. 9. 11). 

6. ВЬПЮДЫ 

В статье бы,\о показано решение пространственной задачи теори!! УПРУГОСТИ с ПО:\ЮЩЬЮ 
трех функциfr напряжений, ЯВАЯЮЩИХСЯ тре)!я ска.\ЯРНЫ:\Ш орд!!натюш вектора f. В от­
.\iIчпе ОТ ПРlI:\!еНЯС:\IЫХ до сих пор спсте:\1 фУНКЦИЙ напряжен!!Ii. преи:\!ущество ПРС,.1стаI3~ 
.\енных функций зак,\ючается в ТО)!, ЧТО из них напряжен!!я вычисляются в:\!есто про!!з­
водных ВТОРОГО порядка. производным!! первого порядка. а при этом уравнения д,\я 

опреде:\ения искомого вектора яв.\яются ОО,\ее ПРОСТЫ:Ш!. Вектор f УДОВАетворяет С.\еду­
ющи:\! дву)! уравнения)r: 

.1 [cliYf] = о. 

l'Otf = о. 
Первое из них выражает ОДНОВРБJенно равновесие и сов)!ести)!ость. В с,\vчаях ортотро­
ПНИ II анизотропин TO~\bKO оператор прини:\tает другой В11Д. Tal~. напр-и:.rер. в случае 
ортотропшr: 

82 Е;: д2 

да·2- E
j
JJ y2' 

Второе уравнение выражает то,\ько равновесие (двойственность касательных напряше­
ни!!). следовательно ОНО Оf.\азывается и в таких с.\учаях НСИЗ;\1енны;-,!. 
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Первое уравнение соответствует одно:,!у скаАЯРНО:'!У уравненшо, ~ второе тре:.! ска· 
АЯРНЫЫ уравненияы. Таким образо:.!, н:.!еются трн ска.\ЯрНЫХ уравнення. достаточные Д.\Я 
опреде,\ения трех скалярных ордннат: 

J(ОХ..:...дГ..:...ОZ) О. 
ОХ . ду Оё 

ах дГ 

оу Эх' 

ЭХ r1Z 
О::: дх' 

ЭZ оГ 

ду (): 

Любое уравнение нз трех пос\е,1Н!!Х ПО,\учается нз ДВУХ оста.\ЬНЫХ путе:.! .1I!фференцнро, 
13аНI!Я !! I!нтегрировання. 
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