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о КРИТЕРИЯХ СПРАВЕДЛИВОСТИ УРАВНЕНИЯ БЕРНУ ЛЛИ 

о. ХАСПРА, 

НаУЧНО-ИССАедовате.,ьскиЙ институт ВОДНОГО хозяйства 
(Поступило в печать: 4-го декабря 1964 г.) 

в нижеследующеl\j дается едины!! п простой вывод критерий справедливо
сти уравнения БеРНУЛAlI, для установившегося потока идеальной жидкости. 
В литературе [1-5] эти l\:ритерии сою!естно обычно не даются и их вывод 
часто ПРОИЗВОД!lТСЯ по с\ожному скаЛЯРНО:УIУ пути Bl\!eCTO векторного. 
С некоторы:ш! ОТЛI!ЧИЯl\!!i в обозначениях, вариант - по Г ромеке - ги

дродинамического основного уравнения Эйлера для установившегося пото
ка в потенuиа.\ЬНОl\! сплово,,! поле идеально!! жидкости известно р. с\едую
ще!! форм; [2-4]: 
градиент 

[T-L_-L_ 
[ 

р ~'2] 
, 'l I 2 = ё х l'ot L-, 

где 

u - потенциа.\ СIiЛОВОГО ПО.\Я Т, деiicтвующего на Ж!IДI,ОСТЬ, т. е. 

т = - град U 

р - распреде.\ение даВ.\ения, 

'l - постоянная п~\отность, 

[: - распределение скорости. 

Выражение 

И-'- ..::..-+ --::-

(1) 

(2) 

определяет l"v!еханическую энергию частицы жидкости единично!! ыассы 
(удельная энергия в некоторо!! точке, положение которой определяется век
TOPOl\! -Т). 
Интегрируя по вектору r обе стороны уравнения ПО некоторо!! кривой 

(g) между точками 1 и 2 (рис. 1) получаем: 
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На левой стороне выражается разница между уде.;\ьныу,и энергиюш чаСТI!Ц 
Ж!lДКОСТ!! в точках 1 и 2. Эта разница по теории Бернулли об идеа:\ьной 
жидкости равняется НУМО. Т аки:\! образо:\!, еСЛI! уравнение Берну.\.\!! :l-южет 
применяться для рассиатрнваемых точек. то правая сторона уравнения (3) 
должна равняться ну.\Ю: 
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рис. 1 

(:;) J l' I'Ot /. clr (4) 

1 

Этот !!нтегра.\ i\!Ожет равняться нулю по ЫHoГlr:VI способа:v!. однако, ЯВ.\яет· 
ся обязательно ну.\Ю, ес\и все ОIсшанные ПРО!iзведеН!IЯ, преДСТiJВ.\яющ!!:: 

собой его ЭЛе:\!ентарные состав.\яющие. равны ну .\10. то есть ес\и по КРИ
вой (g) везде 

;: l'ot l' (11-:- = ! ) . ( ;) ) 

Ввиду того. что лева" сторона ураЕнения (3) незав!!си:v:а от направ.\ею!я 
интегрирования, правая сторона до.\жна быть такл;е незаВ!Iси~юli. Есл!\ 
:\iежду точка:vш '1 и 2 удается найти единственную кривую, по которой пра· 
вая сторона, то есть выражение (4). разно нулю, тогда оно и по любоI1: кри
вой равняется ну.\Ю. Ио;ать такую кривую наиболее целесообразно на осно· 
Бани!! уравнения (:5). ПГJТО:'IУ. что Б это:\! случае доказана справед.\!IВОСТЬ 
уравнения Берну.\л!! не то.\ько для данных двух точек, а для .\юбых двух 
точек, взятых по кривой. Легко доказать, что I!З уравнения (4) б~зусловно 
вытекает (5), то есть ограничениеы анализа на уравнение (:5) ;\IbI не пропу
стили такие пары точек. :\lежду которы:\ш уравнение (4) ЯВ.\пется справед
.'ИВЬ!:"!. 
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Выражение на левой стороне уравнения (5) - как о:ешанное ПРОlJзведе
ние - равно ну.\ю тог да, если хотя бы один из его векторов равняется ну

лю, или если хотя бы одна векторная пара параллельна. Уравнение Бер
вулли сГ!раведливо в следующих случаях (и в их комбинациях): 
1. Ес.\и ·u-= О, то есть в стаТl!ческо:\! СОСТОЯ НИ!! между АюБЬЕ\Ш дву~!я точка

~!!I. (Этот_случай тривиален). 

2. Есл!! l'otv = О. то есть :\!ежду .\юбьши ДВУ:\lЯ ТОЧКЮШ в без вихревом (по
тенциально!;!) потоке. 

3. Если dr = О, то есть ее\и paCO!aTp!lBae:\IbIe две точки совпадают. Пото!, 
может_быть ,~юбого характера. (Этот случай тривиа.\ен). 

-t. Ее\и с; гоt и. то есть ;"fежду ДВУ:VIЯ точкам!! в так называе1.l0:Ч вихреВО~I 
потоке. 

5. Ее\!! v d)'. то есть раСОlатривае?>Iые две точки .\.:жат на одной и той ж-:: 
линш! тока. П~ТОI(. впроче:\f, :lюжет быть любого характера. 

6. Ес:ш гоt ~ dT. то есть. есл!! раСОIатрпвае:\!ые две точки лежат на одно!! 
и той же впхревоi"I ЛИНИИ. Поток. ВГ!РОЧе:\!. ;\:ожет 6ыть .\1060ГО характера. 
Легко убедпться, что в с,\учае реа:\ьной ЖИДКОСТИ И.\!! неустаНОБl!Вшегося 

потока уравнение Бернулли применяется в тех же шести С.\учаях. во. конеч
но. дополнено Ч.\ена:vш потери НЛ!! !!нерц!!и. 

От:v!ечае:l! еще. что по БО.\ее обыкновенноj"r :lIетодпке, принятоj-i в ПIДРО
технической литературе, уравнение (3) в по.\е СП.\Ы тяжести ПР!iобретает 
вид 

1 ['- --- 1'гоt <' di" 
(1 

(6) 

i 

[де: 9 постоянная Вt'.\!lЧ!lна СН.\ы ТЯ;-Еести, 

ПОСТОЯННЫIl удельный вес ЖJIДКОСТИ. 

- геодетическая высота раСО!атривае:l!ЫХ точеI,. а це.\ая .\евая сторо-

на выражает из:'>!снение энергип частицы БОДЫ ед!!ночного Беса. Это однако 
не !!з~!еняет дальнейшиiI ход расоютрен!!я. 

Резюме 

KPHTCPII!! спраВСД.\IIВОСТ!! уравнения Берну.\.\!! .1.\Я I1дса_\ЬНОi! Ж!IД"ОСТII наIl60.\ес наг.\ЯД
но опреде.\яIOТСЯ !I перечнс.\яIOТСЯ на основании уравнения (3), ПО.\ученного путе~I ин
тегрирования уравнения Г РО:'lеки (1). Лсвая сторона этого уравнения выражает I:З:'Iене
ние уде.\ьно{; энергии, которое по теории Бсрнулли равняется НУ.\IO. ТО есть правая сто· 
рона также равна НУ.\IO (4). Ec.\II (4) ~IСЖДУ 1 и 2 равняется Н)'.\IO. тогда существует 
путь, по KOTOPO~IY (5) также равно Ну.\IO. Яв.\яясь 01ешаННЫ~1 ПРОI!зве.1е!IIlе~j. оно в ШС
СТИ ОСНОВНЫХ с.\учаях !i в НХ f.\О:\I6инац!!ях равняется НУ..\10: 

1. i' О. :2. гоt }' О, 

4. l'ot ;:5. - (J-; .. /' {'. /' 

То ссть 13 этих с.\учаях уравнение Бернул.\!! справе.1.\!!ВО. 
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