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Einleitung

Ziel dieser Arbeit war die Errechnung der Induktivitidt von einlagigen
leeren Spulen. Die Spule, deren perspektivisches Bild in Abb. 1. ersichtlich ist,
wurde aus einem nicht magnetisierbaren Leiterband mit ablangem Quer-
schnitt mit gleichmiBiger Gewindesteigung hergestellt. Die der Stromzufiih-
rung dienenden Teile liegen mit der Spulenachse parallel oder winkelrecht.

Abb. 1

Bis jetzt hat man die Spuleninduktivitdt (L) von Spulen mit definiter
Linge — mit besonderer Riicksicht auf die induktive Erwarmung — aus der
Induktivitat (L,) von den unendlich ,,verdiinnten® Spulen (d, /I, —0) mit Hilfe
des Nagaoka-Faktors (¢, ) berechnet [1—10, 12—17]:

L=Ly-a,, [H] (1)
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Up =4n- 1077 [Vs/Am] die Permeabilitdt des Vakuums,
d,: den dquivalenten Durchmesser der Spule [m],
l,: die Lénge der Spule [m],
N: die Windungszah! der Spule bedeuten.

Die Verwendbarkeit des Nagaoka-Faktors wird durch den Umstand
beschrankt bzw. verunsichert, daB er die Gewindeform der einzelnen
Windungen, die Zwischenrdume der Spule und den Einflu83 der Stromzufuhr
nicht den Tatsachen entsprechend beriicksichtigt. Weiterhin wird der
dquivalente Durchmesser der Spule — der bei der Anwendung des Nagaoka-
Faktors den Durchmesser eines Rohres mit unendlich diinner Rohrwand
bedeutet — nicht in jedem Fall, und wenn dann auch nicht richtig feststellt.
Dies erhoht weiter die Unsicherheit.

Die hier folgende Berechnungsmethode ist geeignet durch die Beseitigung
dieser Mangelhaftigkeit die Bemessungssicherheit zu verbessern.

Berechnungsmodell

Die Bestimmung des Berechnungsmodells bedeutet eigentlich das
Berechnen der dquivalenten Male. Zuerst wird der anlange Spulenleiter von
begrenzten Maflen zu einem unendlich diinnen Band umgestaltet, wodurch die
aus den FluBverkettungen des in dem Leiter flicBenden elekirischen Stromes
berechenbaren inneren Induktivitdten und Reaktanzen gleich Null werden.
Die Reaktanz der aus dem unendlich diinnen Band hergestellten Spule muf
mit derjenigen der wahrhaftigen Spule ibereinstimmen. Demzufolge kann das
richtige Prinzip der Bestimmung der dquivalenten MaBe nur dasjenige sein,
daf} das aus den Uménderungen zu gleichen Mafien sich ergebende Reaktanz-
Wachstum mit den inneren Reaktanzen gleich sei.

Der sich zeitlich wechselnde Spulenstrom verteilt sich im Raume nicht
gleichméBig, weshalb die der Verteilung entsprechende FluBverkettung, d.h.
die inneren Reaktanzen, die dquivalenten MaBe und dadurch die Induktivitdt
der Spule von der Frequenz abhéngig ist. In diesem Falle ist es zweckmé&Biger
statt von der Induktivitdt der Reaktanz zu reden.

Im Falle eines sinusférmig wechselnden Spulenstromes werden die
inneren Reaktanzen aus einem eindimensionalen Modell unter Annahme eines
mit der Oberfliche des Leiters parallelen magnetischen Feldes, d.h. eines
definiten Teiles von einem endlos langen Induktor und von einer endlos breiten
Zuleitung festgelegt. Die RechtméiBigkeit der Approximation wird durch die
Tatsache unterstiitzt, daB3 die zur Berechnung der &dquivalenten MaBe
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gebrauchten inneren Reaktanzen nur einen ganz kleinen Teil der vollen
Reaktanz der Spule bilden, weshalb der durch den Gebrauch des wirklichkeits-
fremden eindimensionalen Modells begangene Fehler ebenfalls sehr gering sein
wird. Zur Bestdtigung alldessen wollen wir von einer endlos langen zu-
leitungslosen Spule einen begrenzten Abschnitt von Linge [ und Windungs-
zahl N, untersuchen (Abb. 2.
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Abb. 2

Die Reaktanz des Luftspalts betrigt

wud?,m
X1=”—‘;lli’— [Ohm] (3)

WO
w: die Kreisfrequenz des Spulenstromes [1/s] ist.
Die innere Reaktanz der Spule ist
x, =280 g [Ohim] @)
o, -1
WO
p, . den spezifische Widerstand des Spulenmaterials [Ohm. m]
6,: die Eindringungstiefe [m]
K, die imaginidre Komponente der Widerstandfunktion bedeuten.
Die an den Klemmen der Spule gemessene Reaktanz:

X,=X,+X, [Ohm]. (5)

Die Reaktanz der Spule dividiert durch die innere Reaktanz ermdglicht
die Einfiihrung der x Verhéiltniszahl:
Whod T
X, 4]
Xy p1d N K

5,1 x
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Die Formel
diwig
1= 2 (7)
und die Formel
dy
29,
in die Gleichung (6) eingesetzt, erhalten wir nach Reduzierung
1
K=14+—= 9)
\/2K.r1
Xib

Im Falle des asymptotischen Zusammenhanges x,, = 10 zur Bestimmung
der Widerstandsfunktion K, in der Gleichung (9):

sh 2¢, —sin 2¢,

o= 10
! ch 2g; —cos 2¢, (10
WO
Uy
gy == 11
=3, (11)

In Anbetracht, daB3 die Spulen zum Erreichen des Minimums des
effektiven Wechselstromwiderstandes ¢, /2 bemessen werden, konnen wir
K., (K, =09172) als konstant annehmen. Die Verhéltniszahl x ist also nur
von dem Parameter x,, abhéngig. In Abb. 3. ist x in Abhéngigkeit von x,
dargestellt, woraus festzustellen ist, daB sich in der Praxis zwischen der vollen
und der inneren Reaktanz der Spule Unterschiede von GroBenordnung-
differenzen ergeben.

In der Profildarstellung (Abb. 4.) ist das unendlich verdiinnte Leiterband
mit einer dicken Linie gezeichnet.

Die Bezeichnungen der Abb. 4. anwendend ist der dquivalente Durch-
messer der Spule nach [2]:

2K
d,=d,, |1+

x1

Xip
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Der aus dem obigen Prinzip reduzierbare Zusammenhang der dquivalen-
ten Entfernung der Zuleitung betrégt

la=ly+0,K,, . (13)
X 25
20
15
107
5 |
10 520 25 30 X,

Die mit /4 bezeichnete dquivalente Entfernung der Zuleitung wird bei der
Bemessung der Spule unmittelbar nicht gebraucht, doch bei der Deduktion der
Induktivitdtsfaktoren mit dem Wert

[;=N.c—h (14)

beachtet, wo ¢ die Steigung der Windungen bedeutet.

Nach Feststellung der dquivalenten MaBe kann auch das Berechnungs-
modell, in dessen Leiter die Verteilung der Stromdichte gleichméBig ist,
gezeichnet werden; durch die Anwendung des Eindimensionsmodells ergibt
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sich ndmlich, da} sich bei der Spule die Stromdichte nur radial, bei der
;uleitung aber nur in Richtung der Dicke des Leiters dndert. Diese
Anderungen wurden jedoch durch die in das unendlich diinne Leiterband
konzentrierten Stréme und durch die Berechnung der dquivalenten MaBe
behoben. 4

Abb. 5

Obwohl sich die Stromdichte in der Wirklichkeit auch longitudinal
dndert, konnte dies, bei unserem Modell, ebenso, wie in der ubrigen
Fachliteratur nicht berticksichtigt werden. Fiir die Berechtigung der Approxi-
mation spricht der Umstand, daB die longitudinale Anderung nur in den
duferen Windungen wesentlich ist und durch die Liicke zwischen den
Windungen, und bei der induktiven Erwdrmung durch die Anwesenheit des
Einsatzes gleichméBiger wird [117.

Bemessung

Die Induktivitdt der Spule bezogen auf die Klemmen 4 und B sind bei
gegebener Frequenz und sinusoidalem Spulenstrom aus dem folgenden
Zusammenhang zu berechnen:
podim

.N?%., H 5
al 2, [H] (15

LAB =

wO

d,
o =0,(N; g;T; q)
1
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der Selbstinduktivitdtsfaktor des Induktors bezogen auf die Klemmen 4 und B
1st.

Vergleicht man die Formel (15) mit der in der Fachliteratur gebrauchten
Formel (1) soist festzustellen, daB in der Formel (15) «,,, das statt des Nagaoka-
Faktors angewandt wird, «,, auBer d,//; noch von weiteren 3 Parametern
abhingig ist, und die Induktivitdt der Spule fir die, zwischen den Zu-
leitungsklemmen 4 und B befindlichen Leiterschleifen berechnet ist (L,;).

Die Interpretation der unabhdngigen Verdnderlichen (der Hilfsparame-
ter) des «,, Faktors und seine Berechnung sind die Folgenden:

N: Windungszahl der Spule

g: der Ausfiillungsfaktor der Spule, der das Verhdltnis der mit Leiter
ausgefiillten Spulenldnge (N - h) zur vollen Spulenlédnge (/,) bedeutet, das heiB3t

N-h
g= (16)
L
—: das Durchmesser-Lange Verhiltnis der Spule
1
gq: die relative Distanz der Spulenzuleitung
q=—. (17)
d,

Die Bestimmung der Spuleninduktivitdt bedeutet also die Erfiillung der
folgenden Aufgaben:

1. Wir berechnen die dquivalenten MaBe der Spule und stellen die
Hilfsparameter fest.

2. Wir bestimmen den Wert von z,, aus Tabelle oder Diagramm.

3. Wir setzen die Werte in die Formel (195) ein.
Im weiteren wird der Selbstinduktionskoefficient der Spule bestimmt.

Bestimmung des Selbstinduktionskoeffizienten der Spule

Die zwischen Klemme 4 und B eine geschlossene Leiterschleife bildende
Spule wird nach Abb. 6. in vier geometrisch trennbare Teile aufgeteilt. Es kann
abgeleitet werden. daf3 die Selbstinduktivitit der Spule bezogen auf Klemme A
und B als die Summe von 5 Teilinduktivitdten berechnet werden kann. (Bei der
Deduktion wurde die Symmetrie der Anordnung weiterhin der Umstand
ausgenutzt, dafl wegen der Winkelrechtigkeit der Stromdichtevektoren der
Teile 2.—3. und 3.—4. die entsprechenden Teilinduktivitdten Null ergeben):

Lig=Li;+L33 4a+2L3+4L,+20,, [H] (18)
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Gleichung (18) dividiert durch Gleichung (2) ergibt Induktivitdtskoeffi-
zienten:
Oy =y F Ao+ 200+ A0+ 20, (19).
Abb. 6
w0

L
1. der Selbstinduktivitétskoeffizient der Spule bezogen auf Klemme 4

&
O. .
und B ist. Durch Anwendung der Neumann-Formel berechneten Teil-

induktivitdtskoeiiizienten sind:

o0 ’
T J { AV, dV; (20)
TC Z 1 LY E‘ll'l
AN 11 1r [ Jﬂédx/sdvﬁz | J f%"’j;‘dv;,dz;} (1)
22420 ) s JJ ]
Vo v
Lo [,
%= 55 4V,d} 22)
o midy J -J [Ty e \22)
v, 1
o [1 J'J"Iljd,d ,
T r2i2g2 it Ll v, (23)
ow
ly 2ds B
=353 JJ dVZdV-i (24)
nitdy [724]
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In den Formeln (20—24) sind
i: die Spulenstromstérke in Léngsrichtung des Leiters [A]

J;; J; und dV; dV; der Stromdichtevektor des Volumens V,[—i} und
m*
dessen Volumenelements [m°],

lr,| und |r;;| die absoluten Werte der Distanz zwischen den Volumenele-
menten [m].

Die in der Formel (18) und (19) vorkommenden L, und «,, Werte sind
positiv, die Teilinduktivititen und die denen entsprechenden Selbstinduktivi-
tdtskoeffizienten sind Werte mit Vorzeichen. Mit Beriicksichtigung der
Richtung der Stromdichten sind L, L33 _ 44, L4 SOWIE &, %; 554y %, POSILIV,
doch L5, L,, und o, 2,,, negativ.

Im weiteren wird «,, mit Hilfe der Formeln (19)}—(24) bestimmt. Im Laufe
der Deduktionen werden die folgenden — in den Bisherigen schon erwidhnten
— Anndherungen beniitzt:

— die die beiden Enden der Spule bedeutenden Klemmen A und B sind in
einem Punkt zusammengeschlossen, — die spannungsinduzierende Wirkung
der aufler der Spule flieBenden Stréme wird vernachléssigt,

— es wird angenommen, daf3 der Raum auBerhalb der Spule nur mit Luft
geflillt ist, von der Anwesenheit jeglicher Elektrizititsleiter, wird abgesehen,

— die Richtung des durch den Induktorenleiter flieBenden Stromes von
stdndiger Dichte wird in der Langsrichtung des Leiters flieBend interpretiert,

— die 2x90° betragende Brechung (Winkel) des Leiters bei dem
AnschluB der Teile 1.—2. und 1.—4. wird der Abb. 7. entsprechend in Betracht
genommen d.h. die Ladnge der spiralwindigen Spule wird bis zur Symmetrieach-
se der 2. und 4. Teile gerechnet; von der Wirkung der gestrichelten Teile wird
abgesehen.

Zu den Berechnungen werden die folgenden Parameter angewandt:

c
b=—1I[m] (25)
2 :
¢ 2
n=—- 2
2na (26)
h
M= 27)
a
wo
4
a=—1[m],
2

der Radius der Spule ist.
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Die Parameter n und m sind auch von den Bemessungshilfsparametern
der Spule zu berechnen:

2
m=—2 (28)
d,
N.—
I
und
N-—
n= £ 29)
(N —1)nN—
1

Die mit Hilfe der obigen Parameter berechenbare geometrischen Daten sind

1
CoOS v —————, (30)

{ 2
NSE 2

wo v: Winkel der Gewindesteigung [rad].

s=h.cosv=h ———=[m] {31}
NS
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wo ¢ den durch J, und J7 gebildenden Winkel bedeutet. Die auf die laufenden
Punkte P, und P zielenden t, und ¥ Ortsvektoren bestimmend, hat man
(37/a)

ry=acos @ itasin@j+(be,+z,)k
{37/6)

r, nach ¢,, und r; nach ¢, differenziert ergibt
fr, .
— = —qgsin @,i+acos @,;j+bk (38/2)
0@,
ot o i
= —asin @,i+acos @,j+bk (38/b)
Da: 0p,
or, Cr
co, 0o,
COS £=7— o (3%
E or,| | ér)
i
|00y i&//’z
8/b) nach der Vollendung des

durch Anwendung der Formeln (38/a) und (38
Reduzierens und des Transiormierens

v-h.cosvy
insetzen, erhalten

in die Formel (36) die Formel (40) und (4
rodukt der Stromdichte-Vekteren:

Wenn wir
wir das skalare P
+2 2 ' .2
L Team . cos (@, — @)+ 0 -
di-dy= 2 2 5 142)
h?.cos* v(a”+b%)
Volumenelemente:

S = ade. . de y

dVi=ade, -dz, -cosy
{43/b)

und
dVi=adp,v-dz, -cosv

o
]
-
-
t
e,

Abstand zwischen den beiden laufenden Punkten
riol=/a*[2=2c08 (0, =01+ (b0, — @)+
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In Anbetracht dessen, daBl in den Formeln (42) und (44) die Exzesse
©,—@,und z, —z, vorkommen, ist es zweckgemaB zu anderen Veridnderlichen

zu {ibergehen, wie folgt:

Alte Verdnderlichen Neue Verdnderlichen
() Pi
@3 Q=@ =@y
z, 7,
Z, z=z,—Z;

Die flir die Verdnderlichen aufgezeichnete Jakobi-Determinante ist
einwertig. In Anbeiracht dessen und die Werte der Formel (42)—44) in die
Formel (20) ecingesetzt, ferner auf die den neuen Verdnderlichen ent-
sprechenden Integralgrenzen ibergehend kann man, nach entsprechenden
Vereinfachungen fir «,,, das folgende vierfach Integral aufschreiben: (Das
sechsfach Integral wurde wegen der Bandartigkeit des Leiters zu eginem
Vierfachen vereinfacht.)

ll
A TP 2 a2
4nh*(a* +b*)N
{45)
INm INz-o, h h—=z
A ( [ a*cos @ +b? )
i ] dzdz,dedo, .
J J Jool ]
0,20 pm—p, 3,20 sz, 407 ST —+(b@ +z)”
\ r
Die Formel (45) nach der Verdnderiichen z integriert:
2¥n 2Nm—gp h
%, = . L {a? cos @ +b?)
FLn T . ¢ .
Cami@+Nt )l
o, =0 @=—g 7, =0
(46}
(A p Dot ﬂ!
.| Arsh——— i 2
L @ —é:z_::d-‘la@dﬁﬁ .
Za |sin —
2
MNach der Einsetzung der integralgrenzen:
2Nz 2Nm-—g, i
) - .
I | | [ \
U E T i t g% cos ¢ +BY)
Y 4uthMe* +b*)N” J J J .
¢ =0 o=—-¢, ;=0 R
o (47)
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+(a? cos @ +b*}bp —h) Arsh-ilp——- dodo, . 49

2a |sin 5

Die Bezeichnungen (26) und (27) einfithrend:

2Nz 2Nm—o,

- J J \/ ;
o, = coso+n)l 2 /4sin? 4 n2p?—
B An2m?(1 +-n?)aN? (cos @ +17) 2 '

0:=0 o=-¢,

‘S

——-\/45111 —+(ne+m)* — \/4sin2§+(n(p—m)2—

Q9]

ne+m
+{(no+m) Arsh—+

2 isin —l 2

. @
sin —
2

+(np —m) Arsh

! dodo, . (50)
i

J

Jetzt sollte die Integrierung nach der Verdnderlichen ¢ erfolgen, das jedoch in
geschlossener Form nicht moglich ist. Es wiirde zweckgemiB sein zuerst nach
@, zu integrieren, da im Integrand der Formel (50) ¢, nicht vorkommt.
Bezeichnen wird diesen Integrand mit F (¢), so ist:

2

@
sin —
2

2Nz 2Nz—o,
5 F(p)odo, . 51
" )aN, (0)dodo, (51)

=0 o=-0;

Zum Auftauschen der Integralgrenzen betrachte man Abb. 9,
Nach dieser 148t sich Formel (51) als Summe zweier Integrale auf-
schreiben:

2Nz 2Nz=-9o 0 Nz
dd+J JFdd}(SZ)
T mz(lJ-n JaN? [ j j )i de (plde,dy
9=0 0,=0 o=~2Nz 0,=—¢
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Das in Klammern stehende zweite Integral umwandelnd erhilt man:

2N=m 2Nm 2Nz

0
[ | FloMedo= [ [ F(—g)ep,de. (53)

ANz ¢y=-0 e=0 o,=¢

2N
lﬂ=2f#ﬁ'—90
N Sﬂ:—(p7

Abb. 9

Die Formel (53) in die Formel (52) einsetzend und nach ¢, integrierend
bekommt man:

I
o
b ™ 4dn?m*(1 +n?)a

2{‘.‘
J 2N —)[F (@)+F (—0)]do. (54)

Die Werte F (@) und F (—¢) in die Formel {54) einsetzend:

2Nz

[
= g J‘ gg(?Nn Ycos @ +n?)
= INT— + ¥ .

2r?m*(1 +n)*aN*? 5{ PrE @

2 /4 sin2§+nztp2 —\/4 Sin2§+(n(p +m)?—

- /4 sin? §+(n¢ —m)? —2no Arsh

+
2 |sin ‘
2

ne +m ncp—m'%- ) ,
+(ne +m) Arsh +{(ngp —m) Arsh | do . (55)

y ©

2 |sin '—] 2 isin —

2 |2
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Zur Uberpriifung soll die Gleichung (55) in diesem speziellen Fall un tersy ucht
werden, wenn es keine Gewindesteigung gibt d.h. c=0 und N =1 ist. In diese
Fall ist Spulenh&he (I,) mit der Breite des Leiters (h) gleich (I, =h). Dieser Fal
stimmt mit den Ausgangsbeﬂmgu 1gen der Nagaoka-Faktor-Berechnun
iberein, wir miissen folglich die, bei der Deduktion des Nagaoka-Faktor
erhaltene Endformel erhalten. Aus der Annahme ¢=0 geht hervor, daB:

._dB

m (m

b ¢
=-= =0.
¢ 2ra
o A T o
Aus der Bedingung [, =h folgt, daBl m=—=—, weitere Bedingung: N=1
a a

Nach der Einsetzung der obigen Werte in die Formel {55) und nach
& ferd {
Ordnung hat man:

2=
rorr [
o, =—— | |@a—gpjcos il Arsh———
R l N2 j l. B L
o=0 20 sin —
' 2
2 2 7(-’ 55
— |li+4a sm“;—:—‘?a sm Jd(o (56)

Indem Integrand der For mel (56) vorkommende ¢
, p} geschr Derx werden, den Res
tiplizierend, betrédgt d-sr #ert des Integrand

A
., & . i
— B +44° sznzf+2asznf_; ldo (57)
2 2/
Hach partieller Integrierung:
n lfacos —
B P
= 2] \ / 72 i
. . 2P, &1
) dg?sin? — [i4—
2
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, . ©® @
2a“ sin —cos — .
@ \
+————-———————-acos;)d<p. (58)
2 4g2 sinzg -

Nach Transformieren und Ordnen:

27

1 @ P @
—_ 2111214452 27 s T ‘ -
a nllNZJ[COS 2<ll'r a® sin 5 2asm2>]dqo (59)

o]

Es ist sichtbar, daB die Formel (59) mit dem bei der Deduktion des Nagaoka-
Faktors erhaltenen Zusammenhang iibereinstimmt {8] [12].

Zu der Untersuchung des Integrals (55) zurlickkehrend ist es sichtbar, daf
es in geschlossener Form nicht zu integrieren und auch nicht zu einem
elliptischen Integral zuriickfiihrbar ist. Eine weitere Schwierigkeit bedeutet es,
daB man es mit einem uneigentlichen Integral zu tun hat (an Stelle ¢ =0 wird
der Wert des Integranden unendlich). Das Integral wird auf numerischem
Wege berechnet. Als erster Schritt werden die Arsh Funktionen enthaltenden
Posten des Integranden (55) mit Hilfe einer In Funktion ausgedriickt, ferner zur
VergréBerung der Genauigkeit die quadratwurzeligen Posten, wie folgt,
umgeédndert:

29 o .29 2 29 2
2 [4sin 5—}-?2 @* — [4sin —2—+(ngo+m}-“-—\ 4sin ~;)~+(n(p—m) =

=\/4sin2£+nzg02—— /4Sin2—qi+(n(p+m)2 +\/4sin2£+nz<pz—
2 v 2 2

4sin? 320—-1— n*@? —4sin? -?—(73@ +m)?

—\/4sin2§+(nqo—m)2 = +

\/4sin2 _?_+712<02 + /4sin2£§
“~

\

+(np +m)?

4sin? 5211—}— n@? —4sin? g-ow —m)?
+ , . (60)

\/4sin2 —g—+ nlp? + V/ésin2 ?—i-(nqo —m)?
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Mit Anwendung der Formel (60) nach denselben Uméinderungen und
Vereinfachungen kann die Formel (55) auf die folgende Form gebracht werden:

ANz
)

ll :
o = :
b on2mA(1 4+ n)aN? ‘

,{{ZNn —@)(cos ¢ +n?)-

G
2np —m*

{ \/451112 220—+ np? + \/4sin2 57?4— (nep —m)?

2np+m?

- +
\/4sin2 %—J;— nlp? + \/4sin2 g—{—(n(p-f-m)z

ne +m-+ \/4sin2§— +(nep +m)?

+ne In N +
| /n<p—’~\/dsin2£—l—nchz>2
| VTV T 2
+(2Nn—@)cos ¢ +n)*(he —m) -
/
( RCA
-ln\ngo-rrH— 4sin 5+(ncp-—m) }dcp. (61)

Das Integral in der Formel (61) ist noch uneigentlich, der letzte Posten seines
Integranden wird an der Stelle ¢ =0 unendlich. Um das zu eliminieren, wihlen
wir ein Integral (I), das mit dem Integral (61) gleiche Verdnderlichen und
Grenzen hat, dieses von dem Integral (61) subtrahierend besteht mehr kein
uneigentliches Integral.

Dieses Integral kann mit Hilfe der approximativen Funktion —, genom-
men aus der Umgebung des letzten Postens des Integranden (61) —,
geschrieben werden:

2Nz

J(an——q))(cos Q+n?).

¢=0

I i
T 272m?(1 +n?)aN?
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e
GO
83

(o —mjin{ —m+ /go +m?)]de. (62)

Tras Integral 7 ist in seiner in der Formsl (62) gegebenen Form, uneigentlich,
darum muB es umgedndert werden:

m
— @){cos @ +n?)(ne —m)} [lnqo —Arsh —:l de
¢

(63)

Wenn wir die Teile in der Akkolade und in den eckigen Klammern als separate
Faktoren betrachten, emalte wir nach partieller Integration:

L {

2nm*{(1+n)a*N? {

]

{(Zl‘\fﬁ — @)(cos @ +n*)Ynp —m) -

r m QD 2N%
. ch(hlqo —1)—¢@ Arsh ——m Arsh — +
1) m

2N=

| {tnp —m)[(2N7— @) sin ¢ +cos o +n>] —

(64)

éusdru@s(es {64} nach der Einsetzung o =90 und 2Nz Null ergibt. Diesen
1 13 ausniitzend, ferner die Arsh Funktionen enthaltenden Posten in
logaritmische Form zuriickgeschreibend:

IN=m
Zl
I= - nep —m)[(2N= — @) sin ¢ +cos ¢ +1*]—
(L e J{( @ —m)[( @)sin @ ¢+n7]
o=0

—n(ZN7— @)(c0s ¢ + nl)}[q)(lncp —1)— (65)
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[ 2
——(pln(—- \/——-1-1) mln(g—%-\/-;%‘l-l)}d(p. (65)

Es ist sichtbar, daB} das Integral I in seiner in Formel (65) ausgedriickten Form
nicht uneigentlich ist. Wenn diese Form mit I 45, und die urspriingliche Form
mit I s, bezeichnet wird, dann ergibt den Wert von o, der folgende
Zusammenhang:

o =0, —Letes (66)

11

Wenn in die Formel (66) die Ausdriicke (61), (62) und (65) eingesetzt werden,
erhalten wir die Formel (68), in welcher bei numerischer Integrierung im Falle
von np —m <0 es zweckmaBig ist, den mit gestrichelter Linie unterstrichenen
Posten mit der folgenden Formel zu berechnen:
4 sin? %
(ne—mn (67)
[—-(n(p —m)+ /4sin2 —(g——i—(n(p —m)z]( - m—i—\/(p2 +m?)

1 ({

Uy, = 2Nm—@)cos @ +n?)-
T g N(L+17) {( n—@)cos ¢ +n°)
o=0

{ 2mng —m?
E | e
i /4sm~f+n o* —1-\/43111“——}—(71(,9 m)?
LV
2mng +m?

e

\/4sin2 §+ ne? + Jélsinz fg—-i-(n(p +m)*

i ]
ne+m+ \/4sin2 %—i‘ (np +m)?
+neln S +

@ 2
(ncp + \/4sin2 5 + n2g02>
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).

mp—m-i-\/dfsinz%—i—(nqo—m)2 l

+
—m+ /o> +m? _E

+(ne —m)in

+{(no—m)[2N= — @) sin ¢ +cos o +n?]—

—n(2N7 — @)(cos ¢ — nz)}[go(lnqo ~1)—
—(ph(— \/ +1> min (21‘—\/2—;-—%-1)
0? m m

Berechnung von «,;, ., o,,;, o,,, und o,,,

]}dw (68)

1
i

Wir stellen die zur Berechnung dieser Teilinduktivitdtsfaktoren dienen-
den Zusammenhénge in ihrer vierfachen Integralform vor. Wegen Raum-
mangel kénnen ndmlich Endzusammenhidnge bzw. ihre Deduktion nicht
mitgeteilt werden.

. _ 1 Jv J {‘ fdzldzd))ldy (69)
L33-44 ﬂ:zszdi'Nz J \/},3+22

=0 r=-z, yi=0 y=—y,

2Nz s/2 h Bz

bl
BT RN '
©,=0 y,=—52 ;=0 -=2Nzb-z, (70)
de,dy,dz,dz

\/ IZ+a*—2al, cos ¢, —2ay, sin @, +y3 + (bp, —z)?

[¢]
11
fre= o 2m2h?d, N*

(71)
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sin @, do,dy,dz,dx, )
\/v(yz—a sin @) +(z, + b, —h)* +(x; —a cos ¢,)?
f x5 sen
am-———rzl—l;—z J f J Axdxdyidy (72)
n*s“diN \/x2+y2+l§

=0 x=f-x, y=0 y=-y

Fir «,,, ., und «,,, haben wir Formeln mit geschlossenem Format
eigefiihrt. Fir o, und «,,, sind dhnlich wie bei «,,, einfachintegralférmige
Endzusammenhédnge einfiihrbar, welche numerisch mit Anwendung der
Simpson-Regel integriert werden kodnnen.

Rechnungsergebnisse

Wir haben die aus den geschlossenen integralférmigen Formeln be-
rechnete Teilinduktivitdtsfaktoren nach ¥ormel (19) summiert, und die Werte
von «,, in Abhéngigkeit von der Windungszahl bei verschiedenend, /I,,gund g
Parametern (Abb. 10) dargestellt. Da «,, in der Fachliteratur bei Be-
rechnungen den Nagaoka-Faktor ersetzt, ist es zweckméiBig die zwei Werte
durch Verwendung der den prozentualen Unterschied ergebenden Formel

Gpp— &y
W =——.100[7%] (73)

H Ly

zu vergleichen.

Der Nagaoka-Faktor wurde auf Grund der Annahme eines Induktors
ohne Gewindesteigung und Liickenhaftigkeit berechnet. Das heiBt, daB die
Induktivitdt bzw. der Induktivitatsfaktor der Zuleitung von dem gewindeten
Teil der Spule getrennt gehandhabt werden kann, das heifit, daf} in diesem
Falle die Induktivitdt der Spule mit Zuleitung mit den Faktoren

Upgp =0y + 05 g+ 205,
berechnet werden sollte. Dagegen kommen in der Formel (19) statt o, , «;,, und

noch zwei weitere Posten (2« ,; und 4, ,,) vor, deswegen kann auch ein anderer
prozentualer Unterschied mit Anwendung der folgenden

oF — o, .
hy = 100[%] (74)

LT3y
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Formel berechnet werden, wo
af =0y ot aa . (75)

In Abb. 11.ist die Anderung von 4}, und h}, in Abhéngigkeit von N im Falle
verschiedener Parameter d,/I,, g und g zu sehen. Laut den Diagrammen in
Abb. 10 und 11 (in welchen die zu verschiedenen Punkten gehorenden Werte
anschaulichkeitshalber miteinander verbunden wurden) ergibt sich, daB o, , mit
zunehmenden Werten von N, g, d,/1; weiterhin mit abnehmenden Werten von
q abnimmt. Est ist ersichtlich, daB3 h;, positiv und h;, negativ sind, doch kénnen
diese bei in Abb. 11. nicht vorkommenden Parametern auch von entgegen-
gesetzten Vorzeichen sein. Es kann beobachtet werden, daB die prozentualen
Unterschiede bei geringen Werten von d,/l; und N betridchtliche Werte
annehmen kénnen.

10+

105

100 f

095

080

085

080}t

g=10
\ /=10, ¢=20 ———g=07
\

075 +
~, difli=10; g=1005

Cr i A

070 . A —
2 3 4 5 65788910 5 30 60 N—

Abb. 10
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Messungsergebnisse und Bewertung
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An Spulenmodellen der Geometrie nach Abb. 1. wurden bei Zimmer-
temperatur Messungenn unternommen. Das Material der Spulen war Cu, mit
spezifischen Widerstand bei 293,2 K, p, =1,749997 . 10~ 8 [Ohmm]. Die Daten
der Spulen sind der Tab. 1 zu entnehmen

Die zwei beniitzten Spulenmodelle unterscheiden sich wesentlich nur im
Werte von I, voneinander; bei'der Spule ,,A* befinden sich die Kiemmen A
und B fern von dem gewindeten Teil der Spule, bei der Spule ,,B* nahe. Die
Messungen wurden bei Frequenz f=982 [Hz] mit drei Spannungsmesssyste-
men und bei Frequenz f= 1592 [Hz] mit der Briickenmethode vollzogen. Die
gemessenen und mit der neuen Methode berechneten Reaktanzen (X ) wurden
in Tab. 2. mit Hilfe des Zusammenhanges

X X

A= ger. _ “*gemes. | 100[0/0]

gemes.

(76)
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verglichen. Enthalten sind dort auch die Werte des Messfehlers (|H |), weiterhin
die Werte von h;, und k7.

Tabelle 1
Technische Spulentypus
Daten A B
N 7 7
h 2,573.107% [m] i 2,574.1072 [m]
. } 25.107? [m] ; 25.107% [m]
dip 1 7.5.102 [m] 7.5.1072 [m]
I 3,26.10! [m] 3,30.107" [m]
les 3,40.10°¢ [m] | 4,50.1072 [m]
Tabelle 2
X[x-107° Ohm] ‘ ‘ |
i Spulen- _ o, | iro [T T
[Hz] | wp berechmet T gemessen ALk HI%] ! V2157 IR NS
LA 9885203 9977784  —093 <17 | 10303 | 2026
982 - ’
LBt 6080628 | 6128392 0.78 <17 2627 | —642
JAS 15933927 15.71 ‘ 143 132 10247 20,16
1592 : :
CLBT 9836979 974 1.00 LS | 2632 —646

Es kann festgestellt werden, dall bei beiden leeren Spulentypen die
gemessenen und berechneten Werte der induktiven Reaktanzen sehr gut
ibereinstimmen, das in Anbetracht der die extreme Figenart der Modelle
charakterisierenden Werte von A, und h], beachtenswert ist. Diese Tatsache
beweist nicht nur die Genauigkeit von «, , sondern auch die Berechtigtheit der
Vernachldssigungen und Richtigkeit der Berechnungen der &dquivalenten

MaBe.
Folgerungen:

1. Bei der Bestimmung der Induktivitit der einlagigen leeren Spulen kann
in gewissen praktischen Féllen die spiralartige Form, die Liickenhaftigkeit und
die Zuleitung der Spule nicht auller Acht gelassen werden.

2. Durch die vorgefiihrte Methode 148t sich mit Hilfe des Faktors «,, die
Induktivitdt der einlagigen Spulen mit groBer Genauigkeit bestimmen.

3. Die Abweichung des neuartigen Induktivitdtsfaktors «,, von dem
Nagaoka-Faktor ist in bestimmten praktischen Fillen groB und von
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verschiedenem Vorzeichen. Deswegen ist es zweckmiBig die Induktivitit einer
Jeden einlagigen Spule statt «,, mit a,, zu berechnen.

4. Die neue Methode ist bei der Bemessung von zur induktiven
Erwdrmung gebrauchten Induktoren-Einsatz-Systemen und Luftkerntrans-

formatoren, weiterhin von verschiedenen Spulen zB. Drosselspulen etc. gut
brauchbar.

Zusammenfassung

Die Induktivitdt der einlagigen leeren Spulen wurden mit Hilfe des Nagaoka-Faktors
berechnet. Diese Methode ergab eine Unsicherheit, und in gewissen Féllen Vernachlissigungen,
die groBe Fehlermoglichkeiten in sich trugen.

Das hier veroffentlichte Berechnungsverfahren beriicksichtigt die spirale Form, die
Liickenhaftigheit und die Wirkung der Zuleitung der Spule. Ahnlich den bisherigen Verfahren
bestimmt man die d4quivalenten MaBe der Spule durch Annahme eines Eindimensionsmodells,
und setzt im Berechnungsmodell gleichmiBige Stromdichte voraus. Man berechnet statt des
Nagaoka-Faktors einen neuen Induktivititsfaktor.

Die auf diese Weise berechneten Werte stimmen sehr gut mit den Messergebnissen iiberein.

Dieses Verfahren ist bei der Bemessung von bei induktiven Erwirmungsverfahren
gebrauchten Induktoren-Einsatz-Systemen, bei Transformatoren mit Luftkern und mit
Drosselspulen sehr gut beniitzbar.
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