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Einleitung

In [11] wurde von den elektrischen Parametern der bei der induktiven
Erwarmung angewandten Induktor-Einlage-Systeme eine neuartige Be-
rechnungsmethode zur Bestimmung der Reaktanz des Induktors (als ein-
schichtige Spule) gegeben. Als Fortsetzung wird in dieser Arbeit die
gegenseitige Induktivitit des in Abb. 1 dargesteliten Induktors und der Einlage
berechnet.

Die genaue Bestimmung der gegenseitigen Induktivitidt (M) ist fiir die
Bemessung und Optimierung der Induktor-Einlage-Systeme von grofer
Bedeutung, weil der Wert des effektiven Wechselstromwiderstandes (R,) und

Abb. 1. Das perspektive Bild eines Induktor-Einlage-Systems
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der Reaktanz (X ,) mit Hilfe eines von M abhingigen Transformationsfaktors
(p*) auf die Klemmen des Induktors umgerechnet werden kann:

,  (oM)?

2 . 1
P RI+ X3 (1)

wobei w die Kreisfrequenz des Induktorstromes [1/s] ist.

In der bisherigen Fachliteratur der induktiven Erwdrmung [1—5], [9],
[10] wurde die gegenseitige Induktivitdt des Induktors und der Einlage, beide
aus nichtmagnetisierbarem Material, mit Hilfe der Formel

podam =
M= N-ajy [H] (2)
bestimmt.
Dabei bedeuten:
Vs
die P bilitdt des Vak _
Uo die Permeabilitdt des Vakuums [Am]

d, den dquivalenten Durchmesser der Einlage [m]
I, die Linge der Einlage [m]
die Windungszahl des Induktors
of; verschiedene, von zwei oder drei Parametern abhingige, gegenseitige
Induktivitdtsfaktoren.

In der erwdhnten Fachliteratur wurden bei der Berechnung des of;
Faktors die helikoidale Form und die Liickenhaftigkeit des Induktors nicht der
wirklichen Lage entsprechend in Betracht gezogen. Fiir das Rohrenmodell mit
zwei koaxialen, unendlich diinnen Méinteln und dquivalenten Durchmessern
wurden auch nur Nédherungsformeln, statt des fiir diesen Fall giiltigen genauen
Zusammenhanges [6] angewandt. Uberdies wurden in den einzelnen Arbeiten
die Durchmesser iiberhaupt nicht oder nach einem unrichtigen Prinzip
bestimmt. Durch diese Vernachldssigungen und Ungenauigkeiten wurde die
Brauchbarkeit der bisherigen Methoden eingeschriankt bzw. ungewifl gemacht.

Im darzustellenden Berechnungsverfahren werden die Ungenauigkeiten
der vorhandenen Methoden beseitigt.

Das Berechnungsmodell

Zuerst wird die im Induktor und in der Einlage ungleichmafig verteilte
Stromstérke auf die unendlich diinne Schicht mit dquivalenten MaBen des
Induktors und der Einlage konzentriert. Das richtige Prinzip zur Berechnung
der dquivalenten MaBe des Induktors wurde in [11] auseinandergesetzt, und
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die Brauchbarkeit des eindimensionalen Modells bestétigt. In dhnlicher Weise
kann von einem begrenzten Teil eines unendlich langen Induktor-Einlage-
Systems bewiesen werden, daB das Verhiltnis (k,) zwischen der an den
Induktorenklemmen bestehenden Reaktanz (X) und der Summe der inneren
Reaktanzen (Z X,) mit Hilfe des Zusammenhangs (3) bestimmt werden kann.

(&)
Ky = X =14 Do
VY (@)gﬁfgz

X1b sy

(3)
X2k

wobei d,,; d,; den inneren Durchmesser des Induktors, bzw. den dufleren
Durchmesser der Einlage ([m]),

~1 - ’ 2Ky T
° \/551 \//_2-52

den Induktor bzw. die Einlage betreffende Parameter,
d,; 8,: die Eindringungstiefe im Induktor bzw. in der Einlage [m],
K_,; K,,; den imagindrem Teil der auf den Induktor bzw. auf die Einlage
bezogenen Widerstandsfunktion nach [5] bedeuten.

Im Falle eines Induktors mit minimalen Verlust und bei der Wahl des

Wertes x,, =10, kann der im Nenner des Zahlenbruches in (3) angefiihrte

X o I, “/d75= a5
5 i |
4 -
daw/dip=07
. —
2 bl dosfdip=09
i 1 s ! !
. dak/dip =10
T ™
EEREEE

|
[
0172 3456 78 9 10Xy

Abb. 2. Das Verhiltnis (x,) der auf den Klemmen des Induktors auftretend Reaktanz und der Summe der
inneren Reaktanzen in Abhédngigkeit vom dem Parameter x,;
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¥~ = Faktor als konstant (0,1297) angenommen werden, demzufolge hdngt
X1

d,
der Wert von k, nur von den Werten x,, und —2* ab.
1b
In Abb. 2 haben wir k, in Abhédngigkeit von x,, im Falle verschiedener

d . : . . .
Parameter —= dargestellt, woraus einzusehen ist, daB in praktischen Fillen der
1b
induktiven Erwdrmung im allgemeinen x, = 3. Die inneren Reaktanzen und der

bei der Bestimmung der dquivalenten Durchmesser aus dem eindimensionalen
Modell mégliche Fehler treten auf.den Klemmen des Induktors — dem Werte
von k, entsprechend — verringert auf. Damit ist die Brauchbarkeit des
eindimensionalen Modells auch im Falle des Induktor-Einlage-Systems
bewiesen.

Aus dem eindimensionalen Modell wird der dquivalente Durchmesser der
Einlage (d,) jenem richtigen Prinzip gemdB bestimmt, dal die rohrférmige
Einlage mit 4quivalentem Durchmesser und undendlich geringer Wandstirke
auf den Induktor dieselbe Wirkung ausiiben muB, wie die wirkliche Einlage

[10]:
N ) e
Nk x.’.k_\/-é Ky

wo K,, der reale Teil der auf die Einlage bezogenen Widerstandsfunktion nach
[5] ist.
Der dquivalente Durchmesser (d,) des Induktors ist nach [11]:

/ K
d, =d,, 1+\/E ik [m]. (5)
Xib

Es wird bemerkt, daB die dquivalenten Durchmesser — wie es aus (4) und
(5) zu erkennen ist — frequenzabhéngig sind, die berechnete gegenseitige
Induktivitédt ist also nur fiir die gegebene Frequenz auslegbar.

Nach der Bestimmung der d4quivalenten MaBe kann auch das Rechenmo-
dell gezeichnet werden (Abb. 3), in dessen Leitern die Stromdichteverteilung
gleichmiflig ist, unter der Voraussidtzung des eindimensionales Modells
wechselt ndmlich die Stromdichte bei der Induktionsspule und der Einlage nur
in Strahlrichtung, bei der Zuleitung zu der Spule nur in Richtung der
Leiterstarke. Diese Verdnderungen wurden aber mit Hilfe der in unendlich
diinnen Leitern konzentrierten Strome, bei der Berechnung der dquivalenten
Male behoben.

Die Stromstérke dndert sich aber in Wirklichkeit auch in Langsrichtung,
was bei dem Modell — wie auch in der Fachliteratur bisher — auller acht




GEGENSEITIGE INDUKTIVITAT ZWISCHEN INDUKTOR UND EINLAGE 249

gelassen wurde. Die Richtigkeit dieser Approximation wird auch dadurch
bestétigt, dal} sich geméB [ 7] die longitudinale Stromdichte der Einlage nur in
der Nahe der Endplatten wesentlich dndert, in einzelnen Fillen aber auch
konstant sein kann. Ferner ist gemiB [8] die longitudinale Anderung der
Stromdichte auch bei dem Induktor nur in den beiden Endwindungen
wesentlich, und wird auf Wirkung der Einlage gleichmé&Biger.

d
a;

L~

e

<] o
B

3

A

Abb. 3. Rechenmodell zur Bestimmung der gegenseitigen Induktivitit des Induktors und der Einlage

Die Bemessung

Nach der Feststellung der dquivalenten Durchmesser berechnen wir die
gegenseitige Induktivitdt des Induktors und der Einlage mit der folgenden
Formel:

d
M=2N -0, [H]
wobei (©6)
veodi L
%y = | Niygsi=25
M M 4 I d, 12

die gegenseitigen Induktivitidtsfaktoren des Induktors und Einlage sind.
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Wird der Zusammenhang (6) mit der in der bisherigen Fachliteratur
gebrauchlichen Formel (2) verglichen, kann festgestellt werden, daB

a¥g/oam=d,/l;

ist, ferner dafl — der wirklichen Lage entsprechend — a,, statt der bisherigen
2—3nun von 5 Parametern abhéngig ist. Diese Parameter sind in Kenntnis des
Rechenmodells berechenbar; von diesen ist g der Ausniitzungsfaktor der
Induktorspule:

N-h
=

g (7)

Im folgenden wird die Berechnungsmethode von «,, bekannt gegeben.

Die Bestimmung vomr «,,

Der gegenseitige Induktivitdtsfaktor des Induktors und der Einlage in
dem Modell der Abb. 3 wird unter Anwendung der Funktion (6) nach der
Neumann-Formel berechnet:

1 J JJ,
OCM =

_— =~ dv,dV. 8
dznzNi1i2 IFyal e ®)
Vy Va2

wo i, die Stromstdrke im Induktor und i, in der Einlage [A] ist;
J, istder Stromdichtevektor [A/m?] im Induktor mit dem Volumen ¥, ;
J, in der Einlage mit dem Volumen V,;
[F1,] ist der absolute Wert des Abstandes zwischen den Stromdichtevek-
toren [m].

Bei den Ableitungen werden foigende wichtigere Approximationen

gemacht:

— die spannunginduzierende Wirkung der elektrischen Stréme au-
Berhalb der AB Klemmen des Induktors wird vernachléssigt;

— auBer dem Induktor und der Einlage wird von dem Vorhandensein
jedes elektrischen Leiters abgesehen;

— die Richtung des durch den Induktorleiter flieBenden Stromen mit
gleichméBiger Stromdichte wird in Langsrichtung des Leiters inter-
pretiert;

— der in der Einlage flieBende Strom mit gleichmafBiger Stromdichte
wird als auf die Achse derselben winckelrecht die Umrisse entlang
flieBend vorgestelit.
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Aus letzterer Approximation ergibt sich, daB es bei der Berechnung von
o, geniigt, nur die gegenseitige Wirkung des Spulenteiles des Induktors und
der Einlage zu untersuchen, weil wegen der Perpendikularitit der Stromdichte-
vektoren des zuleitenden Teiles und der Einlage bzw. wegen der Bildung von
Paaren mit umgekehrtem Vorzeichen die entsprechenden gegenseitigen
Induktivitdtsfaktoren gleich Null werden. Diese Reduktionsmoglichkeit
ausniitzend, wurde das Modell bei Weglassung der zuleitenden Teile des
Induktors im Koordinatensystem (¢; n7; {) gezeichnet (Abb. 4). Zur Herstellung
endlicher Stromdichten wurden die unendlich diinnen Leiterschichten in zwei
Richtungen gleichm&Big verstirkt.

Abb. 4. Reduziertes Rechenmodell fiir die Bestimmung der gegenseitigen Induktivitdt des Induktors und der
Einlage

Nach Abb. 3 konnen folgende Parameter angeschrieben werden:
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b= (1)
2w
b
n=-— (12)
a
h
m=-— (13)
a
2Nnb—h—1,
fi=—g—" (14)
s
= — (15)
a
I
py=-= (16)
a

Im gegebenen Falle befinden sich die in (7) vorkommenden Stromdichte-
vektoren J, und J, in den laufenden Punkten P, und P, als Mittelpunkten der
Volumenelemente. Der laufende Punkt P, bewegt sich in dem Spulenteil des
Induktors auf der Zylinderfliche mit der Schraubenlinien-Basiskurve cs, der
laufende Punkt P, in der Einlage auf der Zylinderfliche mit der Kreis-
Basiskurve k. Gleichungssysteme der zu den laufenden Punkten gehdrenden
Zylinderflachen lauten:

¢, =a-cos g, (17a)
1, =a-sin g, (17b)
{y=bp+z, (17c)

fiir die Zylinderfldche mit der Schraubenlinienbasiskurve cs,

&, =r-cosq, (18a)
Ny =" sin @, (18b)
=1z, (18c)

fiir die Zylinderflache mit der Kreis-Basiskurve k. Aus den Zusammenh#ngen
" (17) und (18) ausgehend, mit den Formeln der Vektoranalyse kann unter
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Anwendung von (8) fiir «,, der folgende Zusammenhang in Vierer-Inte-
gralform aufgeschrieben werden:

2Nz lz—g,

123

" J J\
M 5
) [ b\
2N7l'~h - 12 1 -+ <"“‘> 9, =0 p=—q,
a

(19)
h o 2+ f1-zy
n J‘ cos pdzdz, dedo,
J Jrira’—2arcos p+(:—bp,)?
220 =Sz

Nach den Integrierungen die Reihenfolge der Integrierung nach ¢ und ¢,
vertauscht erhalten wir den folgenden, in geschlossener Form nicht inte-

grierbaren Ausdruck:
1

&{ = B /’—-, ’
2nemp N /1 +n~

~

2n
[ j cosp(d;+A,— A, —A,—B;—B,+B,+B,)do+

o= —2r(N-1)

+ | cos(C3+Cy,—C,~Cy,—Dy;—D,+D,+D,)do+

—— o

Il
~J

@

—-2N=
+ cosp(Ey;+E,~E, —E,~Fy—F,+F, +F,)do+

0

o
- 25N =1

+ J COSQD(G3~:—G4—Gl—GZ*H3—H4+H1+Hz)d§D:,
@= —2Nn

wo die Bezeichnungen mit den Formeln (21)}—(33) angegeben werden
(i=1,2,3,4)

A=1"+1-2r-cos ¢ (21)
——/T ___p_l_T
a, =Nnn 5 5 (22)

5 Periodica Polytechnica El 23.3-4
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p, m

a,=Nnmn + 5T (23)
p, m

=Nmn + = — — 24

a, ot S~ (24)
p, m

a4=N7m——él—+—2— (25)

2
a; A g
A= <__ —Ltaets @* —2na; +2n’n? —Znizgo)'

2n  4n
(26)
1
~In[—/;(a,-+ngo—~27m+v/A+(a,.+nqo—27m)2ﬂ
JA
B—3ai'3 3 R 2 27
=\ e ) vATatag 27n) 27)
c at A | 1 @+ a2 (28
L= —_— = n| — 3 -
‘ 2n  4n /4 GryATa) )
v
3a; — 5
(=N ATaE )
E_“i2 A LAY} L /A 4 2 30
3a;, 3 U PR
F, = <_”‘ + Z(p> v A+ g +np)’ (31)
af A
G, = (@ _A_ 2nna,+2n*N? -n | (32)
\2n 71

1
‘In| —=(a;,— 27N -n+V/A+(a,.~2nN'n)2)
\//A

. 3(1(~ 3 . / 2
H = ———451\/72  A+(a;—2nN - n)? (33)
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Rechensergebnisse

Den Ausdruck (20) wurde mit Hilfe der Simpson-Regel nach numerischer
Methode integriert. Die so berechneten Werte von «,, sind in Abhédngigkeit
von der Windungszahl im Falle von verschiedenen Parametern g, d,/l,, d,/d,
und I,/l, in Abb. 5 zu sehen.

In Abb. 6 wurden die prozentualen Unterschiede zwischen o), und den in
der Fachliteratur angefiihrten Faktoren o}, ebenfalls in Abhéngigkeit von der
Windungszahi dargestellt. In der Abbildung sind die berechneten prozentualen
Unterschiede von k), nach [2] und [5] von A}, nach [3] und [10] und von hjy;
nach [6] gezeigt. Der negative prozentuale Unterschied bedeutet, dal af; > a,,.
Es kann beobachtet werden, daB sich in bestimmten praktischen Fillen grofe
Unterschiede zeigen, bei der Bemessung von Induktor-Einlage-Systemen mufl
sogar mindestens mit dem Doppelten dieser Werte gerechnet werden, weil in der
Formel (1)des Transformationsfaktors M im Quadrat vorkommt. Auch das st

&y 07 7 —
L=
= a1 ayja=09; hjp=20
I
06 T e [ - AN -
N /=10, djd,;=09; bjip=10
05 - I S—
—  _———\T
i i
- et e
— ai/=10; dafd;=07; li/l,=20
04 ///\7 ! I
VT N[ @/h= 10, G2/d= 07, /=10
! g=10
———g=07
03 :
afl=02, dajdy =09, bjly=20
T/t =02, dyjdy =089, ii/iy= 50
. :
Ja,/h=02, dyfdy =07, Ljiy= 40
di/ls =02; dafdy=07; 4jir=10
| ]
00 : 1 l i : i
23 4 5678910 55 30 60 N

Abb. 5. Der gegenseitige Induktivititsfaktor (x,,) des Induktors und der Einlage in Abhiingigkeit von der
Windungszahl
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zu sehen, daB die prozentualen Abweichungen von den fiir die zwei koaxialen
Rohren abgeleiteten Zusammenhéngen hy; im Falle g=1,0 N— oo gegen Null
streben. Das beweist die Richtigkeit unserer Berechnungen.

h/ﬁ 5 T
6] =10

-10 “ - :
/ ///, /W, d//, 02 | dojdy=07
15 / / | L/l =10
7 7 |
/ ///7»' dr//l | —— g =07
_ / / ‘ ‘ g =10
2 //h [s
714 s G/ 02
75 / L [ : I i i
2 3 4 56788910 15 30 80 N

Abb. 6. Die prozentuale Abweichung von a,, von den im Fachschrifttum vorkommenden Faktoren (), zeigt
die Abweichung von den nach [2] und [5], h}, von den nach [3] und [10]. Ay, von den nach [6]
berechenbaren Faktoren).

MeBergebnissen

Es wurden Messungen bei Raumtemperatur mit 6 verschiedenen
Induktor-Einlage-System-Modellen bei zwei Frequenzen (f =49,1 Hz und
f =982 Hz) vorgenommen.

Die gemessenen und die berechneten Werte stimmten recht gut iiberein;
die prozentualen Unterschiede zwischen den berechneten und den gemessenen
Werten unterschritten, den MeBfehler (1,219;) ungeachtet dessen, daB sich
unsere Modelle von der koaxialen Anordnung der RoOhren wesentlich
unterschieden hy;= —6,03 + —8,58%,. Diese Tatsache bekriftigt die Richtig-
keit der Berechnungen und die Berechtigung der Vernachldssigungen.

SchiuBfolgerungen

1. Bei der Berechnung der gegenseitigen Induktivitdt des Induktors und
der Einlage darf in bestimmten praktischen Féllen die helikoidale Form und
die Liickenhaftigkeit der Induktorenspule nicht auBer acht gelassen werden.

2. Mit Hilfe der dargestellten neuen Methode kann die gegenseitige
Induktivitdt mit hoher Genauigkeit bestimmt werden.
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3. Die nach der neuen Methode berechneten Werte unterscheiden sich
wesentlich von den Werten, die aus den approximativen Formeln der
bisherigen Fachliteratur der induktiven Erwdrmung sowie aus den fiir zwei
koaxiale Réhre abgeleiteten, genauen Zusammenhidngen gewonnen wurden.

4. Auch die aus den Néherungsfunktionen fiir zwei koaxiale R6hrenmo-
delle in der bisherigen Fachliteratur der induktiven Erwdrmung berechneten
Werte koénnen von den nach den genauen Zusammenhédngen berechneten
Werten wesentlich abweichen.

5. Der bei der neuen Methode eingefiihrte gegenseitige Induktivitatsfak-
tor kann neben Induktor-Einlage-Systemen auch bei der Bemessung von
Luftkerntransformatoren angewandt werden.

Zusammenfassung

Die genaue Feststellung der gegenseitigen Induktivitat des Induktors und der Einlage ist von groBer
Bedeutung hinsichtlich der Bemessung und optimalen Herstellung (Feststellung der elektrischen Parameter)
bei den Induktor-Einlage-Systemen. Trotzdem wurde in der bisherigen Fachliteratur der induktiven
Erwdrmung die gegenseitige Induktivitéit statt genauen Zusammenhingen mit einer approximativen Formel
berechnet, in dem das System mit zwei koaxialen Réhren modelliert wurde.

Der von dem Verfasser berechnete neuartige Faktor a,, weist. mit den in der bisherigen Fachliteratur
benutzten Faktoren verglichen, wesentliche Unterschiede auf. Die gute Ubereinstimmung der berechneten
mit den gemessenen Ergebnissen bestdtigt die Brauchbarkeit der Methode.

Der eingefiihrte gegenseitige Induktivitdtsfaktor ist auch bei der Bemessung der Luftkerntransforma-
toren anwendbar.
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