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1. Введение 

в практике анализа и синтеза линейных систем автоматического ре

гулирования с переменншли параметра1\Ш большое распространение полу

чили методы моделирования таких систе?l'l на аналоговых и цифровых вы

числительных машинах. Известно, что линейная систе",ш аВТО1\штического 

регулирования с переiVlенны",ш пара1\lетраг.ш Юlеет две основные формы опи

сания: или в виде одного дифференциального уравнения с переменными 

коэффициентами, выражающего связь между «выходом» системы y(t) и 

«входом» fJ(t), то есть в виде 

с начальными условиями 

d
i 
y(t) 1, _- :V,'O _ сопst, i = 0,1, ... , п-1, 
dti :t=t, 

(1.2) 

или в векторно-матричной ,J;ифференциальной форме (фОРi\lе Коши) 

dx(t) = A(t)x(t) + B(t)(t) ) 
Ш } (1.3) 
y(t) = C(t)x(t) + D(t){)(t) J 

с начальными условиюш 

x(to) = хо = const (1.4) 

. в (1.3) A(t) и B(t) матрицы раЗl'r1ера (п Х п), X(t) и {)(t) векторы-столбцы, а C(t) и 
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D(t). векторы-строки, то есть 

Вектор X(t) носит название вектора состоянии системы, а его координаты 
Xi(t) (i = 1,2, ... , п) носят название переменных состояния. 

Для целей моделирования более предпочтитеЛЬНЬЕ\l является описание 

системы в форме (1.3), так как например: при моделировании системы на 
АВМ нежелательно использовать дифференциаторы, которые являются 

устройствами, (<притягиваящимш) шумы. Поэтому возникает проблема раз

работки методов, позволяющих от описания системы в виде (1.1) переходить 
к эквивалентному описанию этой же системы в виде (1.3). 

Данной проблемеуделяется внимание вработе [2]. Метод, предложенный 
в этой работе, состоит в том, что по уравнению (1.1) составляется структур
ная схема, содержащая дифференциаторы и интеграторы, и указывается 

приём переноса одного дифференциатора через цепь интеграторов. В резуль

тате получается структурная схема, содержащая на один дифференциатор 

меньше. В случае Pu(t) # О [,и = шах (1, 2, ... , п)] в правой части (1.1), этот 
приём применяется ·,и-раз. Так как на каждом шаге применения этого метода 
требуется новый пересчёт всех коэффициентов системы, то три достаточно 

большом ,и применение этого метода связано с громоздкой вычислительной 

работой. С точки зрения техники моделирования на АВМ это также доволь

но громоздкий метод, так как требуется большое количество интеграторов. 

Эти трудности отмечают и авторы [2]. 
В настоящей работе предлагаются другие алгоритмы перехода от 

описания (1.1) к описанию (1.3). Алгоритмы получены на основе развития 
метода, рассмотренного в [1]. Сущность метода состоит в следующем: пред
полагается, что в некотором пространстве состояний система, описывающая

ся (1.1), описывается уравнением (1.3). Причём заметим, что так как «вход» 
системы есть скаляр f}(t), то B(t) матрица-столбец, а D(t) скалярная функция. 
Из (1.3) находятся производные y(i)(t) (i = О, 1, ... , п). Производные до 
(п-l)-го порядка включительно подставляются в уравнение (1.1) и таким 
образом выражается п-я производная y(t). Эту производную приравнивают 
соответствующей производной, полученной из (1.3). Приравнивая соответ
ствующие выражения при соответствующих координатах Xi(t) и f}(j)(t) полу
чаем 2п + 1 уравнений относительно неизвестных переменных элементов 
ЛlаТРИЦ A(t), B(t), C(t) и (Dt). Так как этих неизвестных будет (п + 1)2, то 
можно предположить, что решение этой задачи не обладает однозначностью, 

следовательно п2 неизвестных ЛЮЖНО задавать в некоторой степени произволь-
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ным образом. Ограничения, накладываемые на произвол выбgра, содержатся 

в получении непротиворечивой системы уравнении. 
В [I] рассматривается случай, когда 

A(t) = 

C(t) = [1, О, ..• , О]; D(t) = bo(t), 

где неизвестные коэффициенты находятся по следующим формулам: 

a;(t) = - 'X;_l(t) , 

bo(t) = pn(t) 

i = 1,2, ... , n; 

k-l k-l-e (n-k+m) 
blc(t) = Pn-Ic(t) - ~ 'Xn-l-e(t) ~ , 

е=О m=О n-k 
- [blc-m-e-1(t)]- ~ - [blc-m(t)] , dm 

k ln-k+mj' d
m 

dtm m=l n-k dtm 

k = 1, 2, ... , 11 ; 

( 
') i I здесь и далее : = . ,(.~ ') , - биноминальные коэффициенты. 
J J. 1 J. 

Структурная схема для этого случая приведена на рис. 1. 

7I(tJo-: ---,-----,------г----г--,-, --C-----r--__ ~ 
, , , 
I 
I , , 

- ----,-
I , 
I , , 
L _____ ...... ______ _ 

L ___________________ _ 

Рис. 1 

y(tj 
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2. Структурные преобразования линейных систем. с 
переменными параметрами 

АЛГОРИТМ 1 

Пусть система регулирования задана в виде (1.1) с начальными усло
виями (1.2). В (1.3) положим, что неизвестные матрицы имеют следующий 
вид: 

1 О 0--' 
О 1 .. о 

A(t) = 
C(t) = [1, О, ... , О], 

, D(t) = bo(t), 
an- 1(t) О О 

L an(t) О О 

то есть, уравнения состояния выглядят следующим образом 

dx1(t) = a1(t) x1(t) + x2(t) + b1(t) {}(t) 
dt 

dx (t) -Jt- = a2(t) x1(t) + хз(t) + b2(t) {}(t) 

dXn;;/t) = an-1(t)Х1(t) + xn(t) + bn_1(t)D(t) 

dxn(t) = an(t)x1(t) + bn(t)D(t) 
dt 

y(t) = x1(t) + bo(t)(t). 

(2.1) 

(2.2) 

Струюурная схема, соответствующая (2.1) и (2.2), представлена на рис. 2. 
Из (2.1) и (2.2) нетрудно получить выражение для k-й производной 

(k = 1, 2, ... , п) функции y(t). 

dk y(t) k I I k-2 {k-2-
j (i+m) 

-k- = ~ Ч'I:i]k-i(f) Xi(t) т Xk+l(t) т ~:E . 
dt i=l j=O m=О J 

dm k-l-j-m k-j (i..L m) 
----; ~ Ч'I:Ш,-l-j-m-i(t)Ьi(t) + ~ 1. 

dt i=1 m=О J (2.3) 
~ [Ь __ {t)]} djD.(t) + [Ь (t) + k dbo(t) ] 
dtm k т J dtJ 1 dt 

dk-1D(t) I Ь t dk D(t) 
dtk- 1 . т о() dtk ' 

(k = 1, 2, ... , n-l) 
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Рис. 2 

где вспомогательные ФУНКЦИИ 

IТI (t) - dЧ1JJk-2(t) k~ (t) IТI (t) (t) Чl]k-l - dt + ~ ai Iblk-1- i + ak 

Р; (t) - lTI (t) + d Ч1е]k-е-1 (t)1 2 3 k 1 
[e]k-e - IIe-lJ k-e dt' е = , , ... , -; 

с условием, что 

т = 1, 2, ... , п. 

А п-я производная функции 

dny(t) n n-2 (n-2- j (i+m) dm 
-;и;;- = ~ Ч'сiJn-j(t) Xj(t) + ~ ~ j dtm 

n-l-j-m 
~ P[i]n-l-j-m-j(t) bj(t) + 
:_1 

n~ (i+m) ~ [Ь _ _ -(t)]} dj{}~t) 
~o j dtm n т J dtJ 

+ [Ь (t) + n dbo(t) 1 d
n
-

1
{}(t) + Ь (t) dn{}(t) . 

1 dt dtn-1 о dtn 
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(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

в (2.7) все вспомогательные ФУНКЦИИ P[iJn-i(t) (i = 1, 2, ... , п) определя
ются также по формулам (2.4), (2.5) и (2.6), только вместо l{ берётся п. 

Если теперь в (1.1) подставить (2.3) и приравнять (2.7), то получим сле
дующие системы уравнений для определения неизвестных aj(t) (i = 1,2 : .. , п) 
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и bk(t) (k = 0,1, ... , n). Эти системы после некоторых простых преобразова
ний будут иметь следующий вид: 

P(2Jn-2(i) - - !Xn- 1(t) P(2Jn-з(t) - ... - !X2(t)a1(t) -!Xl(t) 
P(Un-l(t) : - !Xn-l(t) P(1]n-2(t) - ... - сх'2(t)Ч'Wl(t) -!X.1(t)a1(t) -!ХоЮ I 

. . . . . . . . . . . . . . . (2.8) 

;Cn-lJ(i) = - !Xn~l(~)a'l(t) ~ ~n~2(t)' .... ". I 
р[n]ощ = - !X11-1(f) 

(2.9) 

Ясно, что для решения систем (2.8) и (2.9) на;\l необходимо определить 
н~известные ВСПЮlOгательные ФУНКЦИИ P[i]j(t).(i, j= 1, ... , n-l). Для 
наглядности сведём их в следующую таблицу: 

r

l 
P(lJn-l(t), 

t P(lJn-2(t), P(zJn-2(t) , 

I Ч'"j,(t): ~Ъj,(t): •. .., Ч',"~,(t)·, 
(2.1 О) 

Так как (2.5) можно переписать в некотором другом виде 

рг (t) pr (t) dp(n-k-m+l]k-l(t) 
[n-k-mJk = [n-k-m+uk - dt (2.11 ) 

то, используя эту рекуррентную формулу и систему (2.8), с учётом (2.6), 
можно определить все неизвестные функции Ч'[i]Р) и, j = 1, 2, ... 11-1) 
таблицы (2.10). Схематично это соответствует вычислению верхней строки 
по нижней слева направо. 
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После определения всех функций таблицы (2.10), используя (2;8) и (2.4) 
найдём коэффициенты ak(t) (К = 1, 2, ... , n). 

а bk(t) (k = О, 1, ... , n) находим из (2.9). 
Начальные условия для (2.1) определятся из (2.3) при t = to 

x1(tO) = Уо,о bo(to) {}(to) 

k dk {}(t) I 
хн 1(to) = Yk,O - ~ Ч'[i]k-1(tо) Xi(tO) - bo(t) --k-, 

1=1 dt 11=1, I 
[
b1(t) + k dbo(t) ] dk-:~~t) I ~ {k~j (i+.m) 

dt dt 11=1, j=O m=О J 

dm k-1-j-m k-j li+ m} 
- ~ Ч'[ilk-l-j-m-1(t) bi(t) +:z . 
dtm 

i=1 т=О 1 

~ [bk - m - j(t)]} d~ {}~t) I , 
dtm dtJ 11=1, 

(k = 1, 2, ... , n-l) . 

(2.13) 

J 

J 

Из всего вышесказанного BьrгeKaeT следуюший алгоритм нахождения 

неизвестных коэффициентов (2.1) и (2.2), по уравнению (1.1): 
1. Составляется таблица (2.10) неизвестных функций P[i]j(t) и, i = 

= 1, 2, ... , n-l) и эти функции находятся по рекуррентныJи формулам 
(2.11) и формула.М (2.8), с учётОЛi (2.6). 

2. По ФОРАtулалt (2.12) оnределяелt ak(t), (k = 1,2, ... , n). 
3. По фор.мулам (2.9) оnределяелt Bk(t) , (k = О, 1, ... , n). 
4. Начальные условия для. (2.1) определяются из (2.13). 

ПРИМЕР 

Пусть имеется система 2-го порядка, описывающаяся уравнением 

с начаЛЬНЬ1\Ш условия..'\ш: 

5 

dy(t) j • 
--1 = У10' y(to) = Уоо . 

dt It=I, 
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Эта система будет описываться следующей системой дифференциальных 

уравнений: 

(2.15) 

(2.16) 

Для определения неизвестных КОЭффициентов в (2.15) и в (2.16) поступаем по 
найденному алгоритму. В этом случае таблица (2.10) будет состоять из одной 
функции P[lJl(t). 

Так как a1(t) = -'Хз.(t), то из (2.8) 

Ч11Jl(t) = - !X1(t)a1(t) - !xo(t) = !Xi(t) -!xo(t) 

Далее по формуле (2.12) 

) 
1Т! ) da1(t) ? d!X1(t) a2(t = :ZЪJl(t - --- - щ(t) = -- - !xo(t) 

dt dt 

и из формул (2.9) 
. dfЗ2(t) 

bo(t) = fЗ2(t), b1(t) = fЗl(t) - !X1(t) fЗ2(t) - 2 -;и- ; 

bz(t) = fЗо(t) - !Xo(t) fЗ2(t) + d2~~(t) + fЗz(t) d!X;;t) . 

Используя формулы (2.13), находим начальные условия для (2.15). 

x1(tO) = Уоо - fЗ2(tо) {}(to) 

x2(tO) = УI0 + !X1(tO) [fЗ2 (to){}(to) - Уоо] + 

[ 
dfЗ2(t) +!X1 (t) fЗ2(t) - fЗl(t)] - fЗz(t) d{}(t) I . 

dt 1=1, dt 1=1, 

АЛГОРИТМ 2 

Теперь в (1.3) положим, что неизвестные матрицы имеют следующий вид: 

г a1(t) 1 О 0-, О 

a2(t) О 1 О О 

A(t) = B(t) = • C(t) = [C1(t), Cz(t) , .•. , 

an- 1(t) О О О 
' Cn(t)]; D(t) = bo(t). 

an(t) О О O~ Ll....J 



СТРУКТУРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 135 

То есть предположим, что наша система описывается следующими уравнени
ями переменных состояния 

1 

(2.17) 

(2.18) 

Уравнениям (2.17) и (2.18) соответствует структурная схема приведён
ная на рис. З. 

Из (2.17) и (2.18) с помощью введения неизвестных вспомогательных 
функций P[l]j(t) нетрудно получить выражение дЛЯ К-Й производной функ
ции y(t). 

7J{I) 

5* 

dky(t) n k-l {k-l- j (j+e) de 
--k- = ~Ч'гi]k(t)Хi(t) + ~ ~ . - [Ч'гn]k-l-j-е(t)] + 

dt i=l j=O 1=0 J df 

( 
k ) dk- j } dIB(t) I dkB(t). + [ьои)] --о I bo(t)--, k = 1,2, ... , n, 

. j dtk- j dfJ dtk 

(2.19) 

~--------------------------~ 
I 
I 
I 

_, __ L_
r 

I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I ~------------------
I 
~---------------------

Рис. 3 

у{t} 
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где неизвестные вспомогательныя функции P[i]j(t) определяются следующими 
соотношениями: 

(2.20) 

ITf () _ ITf ( ) -L d P[e]k-l(t) Че]1c t - Че-l]k-l t I dt ,! =2, 3, ... , n. (2.21) 
, 

с учётом того, что 

т = 1, 2, ... , n (2.22) 

Как и в предыдущем случае, подставляем (1.19) в (1.1), получим сле
дующую систему уравнений, которая после некоторых простых преобразо

ваний будет выглядеть следующим образом (для удобства рассуждений разо

бьём нашу полученную систему на две части): 

n-1 

P[i]n(t) =- ,2'Xv(t)[i]vCt) , i = 1,2, ... , n 
v=o 

P[n]i(t) = (Jn-l-i(t) - Xn-l-i(t)bo(t) - (. n J di~l [bo(t)] ~ 
1 + 1. dt,-;-l 

i (n + m-i -1) dm 
i-1 - 2' . - [P[n]i-m(t)] - "'5X/+ n-i(t) 

т=1 П-I-1 dtm 1=0 

{i (·n + j-i 1) d
j 

1JIr . t -'- [п + l-i) d/+
1 Ь t 

j=O п-i-1 dt j [ [n]/-/)] I l l +1 dt/Ч [о()]' 
i = 1, 2, ... , п-1 

(2.23) 

(2.24) 

Из (2.24) определим функции p[n]/t) (i = 1, 2, ... , п-l). Функцию p[n]n(t), 
определии, используя (2.23) 

n-1 

P[n]n(t) = 2' Хо(О p[n],·(t) . 
v=O 

Для вычисления остальных вспомогательиых функций p[Q]s(t) (s = О. 1, 
... , n; q = 2, 3, ... , п) воспользуемся соотношениюш (2.21), (2.22) !! (2.23). 
Легко видеть, что эти неизвестные вспомогательные функции будут определять-
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ся следующими рекуррентными соотношениями: 

P[q-l]S(t) = P[o]s+ 1 (t) - dp[q]s(t), s = О, 1, ... , n-1 
, dt 

P[q-lJn(t) = - ':i 1X7J(t) P[Q-l]v(t) , (2.26) 
v=O 

q = n, ~ - 1, ... ,3,2). 

Естественно, что при этом, учитывая (2,22), мы определим все коэффи
циенты Ck(t) (1; = 1, 2, .. " n). КОЭффициенты ar(t) (г = 1, 2, .. n) 'опре~ 
деляются из системы уравнений, которая получается с помощью (2.20) 

n IТГ IТГ) dPblk-l(t) 1 2 
.::Е ar(t) rrr]k-l(f) = :rblk(t - , k = , , ... , n. 
т=l dt 

(2.27) 

Система (2,27) линейная алгебраическая система, относительно неиз
вестных аги) (г =1, 2, ' .. , п), которую можно решить обычными методами 
линейной алгебры, например l\'\етодом Гаусса. 

Начальные условия для (2.17) определяются из соотношений (2.18) и 
(2.l9): 

n 

.::Е Cm(to) хmио) = Уоо - bo(to) (}(to) 
m=! 

n k-1{k-1-j(i -ц) d/ 

m=l )=0 е=О J dt (2.28) 
.::Е P[m],,(to) Х. "m(to) = у"о - ~ ~ '. -/ [P[n]k-l-j-/(l)] + I 

+ ('. ~ 1 d"-)~ [ьои) J} d
j 
{}(t) I - [bo(t) d

k 

{}~t) J ' 
J J dtk

-) dtJ !I=I, dt 1=1, I 
(!; = 1, 2, ... , n-1) 

Таким образом, для нахождения неизвестных коэффициентов в (2.17) и; в 

(2.18) по уравнению (1.1), поступаем следующим образом: 

1. Коэффициент bo(t) = f3n(t). 
2. Из (2.24) и (2.25) определяются фУНlщии Prn]i(l), i = О, 1, .. . ,п. 
З. По рекуррентньш фОРJиулаlY! (2.26) определяются функции PrQ]s(t), (s = 

= О, 1, ... , n)(q = 11, 11-1, .. " З, 2), при этО;}t учитывая и коэффi.щиенты 
C,,(t) (!; = 1, 2, ... , 11). 
4. Коэффицuенты ar(t) (г = 1,2, .. " 11) определяются из систе.'>iЫ (2.27). 
5. Начальные условия для (2.17) определяются из систелtы (2.28). 
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ПРИМЕР 

Рассмотрим систему 2-го порядка (n=2), то есть 

d2;~t) + x1(t) d~~t) + xo(t) y(t) = (З2и) d:~t) + fJ1(t) d~;t) + fJo(t)IJ(t) 

(2.29) 

Тогда по формулам (2.24) и (2.25) 

- х1(о [ Ч12]О (t) + db;;t) l' 
Ч12]2(t) = - x1(t) Ч{2]1(t) - xo(t) Р(2]О (t) . 

По формулам (2.26), где (q = 2) 

Ч11]О (t) = С1(!) = Ч12]1 (t) - dP(~; (t)l I 
pr (t) = pr ~ (t) _ dP(Z]l (t) 

[1]1 [2]. dt 

Ч1uz(t) = - x1(t) P(l]l(t) - xo(t) P(l]O (t) 

Из (2.31) и (2.32) получаем 

bo(t) = fJ2(t) 
dfJz (t) 

Р(2]О (t) == Cz(t) = fJ1(t) - !X1(t) fJz(t) - 2 dt 

P(2]1(t) = fJo(t) + fJ2(t) [XI (t) - !Xo(t)] + !X1(t) [dfJ~t(t) - fJ1(t)] -

dfJ1(t) + ~ [х (t)fJ (t)] -L d
2 

fJ2(t) 
dt dt 1 2 I dt2 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 
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'Pi2J2 (t) = - rx1(t) {PO(t) + P2(t) [СХI (t) - 2rxO(t)] + rx1(t) [_EP~/t) - Pl(t)] -

_ dPl(t) + ~ [сх (t) p.,(t)] ...L d
2 

P2(t) } 
dt dt 1 ~ I dt2 

- rxO(t) [Pl(t) - 2 dP~t(t)] ; 

Ч11Jо (t) = C1(t) = рои) + P2(t) [rxi(t) (Хо(О] + rx1(t) [dP;t(t) - Pl(t)] 

_ 2 dPl(t) ...L 2 ~ [сх (t) p~(t)] + 3 d
2 

P2(t) . 
dt I dt 1 ~ dt2' 

Ч11]l(t) = - rx1(t) {PO(t) + Р2и) [схю) - 2схои)] + rx1(t) [d~~(t) - Рl (t)] 

_ dpl(t) + ~ [сх (t) P?(t)] + d
2 
P2(t) }_ 

dt dt 1 ~ dt2 

- (ХО и) [Pl(t) - 2 dP~/t) ] - :t {Р2и) [rXI (t) - rxo(t)] 

+ rx1(t) [d
P
;7) - Pl(t)]} - :;2 [rx1(t) P2(t)] -

dPo(t) , d2 Pl(t) d3 pz(t) ---, 
dt dt2 dt3 

Ч11]Z (t) = [схН t) - хои)] {рои) P2(t) [схю) хои) ] + X 1 (t) Х 

Х [dP2(t) _ Р (t)] + ~ [х (t) B.,(t)] _ dPl(t) -1- d2P2(t)} 
dt 1 dt 1 I ~ dt dt2 

- rx1 (t) {XO(t) [2 dP2(t) - Pl(t)] - d p?(t) (rxi (t) - rxo(t») + 
dt dt -

+ rx1(t) [dP;;t) - pl(t)l-- ~;2 [rx1(t)P2(t)] - d/3;7) + 

d
3
p2(t) } + х (t) {dP1(t) ...L ~ [х (t) P?(t)] ...L 
dt3 о dt I dt 1 ~ I 

То есть, все вспомогательные ФУНКЦИИ определились через коэффициенты 

системы (229). 
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Система уравнений для определения коэффициентов a1(t) и a2(t), учиты
вая (2.27), запишется следуюшим образом: 

dc1(t) 1 a1(t) c1(t) + a2(t) c2(t) = Prill (t) - -dt-

a,(I) '1\",(1) + a,(I) '1\,J,(I) '1\'J,(I) _ d'l\~; (1) I (2.34) 

откуда 

(2.35) 

Таким образом, (2.29) с начальными условиями (2.30) .можно описать сле

дуюшими уравнения.ми в пространстве состояний: 

. (2.36) 

(2.37) 

Начальные условия для (2.36) определяются из систе1l-1Ы 

3. Стуктурные преобразования линейных систем автоматического 
регулирования с переменными параметрами и запаздыванием 

Известно, что в общем виде система автоматического регулирования 

с переi'.1енныI',Ш параметрами и западыванием описывается следующим диффе

ренциально-раЗНОСТНЬL'1 уравнением: 
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где О = ;:0 < ;:1 < .... < ;:N; О = ,do < ,dl < ... < ,dM 

И y(t) = YO(t) - фиксированная функция при tO-;:N < t < to • (3.2) 

Наша задача состоит в расширении метода, рассмотренного в первой 

части статьи и на системы с запаздыванием вида (3.1). Однако, представление 
(3.1) в нормальной форме :Коши, в общем случае с N запаздываниями, являет
ся сложной проблемой, неразрешимой в общем виде. Поэтому, в дальнейшем, 

мы рассмотрим системы вида (3.1) с одним запаздываниел\ и некоторые част
ные случаи с двумя запаздываниями. 

Так kaI-\ общее решение (3.1) будет равно CY1l1J\\e решений от воздействий, 

стоящих в правой части (3.1) [3], то есть от воздействий 

F.(t - ,d,.) = ~ fЗ. ,(t) dl-&(t - ,dk) 
k " _' k,. dt l 

1=0 

т о очевидно, не умаляя общности, мы можем решать задачу приведения (3.1) 
к нормальной форме :Коши только для одного воздействия типа F k (t - ,dJ;), 

причём можно ПОЛОЖИТЬ ,dk = О. 

Сисmе . .ма п-го порядка с одни.,и запаздЫ6аНlle.~{ 

Пусть система описывается следующим дифференциально-разностным 

уравнением: 

(3.3) 

где;: > О, а y(t) = уои) - фиксированная функция при tO-;: <; t <; to (3.4) 
Предположим, что (3.3) описывается следующим векторно-матричными диф
ференциальным уравнением: 

где 

dx(t) = Ao(t)x(t) + A1(t)x(t -Т) + Bo(t)1f(t) + i Bi(t)-&(t - i;:) (3.5) 
dt i=! 

r g 
1 
О 

y(t) = x1(t) + bO,1(t)-&(t) (3.6) 

о -, 

Ao(t) =! 
I О О 
! 
L aQ,1(t) ао,2и) 



142 В. М. МАЛАШЕНКО 

г О ..., 

X(t)= 

Или, перепишем (3.5) в развёрнутом виде: 

dx1(t) I Д I 
-d-t - = x2(t) , bl,l(t) 'u(t) , b1,2(t) 1')(t - Т) 

dx2(t) . I I 
---;и- = хз(t) ,b2,1(t) 1')(t) ,b2,2(t)1')(t -Т) +Ьz,з<t) 1')(t --2т) 

dxn-1(t) _ . (") I Ь ( )fJ() I fJ ~ - ХN L , n-1,1 t t ,bn -1,2(t) (t - Т) + . 
(3.7) 

. . . + bn-1,n(t) 1') [t - (n - l)т] 

dx (t) 1 /1 • 

Т = lo -6 Qj,Jt)Xi(t - }T)+bn,1(t)(t)+bn,2(t) {}(t-T) + . 
. . . + bn,n-:--l(t) 1')(t - nт) 

Структурная схема (3.6) и (3.7) представлена на рис. 4. 
Из (3.6) и (3.7) нетрудно получить 

dky(t) _ . I k k-r di 1')(t-гт) k-r-i (П1+i) dm 

-dtk -Хн1(t) , .:z .:z dti ~ . dtm [bk-i-т,Г-l(t)], (3.8) 
г=О 1=1 m=О 1 

k=O,l, ... ,n 1, 

н-я производная y(t), с учётом последнего уравнения (3.7), имеет вид, 

d/1 y(t) 1 т! 
-n- =.:z ~ Qj,i(t)Xi(t-jт) + 

dt j=O ;=1 

I n n-г di 1')(t - ГТ) n-г-; (m+ i) dm 
, ~ ~ ; ~ . ---;- [bn-i-m,r+l(t)] . 

г=О i=O dt m=О 1, dt 

(3.9) 

Подставляя (3.8) в (3.3) и приравнивая подобные члены с (3.9), получим сис
тему уравнений, из которой легко получить формулы для расчёта неизвест-
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У(tJ~У(t-8) 

--'Г-

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I 
~ ____________________ J 

'Il(t-7;} ! 'l!{t) ыо 

y(t) 

! 

+~ • 
e~------------~ уот 

при 10-7;;> (;> (о 
, 
e;------------------------~ 
+ 

Рис. 4 

ных коэффициентов в (З.6) и в (З.7) 

Qi,p.(t) = - ':t.i,p.-l(t) i = О, 1; ,и = 1, 2, ... , II (З.1О) 

bO,l(t) = pn(t) 

Ьц (t) = pn-,,(t) 
k-l k-l-I ['П-k..L Тn) dm .::f 'Хо,п-Н(О .::f '. --;;:;- [b"-l-m-l,1(t)]-
1=0 т=О .. Тl-!. dt (З.11) 

~ (l1-k+Тnj d
m 

[bk-m,l(t)] , k = 1,2, ... , п. 
т=1 l1-k dtm 

bi,+il(t) = -':t.1,n-l(t)bi- 1,;(t - Т) ] 

т-1 m-I-1 (11- i -тn +k) d" 
bi+m,i+l(t)= - .::f СХО,п-l-l(t) .::f . dt" [bm+i-H-k,i+l(t)]-

1=0 "=0 11-1-Тn 

m т-С (l1-i-m+kj d" 
- .::f СХl,П-1-с(t).::f . -" [bm+i-1-I-k,i(t-T)]-

1=0 "=0 11-1-Тn dt 
(З.12) 

т (n-i-Тn+l) d
C 

-.::f . dtC [bi+m-I,i+l(t)], тn=1,2, .. . ,11-i 
С=l 11-1-Тn 

(i = 1,2, ... , п) 
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Из фОР:'lУЛ (3.10), (3.11) и (3.12) нетрудно видеть, что если (3.3) не имеет 
заriаздывания,то есть (Xl,fL-1(t) = О, (f-l = 1, 2, ... , п), то в этом случае 

a1,fL(t) = О (f-l = 1, 2, ... , п), и все bi +m,i+2(t) = О (т = 1, 2, ... , n-i; 
i = 1, 2, ... , п) и полученный аЛГОРИТNl приводит к хорошо известному алго
ритму, описанному во введении. 

ТаКИ?1 образом, система п-го порядка с одним запаздыванием, описывае
мая уравнением (3.3), может быть описана системой уравнений (3,6) и (3.7), 
У которой неизвестные коэффициенты могут быть найдены по формулам (3.10), 
(3'.11)и (3.12). Заметим, что в (3.6) и (3.7) y(t) = yo(t) - фиксированная функ
ция при to-T <; t <; to. 

ПР11:иер 

Систему 2-го порядка с одним запаздыванием, описываемую следую

ЩИМ дифференциально-разностным уравнение;\1: 

d
2
y(t) + а ,(t) dy(t) + а (t)y(t) + а (t) dy(t-T) + 
dt2 0,_ dt 0,0 1,1 dt 

2 dlfJ(t) + al.0(t)y(t-T) =.:Е fJz(t)--
/=0 dt/ 

(3.13) 

Т > о И y(t) = уои) - фиксированная функция при to-T <; t <; to, можно 

описать следующей системой уравнений 

dx1(t) I J 1 ~ = X2(t) т bl,l(t) fJ(t) т b1,2(t)(t -Т) 

dX;;t) = #о ~ a},i(t) x;(t - jT) + b2,1(t) 1'J(t) + b2,'it) 1'J(t - Т) + 11 

+ Ь2,з(t){}(t - 2т) 
y(t) = x1(t) + bO,l(t)fJ(t) 

где y(t) = Yo(t) - фиксированная функция при to- Т <; t <; to· 

(3.14) 

Структурная схеl\Ш (3.14) приведена на рис. 5. Коэффициенты (3.14), 
применяя для их вычисления описанный выше алгоритя, имеют следующий 

вид: 



СТРУКТУРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛИНЕйНЫХ СИСТЕМ 145 

Рис. 5 

{O:l,l(t) [O:O,l(t) + rpO,l(t - t)j- Х1,О(t) 

Ь2 ,з(t) = O:l,l(t) xl,l(t - Т) (З2(t - 2т) . 

Сисmео\!ы с дву.ня запаздыванuя,лш 

dX1.l(t) } 
dt ' 

а) Пусть имеем систему 1-го порядка с двуiYlЯ запаздываниюш, описывае

мую следующим дифференциально-разностньEVШ уравнениеl\1 

dy(t) I () () I () ( ) I (" (" ) (з () dB(t) I (З (),С() -;п- I Хо,о t У t 1:%1,0 t У t - Т1 1:%2,0 ()у l - Т2 = 1 t ш- I Jo t u t 

(3.15) 

о < Т1 < Т2 И y(t) = yo(t) - фиксированная функция при [0-'2 <;; t <; to 
Тогда, эту систеi\1У ;;lOжно описать следующими уравнения;;ш состояния 

dX1 (t) = ~ ам (t)x1(t - Tj)+b1(t) B(t)+bz(t)B(t - т1)+Ьз(t)fJ(t - Т2)'! 
dt j=O (3.1 б) 

y(t) = x1(t) + bo(t) B(t), 
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о = То < Т1 < Т2 И y(t) = YO(t) - фиксированная функция при tO-'l'2 .;;; t .;;; to 
Коэффициенты (3.16),. выражаются через коэффициенты (3.l5) следующим 
образом: 

aj,l(t) = -rxj,o(t), j =0,1,2; 

bo(t) = fJ1(t), 
dfчt) 

b1(t) = fJo(t) - (хо,о (t) fчt) - -dt- , 

b2(t) = - rx1,O(t)fJ1(t -Т1)' 

Ьз(t) = - rxz,O(t)fJ1(t -Т2)' 

Структурная схема моделирования (3.16) приведена на рис. 6. 
б) Если имеем систему 2-го порядка с двумя запаздываниями, описы

ваемую уравнением 

d2y(t) ...L ~ ~ (х' . (t) d
i 
y(t - 'l'j) = ~ fJ (t) d/1J(t) 

d • 1"';;;;;';"';;;;;'; J,l d i ".;;;;;.; / / t- j=O i=1 t /=0 dt 
(3.17) 

о = то < Т1 < Т2 И y(t) = yo(t) - фиксированная функция при [О-Т2 .;;; t .;;; to 
'ГО эту систему можно описать следующими уравнениями состояний: 

dX;;t) = xz(t) + b1,0(t) 1J(t) + bl,l(t)fJ(t - Т1) + b1,z(t) 1J(t - Т2) , 

dx (t) 2 2 
_2 __ = ~ ~ aj,i(t)Xi(t - 'l'j) +b2,o(t)fJ(t) +b2,1(t)1J(t-'l'1) + 

dt j=o i=1 

+ bz,z(t){}(t - Т2) + Ьz,з(t) 1J(t - 2Т1) + b2,it)fJ(t - 2Т2)+ 

+ b2,5(t) 1J(t - Т1 - Т2) , 

y(t) = x1(t) + bo,o(t) {}(t) , 

(3.18) 

о = то < Т1 < Т2 И y(t) = yo(t) - фиксированная функция при to-'l'2 .;;; t .;;; tu 
Коэффициенты в (3.18) выражаются через коэффициенты (3.17) следую

ЩЮl образом: 

aj,i(t) = -rxj,i-1(t), j = о, 1,2; i = 1,2 

ьо,ои) = fJ2(t); 
dfJ2(t) . 

b1,0(t) = fJ1(t) - rxO,l(t) fJ2(t) - 2 -d-t - , 

b2,0(t) = fJo(t) + rxO,l(t) [2 dfJ;t(t) + CXO,l(t) fJ2(t) - fJ1(t)] + 

1 fJ.(t) r dCXO,2 (1) _ сх (t)] _ dfJ1 (t) + d
2 

fJz (t) 
т - dt 0,0 dt dt2 

l 
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Рис. б 

[ 
d{З2(t-7:1) 

b2,1(t) = IXO,l(t) 1Xl,l(t) (З2(t - 7:1) + 1Xl,l(t) 2 dt + 

+ IXО,1 (t -7:1) {З2 (t - 7:1) - {З1 (t - 7:1)] 

+ (З2 (t-7:1)[ dlX~:(t) IX1 ,О (t)]; 

[ 
d{З2(t-7:2) 

b2,2(t) = IXO,l(t) 1X2,1(t) {З2 (t -7:2) + 1X2,1(t) 2 dt + 

+ IXO,l(t - 7:2) (З2(t - 7:2) - (З1(t - 7:2) ] + 

+ {З~ (t - 7:~) r::dIX2,1 (t) - IX (t)]. 
~ ~ L dt 2,0, 

Ьz,з(t) = 1X1,1(t) 1Xl,l(t - 7:J{З2(t - 27:1) ; 

b2,it) = 1X2,1(t) 1X2,1(t - 7:2) (З2(t - 27:2) ; 

b2,s(t) = [1X1,1(t)iXz,l(t -7:1) + 1X1,l(t -7:2)X2,1(t) ](З2(t1 - <1 - 7:2)' 

Структурная схема моделирования (3.18) представлена на рис. 7. 
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'М) 

'I1(t) 

'I1{I-'i:J 

'I;(t-'i:zJ 

'IJ{t- 27:г} 

Рш:. 7 

Выводы 

В данной работе получены алгоритмы структурных преобразований 

линейных систем автоматического регулирования с переменными параме

рами. РаСС1\ютрены случаи систем без запаздывания и систем с запаздыванием. 

Полученные алгоритмы перехода от одномерного описания системы. к опи

санию в пространстве состояний можно использовать при люделировании 

этих систеЛl на аналоговых и цифровых вычислительных лшшинах. 

Резюме 

При моделировании линейных систем автоматического регулирования с перемен
ныl\ш параметрами (нестационарных систем) на аналоговых и цифровых вычислительных 
машинах наиболее предпочительным описанием этих систем является описание в про
страцстве состояний. Данная работа посвящена получению алгоритмов перехода от 
одномерного описания систе1\lЫ к описанию этой системы в пространстве состояний. 
Рассмотрены случаи систем без запаздывания и систем с запаздыванием. Предложенные 
аЛГОРИТ1l1Ы расширяют возможности структурных преобразований нестационарных сис
тем на аналоговых и цифровых вычислительных машинах. 
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