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1. Einleitung 

Die dynamischen Eigenschaften von Maschinen und Einrichtungen 
können, entsprechend einem bestimmten gesetzten Ziel, an geeignet gewäblten 
mathematischen Modellen untersucht werden. Die Technik der Modellfindung 
soll hier nicht näher behandelt werden, das Augenmerk vrird auf das gewählte 
Modell gerichtet. 

Bei den Untersuchungen erscheint es oft nicht zweckmäßig, mit sämtli
chen Freiheitsgraden des Modells zu arbeiten. Die Zahl der in Rechnung ge
stellten Freiheitsgrade darf kleiner als die Zahl der Freiheitsgrade des Modells 
sein. Im weiteren soll der Begriff der Freiheitsgradreduktion in diesem Sinne 
benutzt werden, was selbstverständlich keine Anderung der ,~irklichen Anzahl 
der Freiheitsgrade des Modells bedeutet. 

Die Reduktion "Wird für Modelle mit endlichen bzw. unendlichen Frei
heitsgraden durch unterschiedliche Gründe gerechtfertigt. 

Im ersteren Fall sind in der Regel Bequemlichkeitsrücksichten vorherr
schend oder man "Will die Zusammenhänge, die das physikalische Wesen des 
Problems besser beleuchten, stärker herausstellen. Es ist weiterhin wesentlich, 
daß die Aufgabe, die sämtliche Freiheitsgrade enthält, immer aufgestellt 
werden kann, und oft ",ird die Freiheitsgradreduktion an dieser mit Hilfe 
von mathematischen Operationen durchgeführt. Ein derartiges Beispiel soll 
in Abschnitt 3 gezeigt werden. 

Bei Modellen mit unendlichen Freiheitsgraden ist die exakte Formulie
rung der sämtliche Freiheitsgrade enthaltenden Aufgabe aus rechentechni
schen Gründen nicht möglich. Nur die Formulierung der Aufgabe mit Frei
heitsgradreduktion ist möglich, daher stößt man immer wieder auf die später 
ausführlich darzulegenden Sch"Wierigkeiten. 
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.. 2~ MQtlelle. mit en~che~ Fcr~~heitggraden ...• 

Der. Freiheifsgraa ." des untersuchten' ungedämpften, li~ear elastischen 
Modells sei N. Das Modell sei durch äuß'ere Sl:Ii.uskräfte mit der Kreisfrequenz 
w der Zahl ]V erregt, deren Amplituden in einen Kl'aft'lirkungsvektor f mit 
reellen Elementen zusammengefaßt werden. Die auf \Vil'kung von f entstehen
den Verschiehungcn in einem Vektor x geordnet, läßt SIch die Bewegungsglei
chung des Modells mit den die Elastizitäts- und lVIassenkennwcrte des Systems 
enthaltenden quadratischen Matrizen C und M in der 'wohlhekannten Form 
anschreiben: 

Mx = - Cx + f sin wt . (1) 

\\"i1' nehmen an, daß die Differentialgleichung (1) eine Losung der Form 
x 8 sin wt hat, wo 8 die Amplituden der Sinusverschiehungen enthält. K ach 
Einsetzen und Kürzlmg mit sin wt lautet die GI. (1): 

(C-w 2 1'iI)s =f; (2) 

die lVIatl'izcn l\--ter Ordnung C und M sind symmetrisch und positiv definit 
und haben reelle Elemente. Wir wollen die Bezeichnung 

(3) 

einführen, wo S die sog. dynamische Steifigkeitsmatrix des Modells darstellt: 

88=f· (-1 ) 

Da die Zahl der Elemente von s mit den Freiheitsgraden N des Modells übel'
eim:timmt, ist S die volle dynamische Steifigkeitsmatrix, deren Elemente lineare 
Funktionen von w2 sind. 

Im Falle yon det S .' 0 läßt sich auch die inverse Beziehung von (4) 
herstellen: 

s F 8. 

wo F = 8-1, die volle dynamische Deformationsmatrix ist. 
Bei freier Schwingung ist in (4) f = 0, die Bestimmung der Eigenkreis

fl"equenzen w he deutet die Lösung des wohlbekannten linearen Eigenwert
problems 

Ss = O. 

\Yü-d der den ahsoluten Ruhestand hedeutende Fall s 
seil, erhält man die Frequenzgleichung 

det S = O. 

(5) 

o daraus ausgeschlos-

(6) 
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Gemäß den genannten Eigenschaften von C und M hat GI. (6) für (j)2 N reelle 
positive Wurzeln, deren Menge alle Quadrate der Eigenkreisfrequenzen des 
gewählten Modells, so auch seine Eigenfrequenzen liefert. 

Im weiteren soll der Fall geprüft werden, wo der Vektor f nur n von 
Null unterschiedliche Elemente hat (n < N), und diese seien zu einem Vektor q 
zusammengefaßt. Durch Zeilen- und Spaltenwechsel 'wird (4) in folgender 
Weise partitioniert: 

[Sn 
S21 ;~:J [:] = [Ö J ' (7) 

oder 

Sn u S12 v = q (7a) 

S21 u + S22 V = O. (7b) 

wo q und u Vektoren n-ter Ordnung sind und der Vektor v N -n-ter Ordnung 
zu dem Nullvektor 0 gleicher Ordnung gehört. Wenn nur die Verschiebungs
amplituden an den Orten der Erregung von Interesse sind, erhält man bei 
.let S22 " 0 aus GI. (7h) v ausgedrückt und in (7b) eingesetzt 

oder in kürzerer Form 

Sr U = q, 

WO Sr = Sn - 812 5;? 5 21 die reduzierte 
Neben der Erfüllung der Relation det Sr 
hung von (8) 

Qrq = u, 

(7c) 

(8) 

dynamische Steifigkeitsmatrix ist. 
o besteht auch die inverse Bezie-

(9) 

wo Qr = S;:-1 die reduzierte dynamische Deformationsmatrix ist. 
Mit Hilfe von (9) erhält man eine direkte Beziehung z,\ischen den Ampli

tuden der sinusförmigen ErregerkraftIVirkungen und den Amplituden der 
sinusförmigen Verschiebungen an den Erregungsorten. Dasselbe läßt sich 
selbstverständlich auch anhand der inversen Beziehung von (4) errechnen, 
dann wäre jedoch das erhaltene Ergebnis nicht so augenfällig. 

Die Gleichungen (8) und (9) enthalten von den N Freiheitsgraden des 
Modells nur n in expliziter Form. Daher kann die mit diesen zusammenhän
gende Aufgabe als reduziert bezeichnet werden. Sollen die Eigenkreisfrequen
zen bestimmt werden, erhält man in (8) q = 0 eingesetzt die Gleichung 

Sr U = O. (10) 

6 
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Die Gleichheit kann in zwei yerschiedenen Weisen erfüllt werden: 
entweder 

det Sr = 0, 
oder 

u = O. 

(lla) 

(llb) 

Nun kann auch bei Gültigkeit der letzten Gleichung Sch"wingung yorhanden 
sein, weilu nicht sämtliche Freiheitsgrade des Modells enthält. Diese Frequen
zen können - wenn solche existieren - aus den mit den Substitutionen u = 0 
und q 0 angeschriebenen Gleichungen (7a)-(7b) berechnet werden. Es 
ist jedoch überflüssig, so zu yerfahren, weil dieses Vorgehen viel zusätzlicben 
Rechenaufwand erfordert. Im übrigen ist leicht einzusehen, daß bei u = 0 Sr 
nicht erklärt ist. 

Gesetzt den Fall, daß die ursprüngliche Aufgabe nicht bekannt ist, nur 
die reduzierte. Als Frequenzgleichung steht also nur (lla) zur Verfügung. 
Aus der Deutung yon Sr in (7 c) ist zu erkennen, daß die Elemente keine linearen 
Funktionen von w2 mehr sind, sondern als Quotienten aus den Polynomen von 
w2 zu errechnen sind, wo die höchste Gradzahl im Zähler N - n + I, im N enrrer 
:N -n ist. Die numerische Lösung der Frequenzgleichung ist aber keine leichte 
Aufgabe. Praktisch 'wird meistens die sog. schrittweise Technik ange"wandt, 
nach der zu in gewissen Schrittintervallen angesetzten w-W el·ten die Vor
zeichen der Determinantenfunktion ermittelt und nach den V orzeichenände
rungen die Nullstellen der Funktion bestimmt "werden. Technische Schwierig
keiten werden dUl"ch die stellen"weise hohe W el"tänderungsgeEchwindigkeit, die 
Pole der Funktion yerursacht. Bei autonc.atischem DUl"chrechnen muß heson
ders untersucht werden, ob die Funktion bei Y orzeichenumkehr eine Nullstclle 
oder Diskontinuität hat. 

Die Ordnungszahlrecluktion besitzt eine spezifische Eigenschaft. Bei 
der Berechnung mit der reduzierten dynamischen Steifigkeitsmatrix kcrrrren 
:n ('Er EifCllfICCi"L;U,n:o:fc x Li.ickcll« zmücld:leibf:lL d. h. GI. (lla) E:TgiLt 
nicht sämtliche Eigenfrequenzen. Man könnte erwuTten. daß die fehlonden aus 
(llb) ermittelt werden können, ohwohl dazu die yolle dynamische Steifig
keitematrix hekannt sein muß. 

Im allgemeinen liefert jedoch auch GI. (l1b) nur die üiviale Lösurrg, 
d. h. sie ergibt zusammen mit II = 0 V = O. Sie hat nur d,mn auch eine nicht
triviale Lösung, wenn eine Eigenfrequenz existieTt, zu der eine Schwingungs
fOTm gehört, ·wo die Amplituden der Kocrdirraten in u gleich Null sind. Oh 
dieser Ausnahmefall besteht, läßt sich jedoch in der Regel yor der endgültigen 
Lösung der Aufgabe nicht erkerrnen. 
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3. Ein einfaches Beispiel 

Um die genannten Eigenschaften der reduzierten Aufgabe zu zeigen, 
wurde ein einfaches Zahlenbeispiel ausgearbeitet. Abb. 1 zeigt die wohlbe
kannte Sch'wingungskette mit 3 Freiheitsgraden. Auf die zweite Masse v,irkt 
eine Sinus erregung mit der Amplitude F 20' Die Untersuchung "wird nach dem 
in Abschnitt 2 beschriebenen Verfahren begonnen. Die konkrete Aufstellung 

Fig. 1 
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der Be'wegungsgleichung der Form (1) weggelassen, lautet die der GI. (4) 
entsprechende Gleichung 

S s = f, (12) 

wo 
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Die Aufgabe (12) enthält sämtliche Freiheitsgrade des Modells. Im 
weiteren ",ird eine Freiheitsgradreduktion in der Weise durchgeführt, daß die 
erste Komponente des Amplitudenverteilungsvektors s eliminiert ,\ird. Nach 
den bereits beschriebenen mathematischen Umformungen erhält man eine der 
GI. (8) entsprechende Gleichung, also 

"WO im vorliegenden Fall 

u = [
x201' X 30 

6* 
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1 
a12 = a21 = --, 

C3 

1 + ~-m3Ü)2 
c3 c4 

Bei freier Schwingung ist q = 0, die Eigenkreisfrequenzen können aus der 
Frequenzgleichung 

det Sr = 0 (13) 

bestimmt werden. Der mit den zahlenmäßigen Daten in Abb. 1 erhaltene 
Wertverlauf der Determinantenfunktion (13) in Abhängigkeit von (0 ist in 
Abb. 2 dargestellt. Aus dem Diagramm ist zu erkennen, daß die Funktion 
zwei Nullstellen hat: (01 = 5 S-l und (02 = 10 V2 S-l. Bei (0 = 10 ist die Funk
tion nicht erklärt und bei (0 > 10 1'2 gilt det Sr > O. Aus GI. (13) kann eine 
der Eigenkreisfrequenzen des Modells mit 3 Freiheitsgraden nicht herechnet 
werden. Nach GI. (12) ist leicht einzusehen, daß auch die Bedingung u = 0 
(x 20 = 0, x30 = 0) nur die triviale Lösung liefern ",.ürde, d. h. x lO = O. 

Bei einer weiteren Freiheitsgradreduktion ,vird in GI. (12) auch das 
dritte Element von s, X 30 eliminiert. Dadurch werden sowohl der Vektor u 

als auch der Vektor q nur je ein einziges Element haben, damit erhält man 
eine direkte Beziehung zwischen der Erregeramplitude F 2iJ und der Schwin-

defSr 
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gungsamplitude der zweiten Masse. Aus der Matrizengleichung (8) wird eine 
Skalargleichung: 

Sr X zo = F 20' 

wo 

oder wenn X 20 ausgedrückt wird, 

Der Verlauf von Sr in Abhängigkeit von w ist in Abb. 3 dargestellt. Es ist zu 
erkennen, daß bei w = 10 S-l die zweite Masse auch bei einer beliebig großen 
Erregerwirkung im Ruhezustand verbleibt, weil an dieser Stelle die Funktion 
Sr unendlich "Wird. 

Bei freier Sch"Wingung ist F 20 = 0 und damit auch 

Sr X 20 = o. 

Die Gleichung kann auch in diesem Fall auf zweierlei Art befriedigt werden, 
entweder 

Sr = 0, (14a} 

oder 

X 20 = o. (14h) 

Aus (14a) können dieselben beiden Eigenkreisfrequenzen des Systems mit 3· 
Freiheitsgraden wie früher, d. h. W 1 = 5 S -1 und W z = 10 Vi s -1, ermittelt 
werden (siehe Abb. 3). Im vorliegenden Falle führt auch die GI. (14b) zu 
einem Ergebnis, weil sich aus GI. (12) W3 = 10 S -1 ergibt; bei dieser Frequenz. 
sind die Funktionen in den Abbildungen 2 und 3 nicht erklärt. 

Auch aus den Abbildungen 2 und 3 ist ersichtlich, daß die Eigenschaften 
der Determinantenfunktionen durch die durchgeführte Freiheitsgradreduktion 
stark beeinflußt werden. Aus den Polen der Funktionen hzw. aus der Existenz. 
derselben dürfen keine weitgehenden Schlußfolgerungen gezogen werden, da 
Pole nicht nur bei im Laufe der Berechnung weggelassenen Eigenfrequenzen 
vorhanden sein können, 'worauf im nächsten Abschnitt hingewiesen ·'w-ird. 

Zusammenfassend darf festgestellt werden, daß es sich empfiehlt, bei 
Modellen mit endlichen Freiheitsgraden immer mit sämtlichen Freiheits-
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graden, also mit der vollen dynamischen Steifigkeits- hzw. Deformatiüns
matrix zu arheiten, da die Freiheitsgradreduktion zu Lücken in der Frequenz
menge führen kann. Für ein Modell mit unendlichen Freiheitsgraden ist es 
unmöglich, die sämtliche Freiheitsgrade erfassenden (vollen) dynamischen 
Matrizen aufzuschreihen, daher ist man gez·wungen, deren reduzierte Formen 
anzuwenden, die jedoch mit den erwähnten Lücken hehaftet sind. 

4. Modelle mit unendlichen Freiheitsgraden 

Der Freiheitsgrad der Kontinuummodelle ist unendlich. Eine der mög
lichen Näherungsmethoden zur Sch·wingungsuntersuchung von komplizierte
ren Kontinua ist die folgende. Das Modell "wird mit Hilfe von Knotenpunkten 
in Teile zerlegt, die sich durch Anschlußpunkte an die Knotenpunkte anschlie
ßen, wobei die Feldfunktionen zur Beschreibung der freien oder der bei statio
närem Zustand erregten Sch"wingungen dieser Teile zur Verfügung stehen "l1nd 
einfacher als die urspriinglichen sind. Mit Hilfe der Feldfunktionen können die 
Verschiebungen und Verdrehungen der Allschlußpunkte, die die Folgen der 
Sinuskraftwirkungen mit der Kreisfrequenz OJ sind, welche wiederum auf die 
Anschlußpunkte wirken und in Hinsicht auf den betreffenden Teil äußere 
sind, bestimmt werden. In dieser Phase des Verfahrens wurde die Freiheits
gradreduktion durchgeführt, in den Gleichungen steht im weiteren nämlich 
nur der Freiheitsgrad der Anschlußpunkte. Nach Aufstellung der Anschluß
bedingungen zwischen den Teilen wird folgende Gleichung angesetzt: 

5"s =/' 
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WO Sk die dynamische Steifigkeitsmatrix ist, ·während s die sinusförmigen 
Verschiebungs amplituden der Knotenpunkte und f die Amplituden der 
äußeren Sinuskraft,l'irkungen auf die Kuotenpunkte enthalt~n. 

Bei freier Schwingung ist f = 0, daher kann die Eigenfrequenz des 
Modells aus der Frequenzgleichung 

det Sk = 0 (15) 

~::' 

errechnet werden. Sie ist aus den reduzierten dynamischen Steifigkeitsmatrizen 
der Teile aufgebaut, daher kann die aus (15) berechnete Eigenfrequenzmenge 
Lücken enthalten. Die dynamische Steifigkeitsmatrix eines Teils - so auch 
Si; - ist nämlich bei den Kreisfrequenzen nicht erklärt, wo bei der Schwingung 
aUe Anschlußpunkte des Teils im Ruhezustand sind. Hat das Modell eine mit 
dem genannten (I) zusammenfallende Eigenfrequenz, so kann diese aus (15) 
nicht berechnet werden. 

Von W. H. W-ittrick und F. W-. Williams wurde zur Bestimmung der 
ausfallenden Eigenkreisfrequenzen eine l\Iethode empfohlen [1]. Die allge
meine Brauchbarkeit dieses Verfahrens wird jedoch durch die mangelhafte 
prinzipielle Untermaueru::tg einzelner Teile der Theorie in Frage gestellt [2]. 

Auch mit Hilfe der Feldgleichungen des durch Knotenpunkte zerlegten 
lVIodells können dynamische Untersuchungen durchgeführt werden. Das 
Wesen des Verfahr::lls hesteht darin, daß es ohne Freiheitsgradreduktion mit 
Hilfe der riir die _1ü1schlußpunkte angeschriebenen Übergangs- und Gleich
gewichtsgleichungen sowie der Randbedingungen des Modells die Feld;lr~i

chungeil zuci,lamler in Beziehung bringt, wodurch ein lineares algehraisches 
Gleichungssystem ermöglicht ·wird, in dessen Koeffizientenmatrix die Elem'~ilte 
trigonometrisch:" jedoch keine Bruchfunktionen der Kreisfrequenz 0) der 
Schwingung sind. Bei der Berechnung der Eigenhequenzen ist des Gleichungs
system hOlllJgen. die Determinantenfunktion in der Frequenzgleichung ist 
eine stetige Funktion von 0). Die numerischen Schwierigkeiten, die bei der 
Berechnung mit dynamischen Matrizen vorliegen, stellen sich hier nicht ein, 
die Frequenzmenge weist keine Lücken auf. Die Anwendung dieser Methode 
auf ein räumliches Stabwerk wurde in [3] behandelt. 

Abschließend sei es mir gestattet, Herrn Prof. Dr. Adam Bosznay meinen 
Dank auszusprechen, der durch seine wertvollen Ratschläge meine Arbeit 
förderte. 

Zusammenfassnng 

Der Freiheitsgrad in den Berechnungen darf den Freiheitsgrad des für die dynamische 
Analyse von~l\faschinen und Einrichtungen gebräuchlichen mathematischen Modells unter
schreiten. Im Beitrag wird der Begriff der Freiheitsgradreduktin in diesem Sinne benutzt. 

Während die Freiheitsgradreduktion bei einem l\Iodell mit endlichen Freiheitsgraden 
vor allem durch Bequemlichkeitsrucksichten gerechtfertigt wird, ist es gar nicht möglich, 
für Modelle mit unendlichen Freiheitsgraden die sämtliche Freiheitsgrade enthaltenden Glei-
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chungen konkret aufzustellen. Die Reduktion verursacht jedoch bei den dynamischen Berech
nungen - besonders bei der Bestimmung der Eigenfrequenzen - gewisse Sch",ierigkeiten. 
Der Verfasser weist auf deren Ursachen und auf die etwaige Möglichkeit der Umgehung hin. 
Zur Veranschaulichung der theoretischen Ausführungen wird ein Zahlenbeispiel angeführt. 
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