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1. Einleitung

Die dynamischen Eigenschaften von Maschinen und Einrichtungen
konnen, entsprechend einem bestimmten gesetzten Ziel, an geeignet gewéhlten
mathematischen Modellen untersucht werden. Die Technik der Modellfindung
soll hier nicht niher behandelt werden, das Augenmerk wird auf das gewihlte
Modell gerichtet.

Bei den Untersuchungen erscheint es oft nicht zweckmiflig, mit sdmtli-
chen Freiheitsgraden des Modells zu arbeiten. Die Zahl der in Rechnung ge-
stellten Freiheitsgrade darf kleiner als die Zahl der Freiheitsgrade des Modells
sein. Im weiteren soll der Begriff der Freiheitsgradreduktion in diesem Sinne
benutzt werden, was selbstverstindlich keine Anderung der wirklichen Anzahl
der Freiheitsgrade des Modells bedeutet.

Die Reduktion wird fiir Modelle mit endlichen bzw. unendlichen Freij-
beitsgraden durch unterschiedliche Griinde gerechtfertigt.

Im ersteren Fall sind in der Regel Bequemlichkeitsriicksichten vorherr-
schend oder man will die Zusammenhinge, die das physikalische Wesen des
Problems besser beleuchten, stirker herausstellen. Es ist weiterhin wesentlich,
daB die Aufgabe, die samtliche Freiheitsgrade enth#lt, immer aufgestellt
werden kann, und oft wird die Freiheitsgradreduktion an dieser mit Hilfe
von mathematischen Operationen durchgefiihrt. Ein derartiges Beispiel soll
in Abschnitt 3 gezeigt werden.

Bei Modellen mit unendlichen Freiheitsgraden ist die exakte Formulie-
rung der sdmtliche Freiheitsgrade enthaltenden Aufgabe aus rechentechni-
schen Griinden nicht méglich. Nur die Formulierung der Aufgabe mit Frei-
heitsgradreduktion ist méglich, daher st68t man immer wieder auf die spéter
ausfihrlich darzulegenden Schwierigkeiten,
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: Medelle mit endlichen Freiheitsgrad

Der Freiheitsgrad des untersuchten® ungedimpften, linear elastischen
Modells sei N. Das Modell sei durch #uBere Sinuskrifte mit der Kreisfrequenz
o der Zahl N erregt, deren Amplituden, in einen Kraftwirkungsvektor f mit
reellen Elementen zusammengefafit werden. Die auf Y"/'irkung von f entstehen-
den Verschiebungen in einem Vektor x ﬂeordpet 1aBt sich die Bewegungsglei-
chung des Modells mit den die Elastizitits: und I Hassenkenm erte des Systems
enthalienden quadratischen Matrizen € und M in der wokhlbekannten Form

inschreihen:

Mi=—0Cx +fsin owt. 1

nehmen an, dafi die Differemtialgleichung (1) eine Lésung der Form

x == 5 sin wt hat, wo s die Amplituden der Slnucx erachxe')u ngen enthilt. Nach
Einsetzen und Kiirzung mit sin ot lautet die Gl (1): V

(C—af)s=f: ®

die Matrizen N-ter Ordnung € und M sind symmetrisch und pocruf' ue:"m‘t
und haben reelle Elemente. Wir w ollen die Bezelchnunﬂ

S =€ — M | (3)
cinfithren, wo 5 die sog. dynamische Ste1f1ckeltsma+r1* des Modells darstellt:
Ss=f. : (4)

Da die Zahl der Elemente von s mit den Freiheitsgraden IV des Modells iibex-
instimmt, ist S die volle dynamische Steifigkeitsmatri:s:, deren Elemente lineare

LS I

unktionen von ?® cind
Im Fall
herstellen:

rerse Beziehung von (4)

wo F = S-L die volle dynamische Deforinationsmatrix ist.
Bei freier Schwingung ist in (4) f = O, die Bestimmung der: Ewen sreis-
frequenzen ® bedeutet die Losung des wohlbekannten linearen Eigenwert-
pzoblems

Ss=0. : (3)

Wird der den absoluten Ruhestand bedeutende Fall s = O daraus ausgeschlos-

sen, erhilt man die Frequenzgleichung

det § = 0. , (6)
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Gemif den genannten Eigenschaften von C und M hat Gl. (6) fiir ? N reelle
positive Wurzeln, deren Menge alle Quadrate der Eigenkreisfrequenzen des
gewihlten Modells, so auch seine Eigenfrequenzen liefert.

Im weiteren soll der Fall gepriift werden, wo der Vektor f nur n von
Null unterschiedliche Elemente hat (n < IN), und diese seien zu einem Vektor g
zusammengefaBt. Durch Zeilen- und Spaltenwechsel wird (4) in folgender

Weise partitioniert:
Sy Sw|fu]_[a]. (7)
Sa1 Spef v 0

q (7a)
220 =0. (7b)

oder

wo ¢ und u Vektoren n-ter Ordnung sind und der Vektor » N-n-ter Ordnung
zu dem Nullvektor O gleicher Ordnung gehort. Wenn nur die Verschiebungs-
amplituden an den Orten der Erregung von Interesse sind, erhdlt man bei
det 8,, =2 0 aus Gl. (7Tb) v ausgedriickt und in (7b) eingesetzt

(811 — Sz 82_21 Sy u=g¢. (7e)
coder in kiirzerer Form

Sru =g, (8)

wo S, = 8;;, — 8,, 5% S,, die reduzierte dynamische Steifigkeitsmatrix ist.
Neben der Erfiillung der Relation det S, == 0 besteht auch die inverse Bezie-
hung von (8)

qu = U, (9)

wo Q, = S; ' die reduzierte dynamische Deformationsmatrix ist.

Mit Hilfe von (9) erhilt man eine direkte Beziehung zwischen den Ampli-
tuden der sinusférmigen Erregerkraftwirkungen und den Amplituden der
sinusformigen Verschiebungen an den Erregungsorten. Dasselbe 1aBt sich
selbstverstdndlich auch anhand der inversen Beziehung von (4) errechnen,
dann wire jedoch das erhaltene Ergebnis nicht so augenfillig.

Die Gleichungen (8) und (9) enthalten von den N Freiheitsgraden des
Modells nur n in expliziter Form. Daher kann die mit diesen zusammenhin-
gende Aufgabe als reduziert bezeichnet werden. Sollen die Eigenkreisfrequen-
zen bestimmt werden, erhilt man in (8) ¢ == O eingesetzt die Gleichung

S, u=0. (10
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Die Gleichheit kann in zwei verschiedenen Weisen erfiillt werden:
entweder o URTI o
‘ det S, = 0, - (11a)

oder

u=0. (11b)

Nun kann auch bei Giiltigkeit der letzten Gleichung Schwingung vorhanden
sein, weil u nicht sdmtliche Freiheitsgrade des Modells enthilt. Diese Frequen-
zen konnen — wenn solche existieren — aus den mit den Substitutionen u = 0
und ¢ = O angeschriebenen Gleichungen (7a)—(7b) berechnet werden. Es
ist jedoch iiberflissig, so zu verfahren, weil dieses Vorgehen viel zusiizlichen
Rechenaufwand erfordert. Im iibrigen ist leicht einzusehen. dafl bei u = O §,
nicht erklirt ist.
Gesetzt den Fall, daBl die urspriingliche Aufgabe nicht hekannt ist, nur
die reduzierte. Als Frequenzgleichung steht also nur (lla) zur Verfiigung.
Aus der Deutung voun S, in (7c¢) ist zu erkennen, daf} die Elemente keine linearen
Funktionen ven w® mehr sind, sondern als Quotienten aus der Polynomen von
©? zu errechnen sind, wo die hochste Gradzahl im Zihler N—n--1, im Nenner
N-—n ist. Die pumerische Losung der Frequenzgleichung ist aber keine leichte
Aufgabe. Praktisch wird meistens die scg. schrittweise Technik angewandt,
nach der zu in gewissen Schrittintervallen angesetzten «-Werten die Vor-
zeichen der Determinantenfunktion ermittelt und nach der Vorzeichenénde-
rungen die Nullstellen der Funktion bestimmt werden. Technische Schwierig-
keiten werden durch die stellenweise hohe Wertinderungsgeschwindigkeit, die
Pole der Funktion verursacht. Bei automatischem Durchrechnen muBl bescn-
ders untersucht werden, ob die Funktion bei Vorzeichenumkehr eine Nullstelle
oder Diskcntinuitit hat.
Die Ordpnungszahlreduktion besitzt eire spezifische Ligenschaft. Bed
der Berechnung mit der reduzierten dynamischen Steifigkeitsmatrix kénnen
in der Eigenfrequenimenge sLitckend zuriickbleiben, d. k. GL (11 ) ergilit

nicht sdmtliche Eigenfrequenzen. Man kénnte erwarten, dad die fehlen
(11b) ermitielt werden konnen, obwokl dazu die volle dynemis cle S
keitsmatrix bekannt sein muB.

Im allgemeinen liefert jedoch auch Gi. (11b) nur die triviale Liésurng,
d. h. sie ergibt zusammen mit u = O v = 0. Sie hat nur dann auch eine nicht-
triviale Losung, wenn eine Eigenfrequenz existiert, zu der eine Schwingungs-

LU

o

S"&

"'*‘:
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form gehért, wo die Amplituden der Koozdinaten in u gleick Null sind. Cb
dieser Ausnahmefall besteht, 186t sick jedoch ir der Regel vor der endgiiltigen
Lésung der Aufgake nicht erkenmnen.
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3. Ein einfaches Beispiel

Um die genannten Eigenschaften der reduzierten Aufgabe zu zeigen,
wurde ein einfaches Zahlenbeispiel ausgearbeitet. Abb. 1 zeigt die wohlbe-
kannte Schwingungskette mit 3 Freiheitsgraden. Auf die zweite Masse wirkt
eine Sinuserregung mit der Amplitude F,,. Die Untersuchung wird nach dem
in Abschnitt 2 beschriebenen Verfabhren begonnen. Die konkrete Aufstellung

Fapsinwi .
¢ o —— . o m=3 kps?m?  ¢y= 1402 mkp T
%"\/\/‘ﬂ m AN M NN m3 "\/\/\-E m=2 n . Cp= 0,5'102 ”
2 T ‘ > Sy =15 c= 210% u
[ X1 X2 l X3 o= 1100 »

der Bewegungsgleichung der Form (1) weggelassen. lautet die der GL (4)
entsprechende Gleichung

Ss=1, (12)

wo
— -
1 1 1
— — — — m, e’ S — 0
¢ €y Cs
1 1 1 . 1
S=C—oM= —_— b T g — .
s s cs sy
1 1 1
0 SE— L —me?
¢y €5 c,
L -
1o O
s =|xy| und f=|Fy}
X, 0

Die Aufgabe (12) enthalt simtliche Ireileitsgrace des RModells. Im
weiteren wird eine Freiheitsgradreduktion in der Weise durchgefithrt, daff die
erste Komponente des Amplitudenverteilungsvektors s eliminiert wird. Nach
den bereits beschriebenen mathematischen Umformungen erhilt man eine der
Gl. (8) entsprechende Gleichung. also

S;u=gq,
wo im vorliegenden Fall

U = [xzo] , q= [on] , S, =|%u al:’.] ,
%30 0 @1 Qap

6:.(
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1,1 1121, 1 ot
ay; = i et £ (2120 il — T Iy s
5 3 e ey c,
1
Ao = Ay = — —,
C3
I o
@yy == ——— - — — Migs* |
C3 €y

Bei freier Schwingung ist ¢ = O, die Eigenkreisfrequenzen konnen aus der
Frequenzgleichung

det S, =0 (13)

bestimmt werden. Der mit den zahlenmiBigen Daten in Abb. 1 erhaltene
Wertverlauf der Determinantenfunktion (13) in Abh#ngigkeit von ® ist in
Abb. 2 dargestellt. Aus dem Diagramm ist zu erkennen, daB die Funktion
zwei Nullstellen hat: w; = 5 s~ und w, = 10 1’5 s—1, Bei w = 10 ist die Funk-
tion nicht erklirt und bei @ > 10 15 gilt det 8, > 0. Aus Gl. (13) kann eine
der Eigenkreisfrequenzen des Modells mit 3 Freiheitsgraden nicht berechnet
werden. Nach Gl. (12) ist leicht einzusehen, dal} auch die Bedingung u = 0
(x99 = 0, x5y = 0) nur die triviale Losung liefern wiirde, d. h. x,; = 0.

Bei einer weiteren Freiheitsgradreduktion wird in Gl. {12) auch das
dritte Element von s, x,, eliminiert. Dadurch werden sowohl der Vektor u
als auch der Vektor ¢ nur je ein einziges Element haben, damit erhilt man
eine direkte Beziehung zwischen der Erregeramplitude ¥,, und der Schwin-

detSp
10600 +
1
\ 5 z | 15 )
0 \\ : !‘! - 19
-10000 t i!
\ f
/
N
-20000 + \../



FREIHEITSGRADREDUKTION VON MECHANISCOEN MODELLEN 263

gungsamplitude der zweiten Masse. Aus der Matrizengleichung (8) wird eine
Skalargleichung:
S; x99 = Fypp

wo

1 11211 -1
S,=—+—1————m2w2~— (—] (—+-1—v——m1c92J —

Ca Cq Co Cy Cq
112(1 1 A
e - o T Mo .
C3 C3 c.j /

oder wenn x,, ausgedriickt wird,

Der Verlauf von S, in Abhingigkeit von w ist in Abb. 3 dargestellt. Es ist zu
erkennen. dafl bei w = 10 s~ die zweite Masse auch bei einer beliebig grofien
Erregerwirkung im Ruhezustand verbleibt, weil an dieser Stelle die Funktion
S, unendlich wird.

Bei freier Schwingung ist ¥,, = 0 und damit auch

Sr Xq9 = 0.

Die Gleichung kann auch in diesem Fall auf zweierlei Art befriedigt werden,
entweder

S, =0, (14a)
oder

Xgq = 0. (14b}

Aus (14a) konnen dieselben beiden Eigenkreisfrequenzen des Systems mit 3.
Freiheitsgraden wie frither, d. h. w;, = 5s-1! und w, = 10 1/5 s, ermittelt.
werden (siche Abb. 3). Im vorliegenden Falle fiihrt auch die Gl. (14b) zu
einem Ergebnis, weil sich aus Gl. (12) wg = 10 s~ ergibt; bei dieser Frequenz.
sind die Funktionen in den Abbildungen 2 und 3 nicht erklirt. k

Auch aus den Abbildungen 2 und 3 ist ersichtlich, daB die Eigenschaften
der Determinantenfunktionen durch die durchgefithrte Freiheitsgradreduktion
stark beeinfluBt werden. Aus den Polen der Funktionen bzw. aus der Existenz
derselben diirfen keine weitgehenden SchluBfolgerungen gezogen werden, da
Pole nicht nur bei im Laufe der Berechnung weggelassenen Eigenfrequénzen ‘
vorhanden sein kénnen, worauf im nichsten Abschnitt hingewiesen wird.

Zusammenfassend darf festgestellt werden, daB es sich empfiehlt, bei
Modellen mit endlichen Freiheitsgraden immer mit sdmtlichen Freiheits-
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graden, also mit der vollen dynamischen Steifigkeits- bzw. Deformations-
matrix zu arbeiten, da die Freiheitsgradreduktion zu Liicken in der Frequenz-
menge fithren kann. Fir ein Modell mit unendlichen Freiheitsgraden ist es
unmdéglich, die sdmtliche Freiheitsgrade erfassenden (vollen) dynamischen
Matrizen aufzuschreiben, daher ist man gezwungen, deren reduzierte Formen

anzuwenden, die jedoch mit den erwidhnten Liicken behaftet sind

4. Modelle mit unendiichen Freiheitsgraden

Der Freiheitsgrad der Kontinuummeodelle ist unendlich. Eine der mog-
lichen N#herungsmethoden zur Schwingungsuntersuchung von komplizierte-
ren Kontinua ist die folgende. Das Modell wird mit Hilfe von Knotenpunkten
in Teile zerlegt, die sich durch Anschluﬁpunkte an die Knotenpunkte anschlie-
Ben, wobei die Feldfunktionen zur Beschrelbung der freien oder der bei statio-
nirem Zustand erregten Schwingungen dieser Teile zur Verfiigung stehen und
einfacher als die ursprunghchen sind. Mit Hilfe der Feldfunktmnen kénnen die
Verschiebungen und Verdrehungen der Anschluﬁpunkte, die die Folgen der
Smuskraftwnrkungen mit der Kreisfrequenz w sind, welche wiederum auf die
AnschluBpunkte wirken und in Hinsicht auf den betreffenden Teil duBere
sind, bestimmt werden. In dieser Phase des Verfahrens wurde die Freiheits-
gradreduktion durchgefiihrt, in den Gleichungen steht im weiteren nimlich
nur der Freiheitsgrad der AnschluBpunkte. Nach Aufstellung der AnschluB3-
bedingungen zwischen den Teilen wird folgende Gleichung angesetzt:

S,(;Szf,
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wo 3, die dynamische Si"h keitsmatrix ist, wahrend s die sinusformigen
Verschiebungsamplituden der Kngtﬂnpunnte und f die Amphtuden der
duBleren Sinuskraftwirkungen auf die Knotenpunkte enthalten.

Bei freier Schwingung ist f= O, daher kann die Eigenfrequenz des
Modells aus der Frequenzgleichung

det S, =0 N (15)

errechnet werden. S;ist aus'den reduzierten dynannachen Stelfwken::matrlzen
der Teile aufgebaut, daher kann die aus (la) berechnete Elgenfrequenzmenge
Liicken enthalten. Die dynamische Steifigkeitsmatrix eines Teils — so auch
S — ist ndmlich bei den Kreisfrequenzen nicht erkldrt, wo bei der Schwingung
alle AnschluBpunkte des Teils im Ruhezustand sind. Hat das Modell eine mit
dem genannten o zusammenfallende Eigenfrequenz, so kann diese aus (15)
nicht berechnet werden.

Von W.H. Wittrick und F. W. Williams wurde zur Bestimmung der
ausfallenden Eigenkreisfrequenzen eine Methode empfohlen [1]. Die allge-
meine Brauchbarkeit dieses Verfahrens wird jedoch durch die mangelhafte
prinzipielle Untermauerung einzelner Teile der Theorie in Frage gestelit {2].

Auch mit Hilfe der Feldgleichungen des durch Knotenpunkte zerlegten
Modells konnen dynamische Untersuchungen durchgefithrt werden. Das
Wesen des Verfahrens besteht darin, dal es ohne F’"elhﬂlt\,g:'adredukfmn Illlt
Hilfe der far die Anschlufipunkte angeschriebenen L‘bm'fr'mm-

en sowie der Randbedingungen des Modells

gewichtsgleichun
chungen zueinander in Bezichung bringt, wodurch ein lineares algebraisches
Gleichungssystem ermdglicht wird, in dessen Koeffizientenmatrix die Elemente
trigonometrischs. jedoch keine Bruchfunktionen der Kreisfrequenz o der
Schwingang sind. Bei der Berechnung der Eigenfrequenzen ist des Gleichungs-
system homogen. die Daterminantenfunktion in der Frequenzgleichung ist
eine stetige Funktion von . Die numerischen Schwierigkeiten, die bei der
Berechnung mit dynamischen Matrizen vorliegen, stellen sich hier nicht ecin,
die Frequenzmenge weist keine Liicken auf. Die Anwendung dieser Methode
auf ein rdumliches Stabwerk wurde in [3] behandelt.

AbschlieBend sei es mir gestattet, Herrn Prof. Dr. Addm Bosznay meinen
Dank auszusprechen, der durch seine wertvollen Ratschlige meine Arbeit
forderte.

Zusammenfassung

Der Freiheitsgrad in den Berechnungen darf den Freiheitsgrad des fiir die dynamische
Analyse vonj ﬂ’\Iaschmen und Elm'lchtunfren gebriuchlichen mathematischen Modells unter-
schreiten. Im Beitrag wird der Begriff der Freiheitsgradreduktin in diesem Sinne benutzt.

Wihrend die Frexheltsvradreduktlou bei einem Modell mit endlichen Freiheitsgraden
vor allem durch Bequemlichkeitsrﬁcksichten gerechtfertigt wird, ist es gar nicht m'dglich,
fiir Modelle mit unendlichen Freiheitsgraden die simtliche Freiheitsgrade enthaltenden Glei-



266 GY. CZEGLEDI

chungen konkret aufzustellen. Die Reduktion verursacht jedoch bei den dynamischen Berech-
nungen — besonders bei der Bestimmung der Eigenfrequenzen -— gewisse Schwierigkeiten.
Der Verfasser weist auf deren Ursachen und auf die etwaige Mdglichkeit der Umgehung hin,
Zur Veranschaulichung der theoretischen Ausfithrungen wird ein Zahlenbeispiel angefiihri,
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