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Как известно, в промышленных объеЕтах .\!Ы часто стасlюшае:IlСЯ с 

j\!НОГО;\1ерньши система,\\И. ПРИ1\!ера;\ш таюrх систеl\1 являются Д,Оj\lенные печи, 

котлы, реакторы, дистилляционные колонны, KO.10HHbJ рен:тификации !! т. д. 

В транспорте также Ш,lеется большое количество многомерных снстел!, 

например - r,орабли и СЗ:\lОлеты. ЭТИ;vlИ обстоятельствами объясняется значе­

ние управления j\!Ного;\!ерньши системаj\1И. 

На значение .\!Ногомерных систе.\! УЕазывает и тот факт, что МеЖ.J,уна­

РОДНЫ;\l I-{о;\\ИтеТО;\l по Авто"ытике, ИФАI-{, были организованы два сшvшозиу­

.'113 по этой те.\!атике, в г. Дюссельдорф, в 1968 и 1971 г. г. В СССР также было 

организовано несколько конференций. 

Теория управления .\!Ного:нерньши СIlсте.\!3:\Ш развивается уже в тече­

ние двух деСЯТIветиЙ. В этой области первые работы были опубликованы 

лет 15-16 назц Мееровьш, Nlезаровиче;\!, КаванаГО.\1. Цель настоящей работы 
заключается в тол!, чтобы дать обзор главных напраВ,lений развития теории 

многомерных С!lсте.\!. JvlbI не С.\lОжем касаться здесь подробностей, так как 
объе"l специальной литературы по j\!НОГ07llерньш системам достигает объема 

небольшой библиотеЕИ. 

1. Методы многомерных систем 

Перед тел! кш, перейти к оБСУЖ.J,ению анализа !! синтеза Л!НОГО"lер­

ных систеЛl, сначала дается определение .\!Ного.\!ерных сиете,,!. Многомерной 

называется систеЛ1а, имеющая более Чбl один вход (МИНИМУ;\l два) и более чел! 

один выход (1\1I1Н1шу.\1 два). В то же вреЛ1Я МНОГОЛ1ерная систеЛ1а представляет 

собой л!Ногократно связанную систеЛlУ ПОТО.\lУ, что совокупность нескольких 

ОДНО.\!ерных СlIстеЛ1, незаВIIСЮlЫХ друг от друга, нельзя раеС.\!атривать каЕ 

л!!-югомерную систему. 

Мrюгол!ерные еистеj\1Ы могут быть недоопределенные, определенные и 

предопределенные, в завиошости от того, что количество BXO.J,HbIX сигналов 
меньше, равно или больше, че.\l ЕО,lIlчество выходных сигна,lОВ И переЛlен-

1* 
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ных. Если об ЭТОЛ1 не оговорено отдельно, в настоящей работе раССil1атрива­

ются определенные системы, при необходимости другие две системы ОТ.чеча­

ются особо. 

Д~lЯ обсуждения проблем Л1Ногомерных систе)l самым общ~щ оказыва­

ется .\1етод пространства состояний. В принципе, Лlетод пространства состоя­

ниi1 прие)шем для обсуждения нелинейных, линейных систе111 и систем с из­

меняющюl,1ИСЯ параметрами. В само)! обще;н случае уравнения состояний 

неЛlНейной непрерывноi1 системы с И3Лlеняющимися пара111етрюш !I:Ilеют сле­

дующий вид: 

х f(x, u, t) 
(1) 

у g(x, u, () 

где п вектор входных перe;vlенных, у вектор выходных пере.\lенных, х 

ве!{тор состояниi1, t - время, f и g соответствующие однозначные нелиней­

ные функции. Первое уравнение представляет собой векторное дифферен­

циальное уравнение, а второе- так называелюе выходное или дополнительное 

уравнение, обычное уравнение (если неЛl1Нейная систe;vlа имеет постоянные 

паРЮlетры, то пере"lенная t не присутствует явно в функциях fи g). В ТО"1 слу­
чае, ког;щ систеil1а является линейной и имеет переlvlенные параметры, 

уравнения состояний выражаются в следующей фОР"lе: 

х 

у 

A(t)x 

C(t)x 

В(t)п 

D(t)п 
(2) 

где A(t), B(t), C(t) и D(t) соответствующие "laТРИЦЫ с соответствующи:vш пара­
метрами. Наконец, уравнения состояний линейной систе.\1Ы с постоянньши 

коэффициента:\lИ И;\1еют следующую фОР:VlУ: 

х Ах Вп 
(3) 

у Сх Dп 

где А, В, С, D представляют собой ;\'13трицы с постоянны,\\И эле.\lентаl\lИ. 
В последнем случае !шеется ВОЗ,\lОжность для описания ilШОГО.\lерноЙ 

систе.\lЫ с ПЮlОщью передаточной матрlIЦЫ. Соотношение выражается сле­

дующи;\\ уравнением: 

У(р) = W'(p)U(p) (4) 

Здесь У(р) ЯВ,lяется преобразование:Yl Лапласа выходного вектора y(t). Век­
тор U(p) является преобразованиеil! Лапласа входного вектора п(t), а W(p) 
передаточная .\lатрица. Эле,\lенты передаточноi1 .\lатрицы предстаВ,lЯЮТ собой 

передаточные функции. 
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Пере;:щточная .\laтрица W(p) ЛlОжет быть опре;:rе,lена на основе преобра­
зования ЛаП,lаса уравнений состояний (3), как это показано в следующей 
фОР}1уле: 

W(p) = C[pI 

По;:rобно вышеуказаННО.\1У дается уравнение состояний дискретных сис­

те:\1, которые в случае нелинейной систe;v1Ы с пере:ченньши пара.\1етра.чи Iшеют 

следующий ви;:r: 

(6) 

Первое ypaBHeHlIe ЯВ,lяется разностньш уравнение.\1, а второе обычное 

уравнение (еСЛI паРЮ1етры систе.\1Ы постоянные, то пере.\lенная, обознача­

ющая точку времени tk в неЮIНейных однозначных функциях f* и g*, oт;:re,lbHo 
не присутствует). 

УравнеНIIЯ состояний дискретной CIIсте.\1Ы, зависящей от вре.\lени, вы­

ражаются в Сlе;:rуюшей фОР.\1е: 

(7 

НаКОIlец, ураI3неШIЯ состояний дискретной системы с постоянны.\Ш коэффиuи­

ентюш Iшеют Сlе;:rующую фОР:I1У: 

(8) 

Дискретные .\lНoro.\lepHbJe систе.\1Ы могут быть описаны с пО.\lОШЫО преобра-

зования ", 
Y(z) W(z)U(z) (9) 

где веКТОР0.\1 Y(z) обозначается преобразование - z вектора y(t), а векторо.\! 
U(z) преобразование - z вектора и(с), W(z) предстаюяет собой И.\шу.1ЬС­
ную передаточную матрицу, эле;\1енты которой являются И;\ШУ,lЬСНЬШII пере­

даточньши ФУНКЦИЯЛШ, 

И.\ШУ,lьсная передаточная функция выражается на основе уравнений 

состояний (8) с ПО.\1ОЩЬЮ преобразования z в Сlе;:rующей фОР.\1е: 

W(z) = С* [zI - А *]-1 В* + D* (10) 

На основе сравнения уравнений (3) и (4), (8) и (9) получаеIll вывод, что 
для обсуждения линейных l\шогомерных систе}1 с постоянными коЭффициен­

тами И.\lеются по два ;\lетода как для непрерывного, так и для дискретного 

случая. 
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Подчеркивается, что два ,нетода равноценны между собой только в том 

случае, если :МlOгомерная систе;\lа полностью наб.lюдаема и полностью упра­

вляе:\lа. Если в Л1Ного.VlерноЙ систе.че и.vlеются неуправляемые и ненаблюдае­

мые подсисте.\!Ы, то гrередаточной функцией выражаются свойства полностью 

наблюдаеwlOЙ !I управляе~lOЙ подсисте;\!ы целой 711Ногомерной систеillЫ. 

В настоящей работе раСС.чатривается развитие обоих .четодов. В первую 

очередь ВНИ:llание концентрируется на непрерывных системах, так как имеется 

существенная аналогия по виду между уравнениями непрерывных и дискрет­

ных систе"l, какэто видно на основе сравнения фор.v!у.l (1) ... (5) и (6) ... (10), 
КрО.не того легко перенести выводы о непрерывных систеillах на дискретные 

систеillЫ. В то же вре;\1Я это не означает, что дискретные системы - особенно в 

связи с ШИРОl,Юl распространение.\! ЦВМ не Шlеют такое il,e или даже 
большее Зllачение, че:\l непрерывные систе.v!ы. 

2. Развитие метода передаточной матрицы 

в области теории lЧНОГО.\lерных систем впервые был сфор;\!улирован 

метод передаточной ;\lатрицы. Хотя этот ;\!етод приеwlле;\l пре!шущественно 

только для ЛIlнейных систе;\l, не зависящих от вре.\lени, все-таки с ПЮlОщью 

этого .\lетода различные Лlетоды вычисления, известные из теории ОДНЮlерных 

систе;\! :УlОгут, быть перенесены на область ;\шого;\!ерных СИСТе:Уl путе7ll неслож­

ных обобщений. VC\leHHO в ЭТО.\l И заключается большое преIшущество данно­
го метода. ДействитеJ1ЬНО, на матрицах фор.v!ально расчеты "1Огут быть прове­

дены таюш же образо,,!, как и на скалярных ве.1ИЧIшах, то.1ЬКО обязательно с.lе­

дует соблюдать ПОСlедовате.1Ы!ОСТЬ действшl, т. к. К07I17Ilутативное правило во­

обще не деЙСТВIIтельно ДоlЯ :l1атриц. По .vl0Ш! сведеНИЮl, ЩПРIlЧlIое исчисление 

впервые БЫJ10 ПРШlенено l-{аванаГОil1 для исследования .VIНОГЮlерных систе,,!. 

В отношении .\\Ного.\lерных систе"l, КШ, са.чыl! первый вопрос, возникает 

проб.lе:Уlа структуры. Этот вопрос не И.чеет значения в ОДНО.\lерных сис­

те.\\аХ, т. к. об О;:ЩО.черных систе.чах всегда предполагается, что они }шеlOТ 

направленный характер, т. е. входной сигнал действует на выходной сигнал, 

но со стороны выходного С!Iгнала нет никакого обратного влияния. В ,\шого­

юерных систе"lах возникает проБЛе:У!а структуры, так как Шlеется такая 

ВОЗ"10ЖНОСТЬ, что некоторые выходные паРа.\!етры воздействуют на другие 

выходные сигналы, и, таЮПl образом, ЛlOгут возникать внутренние соедине­

ния. Если раСС.\lатривать i\1Ного.Vlерную OIcTe7l1Y как «черный ЯЩИЮ>, то следует 
подчеркнуть, что путе;\l наблюдения входных и выходных сигналов нельзя 

сделать никаких выводов о структуре системы. Наоборот, структура пред­

полагается априорно заданной. 

В работах Мезаровича структуры ;\ШОГО.\lерных систел! подразделяются 

на три группы (с,ч. рис. 1, 2 иЗ). 
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_U;"':'I_--r_·~1 PIl (р) ~ 

..:U:!...r '-"'--1.1 Р crr (Р) 

Фиг. 1 

~ Fil(P) 

шец ~ '----1 !!Jp) r---v 

I 
I у..{р}= ~' о.... l [

О V]2··· .. · ~q.1 
: "0 Vr_l, q 

Urr j~ T.J I Ij ~ ГчАР) I---+--'="~;\'- Vr 7 ...... Vr,r-I О 

(q=r) 

Фиг. 2 

Фиг. 3 

7 

к: первой группе принадлежит т. н. П-каноническая cTpyr.::тypa. При 

такой структуре каждый входной сигнал через передаточный эле;\lент дей­

ствует на каждый выходной сигнал. Если в системе имеются т входов и q 
выходов, то количество передаточных функций будет равно: т Х q. (Вообще 
/. = q). Обычно неоБХОДИ:1l0, чтобы передаточная функция была физически 
реаоlliзуеJ'\'1а, т. е. чтобы порядок числителя ни в Koe,'\l случае не превышал 
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порядок ЗНЮlенателя, а в более СТРОГОЛl случае чтобы порядок числителя 

был меньше, че.\l у знаменателя. Часто ставится такое требование, чтобы пере­

даточные звенья сами были устойчивы, чтобы их полюсы были раСПО,lожены в 

левой части колшлексной плоскости. 

Вторьш ТИПО}1 ВОЗЛlOжных структур является В-каноничешая струюу­

ра. При такой структуре предполагается, что первый входной сигнал через 

передаточное звено действует на первый выходной сигнал, второй входной 

сигнал через передаточное звено на второй выходной с!!Гнал, I! т. д., В то же 

вреЛ1Я исключается такая ВОЗЛlOжность, чтобы, наПРИ.чер, первый входнOJ! 

сигнал действовал непосредственно на второй, третий и т. д. выходные сиг­

налы, а Юlесто этого предполагается, что выходные сигна,lЫ влияют об­

ратно на отдельные входы и присутствуют при возникновении данного 

выходного ClIrHa,la. 
Третья группа называется Х-канонической струюуроЙ. Такая струюу­

ра применяется в тех случаях, когда количество входных сигналов отличается 

от ]~О_lичества выходных сигналов, и ПОЭТЮlУ нельзя пр}шенять В-канони­

ческую структуру для описания всей CНCTe:\lЫ. В этом случае часть систе.\lЫ 

предстаюяет собой П-структуру, а другая - В-каноничес]\ую структуру. 

От.чепш, что при В- и Х-структурах нельзя преДЪЯВIIТЬ требования 

присутствия исключительно физически реализуемых и устойчивых переда­

точных функций, так как эти структуры несколы;о искусственны, в то вре,\lЯ 

как вся систеi\lа i\lOжет быть физически реализуема и устойчива в целом. 

Основное уравнение П-структуры IB1eeT следующий вид: 

У(р) = Р(р)Щр) 

а уравнение В-структуры: 

У(р) = F(p )[U(p) -+- У(р )У(р)] 

и наконец Х-структура выражается слеДУЮЩИ.\l соотношение.Ч: 

У(р) = R(p)U(p) F(p)[U(p) У(р)У(р)] 

У(р) = F(p)[L(p)U(p) У(р)У(р)] 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Переход от В-структуры к П-структуре выражается следующюш матрич­

НЬThlИ уравнениями: 

У(р) = F(p)U(p) F(p)Y(p)Y(p) 

У(р) = [1 - F(p)Y(p)]-1 F(p)U(p) 

а путеЛl сравнения с ур. (11): 

Р(р) = [1 - F(p)Y(p)]-l F(p) (15) 
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и наоборот, еСЛI переходить от П-струюуры к Х-струюуре, то уравнения 

приобретают следующую фОР·\lУ: 

F(p) 1 1 ] 
~ ., ... ., -----

J1:!2 JInn 

(16) 

где 

:Щр) = Р-l(р) (17) 
11 

У(р) = F-l(p) _ Р-l(р) (18) 

Особенно бо.lьшое ВНlшание было уделено советсюши ученньши вопроса.\l 

неканонических струюур. Сошлюсь на работы Меерова, Чинаева, Н:улеба­

кина, Петрова, l-(ухтенко и ДРУГIIХ. НаПРЮ,lер, в своей книге по данной те:l1а­

тике Чинаев рассматривает проб.1Е:ЛlУ: каюш обраЗО:\l :\lOжет быть при­

i\leHeHa теория четыреХПО~lЮСНИКОВ и :\ШОГПОЛЮСНlIКОВ для описания ЛlНого­
Лlерных СИСТе:\l. 

Для анаЛIIЗа :\lНor01\lepHbIX СИСТе:\l преИ;\lущественно ЛlOгут быть ПРЮlе­

нены реЗУ;lьтаты теории графов (сошлюсь здесь на книги :\lишкина·- Брауна !I 

Шварца). 

3. Синтез многомерных линейных систем 

Синтез :\lНoгoMepHЫx линейных снсте:\! с постоянньши коэффициентюш 

упрощается, если ПРЮlенять :\lатричное IIСЧИС.lение. На рис. 4 представлена 
общая схе:l1а :\шого:нерной СИСТе:\1Ы. Прежде чеЛl переходить 1i: обсуждению, 

Ф11г. 4 

отметим, что в принципе Юlеются две ВОЗ:\lOжности для изложения в зависи­

мости от того, являются ли векторы параметров СТРОЧНЫl\lИ матрица.l\1И или 

столбцовылlИ ЛlaТРИЦ<l.i\lИ. Предыдущий вариант применялся Чаки, но послед­

ний (столбцовые веЕТОРЫ) применяется более часто, поэтому в настояшей рабо­

те мы используеЛl для обозначения векторов столбцовые матриuы. НаПРИ1\lер, 
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нетрудно описать связь между ВХОДНЫ.\1И и выходным сигнаШL\1И с помощью 

матричного исчисления в следующем виде: 

У(р) = [1 + P(p)K(p)V(p)]-l Р(р)К(р)Щр) (19) 

IЫИ соотношение между ПО:llехой I! ВЫХОДНЫ;11 сигнаЛО.'1 представляется 

!\:ак 

У(р) = [1 + P(p)K(p)V(p)]-l P(p)N(p)Z(p) (20) 

В теории многш.lерных СИСТб1 одной из главных пробле:н является 

пробле.\1а автоно.\шости, т. е. вопрос о ТО.\1, каю1.\1 обраЗОil1 Соlедует включить 

соответствующий регулятор для того, чтобы осуществить разбиение '\\ного­

.\1ерноЙ систе.\1Ы на совокупность ОДНОJ'lерных систем. Сама эта идея была 

выдвинута БОКСбlбУ.\lО.\l и Худо.\! (для дифференциальных уравнений подоб­

НЬШИ пробле.\lЮШ занимался Вознесенский). Пробле.\lУ автонQ.\ШОСТИ .\!ожно 

решить следующю! образОil1. Для простоты предполагается, что матрица обрат­

ной связи У(р) представляет собой единичную l\lатрицу, а в ЭТО.\1 случае усло­

вие.\! автоно.\шости является то, что .Vlатрица Р(р) К(р) должна быть диагональ­

ной. При заданной ,\lатрице Р(р) элементы .\1атрицы К(р) определяются на 

основе этого условия. h: сожалению, ничем не обеспечивается физическая реа­
лизуе.\lОСТЬ и устойчивость эле.\lентов .чатрицы К(р). Поэтому и для того, чтобы 

регуляторы Юlе,lИ относительно простую конструкцию, обычно на практике 

стараются достичь не полной автонО.\шости, а только частичной. Тогда 

структура элеil1ентов матрицы К(р) предполагается предварительно извест­

ной, напр!шер, предполагается применение регуляторов типа ПИ или ПИД, 

и делается попытка определить парю!етры отде,lЬНЫХ реГУJ1ЯТОРОВ при 

соблюдении вышеуказанного условия. ДоlЯ решения задачи часто пр!шеняется 

ZllОделирование на ABIVl или ЦВIVl. О пробле;\lах аВТОНОl\ШОСТИ .\шого работ 
публикуется !! в настоящее вре.\lЯ. Отл!еТЮ1, что для решения задачи авто­

но.\шости преШlущественно ПРIшеняется В-структура. 

Для синтеза .ЧНОГО:\1ерных систе.\l ДРУГШ1 из основных вопросов являет­

ся проблема УСТОЙЧИВОСТI!. В принципе решение об устойчивости систеillЫ 

может быть принято путе1\'1 оценки полюсов детер;нинанта 

det • 1 + Р(р)К(р)У(р) i (21 ) 

Много усилий сдеоlано ИСС,lедоватеЛЯ;\lИ для того, чтобы обобщить методы 

исследования устойчивости, хорошо известные из теории ОДНШlерных систем 

(такие как ЮШЛИТУДНО-фазовые характеристики или другие частотные ;не­

тоды), на круг вопросов .ЧНОГО:\1ерных CIICTel\l. 

Крупные результаты достнгнуты совеТСКИillll учеными в области теории 

инвариантности систе;\1 автоматического управления. Выявлены основные 

TeopeillbI и соотношения и для il1НОГО.\1ерных систем. В отношении результатов 
в этой области здесь сошлюсь на книги Кулебакина, Петрова и Чинаева. 
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Также как и в теории ОДНОЛ1ерных систеiY1, вопросы качества и обеспече­

ние оппшальных переходных процессов являются важньши пробле.\1ЮШ в 

синтезе ;\шогомерных систе;\1. Для этой цели преК'1ущественно ПРlшеняются 

интегральные критерии. Результаты, достигнутые в этой об:IасТl!, су.\1.\1иро­

ваны в работах Меерова и Чинаева. 

В результате ,чногосторонних исследований оказалось, что аВТОНО.\1ные 

систе:\1Ы не являются наилучши;'l1И с ТОЧКI! зрения критериев качества. 

В области синтеза 1\шогомерных систе:1l до сих пор существует большое 

количество открытых вопросов. 

4. Стохастические системы 

На основе главных работ КОЛ;\lОгорова иВинера проводятся исследо­

вания в широких областях по пробле,'Ш;'ll статистическоrо синтеза систе,\! 

аВТО;'l1атического управления. Напюшю здесь работы Пугачева, Солодовни­

кова и их учеников. В этой области при ПО;\lОщи i\ШТРИЧНОГО исчисления 

достигнуты основные результаты путем обобщения основных 1I1етодов для 

MHOfO;'l1epHbIX систе1l1. Насколько ;'Iше известно, впервые опубликовал работы 
в Этой област!! Амара. 

На основе ПРИ1l1енения iYштриц спектральной П,lОТНОСТИ l\lОЩНОСТИ 

физически реа.lllзуеi\ШЯ оппшальная передаточная i\штрица выражается, 

наПРЮlер, в следующей фОР;'llе: 

(22) 

В юшге Ньютона, Гу.lда и Кэйзера представлена задача о полуопределенной 

структуре II по.lуопределенноЙ структуре с ограничения.'1И, а обобщения в 
этой задаче проведены Чаки. 

В Сl!нтезе стохастических CIICTe;\l факторизация l\ШТРИЦЫ спеI\тральной 
П.lОТНОСТИ }lОЩНОСТИ И1\lеет основное значение. Такая задача Becblla проста в 
одно:черных систе,\1ах, так как натрудно разделять правые и левые полюсы и 

нули. Спектральная факторизация ;\lатриц представляет собой существенно 

более с.lОЖНУЮ задачу. Для этой задачи достигнуты результаты йула и 
ДЭВИСЮl. Фишер и Чаки данную задачу упростили без ослаблений в отношении 

i\ште1l1атических условий. Затем метод был обобщен также для ИiYШУ,lЬСНЫХ 

систеi\l. 

5. преимущества И недостатки метода состояний 

Для обсуждения теории 1I1НОГЮ1.ерных снсте:1l Iшеется ВОЗ1l10ЖНОСТЬ 

ПРИi\lенения Л1етода пространства состояний. Для нелинейных систе;\\ это чуть 

ли не единственная ВОЗi\10ЖНОСТЬ, кроме того этот .\leToiJ, преЮlущественно 
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ПРЮlеняется и для .\IНOГO:HepHЫX СИСТе:Уl с пере;\1еННЫ:'>lIJ КОЭФФllциента:,>lИ. Для 

.1инеЙных систе.\1 перехо;щый процесс описывается в следующеJl виде: 

t 
JФ(t, т)В(Т)ll(т)ат (23) 
t, 

к: сожалению, здесь ВЫЧИСlеНIlе переходной .\lатрицы Ф(t, t (1) ila,leKo не ЯВ"lЯ­
ется простой задачей. ЕС1И I,ОЭффициенты систе.'\lЫ постоянны, то :l1атрица 

ЯВ,lяется простой экспоненциальной .\lатрицеЙ, для определения которой 

IIЗвестен ряд Лlетодов ВЫЧИСlеЮIЯ. В систе.\1е с пере7l1енны.\ш коэффициента.\lИ 

переходная .\laтрица определяется прибсlиженньш интегрироваШlе.\1, с по­

.'\lОщью ряда Неj:'шана. 

Во всяко;\! Сlучае, стоит уде,lIПЬ вюшание фор.часlЫЮЙ аналоГIIИ в 

уравнениях состояний .11lНеЙных систе:'>l с постоянны.\ш И С пере.\lеЮIЫ.\Ш ко­

ЭффlIциентюш (а таЕже в отношеШIlI .\1етo;IОВПХ решения). В ЭТ0.\11I ЗaJ,:JIочает­

ся одно из преШlуществ .четода пространства состояний. 

Сlедующи.\1 преИ:\1ущеСТВО.\1 .четода пространства состояншl СЧlIТается то 

обстояте.1ЬСТВО, что уравнеНIIЯ (2, (3) и (7). (8) состояний ОДIIНaJ,ОВО действи­
тельны кш, ;ЦЯ :\lНoГ07l1epHЫX, таЕ и 1I для одно:черных снсте.\1. Единственной 
разницей является то, что при ОДН0.\1ерных систе.чах четыреХУГО"lЫJые .\lатрицы 

В, B(t), В*, Bt превращаются в столбцовые .\lатрицы, а четырехугольные .\laТ­
рицы С, С(с), С*, ct в строчные Jlатрицы. NlbI illОже.\1 заключить, что путеJvl 
ПРИJ1енения метода пространства состояншl ОДНО7llерные и 7I1НОГО.\lерные сис­

Te7l1bI 7IlOrYT обсуждаться фОР}lально единьш обраЗО}l. Это одно нз ca.'\lbIx 
главных преимуществ .четода пространства состояний. В то же вре7l1Я естест­

венно, что количество расчетов уве.l!IЧIIВается, если раСОIaтривать .\IНOГO­

i\lepHbIe системы. 
ПреЮlуществом ПРИ.\1енения .\lетода пространства СОСТОЯНИЙ ЯВ"lяется 

и то, что с его ПО,\lОщью осуществление расчетов на ЦВ1Vl будет более просто. 

;Vlожно сказать, что И.\lенно после широкого распространения ЦВ1\1 стасl0 

возможным применение 7Ilетода пространства состояний во .\lНOГIJX об"lастях. 

Недостатко;\! метода пространства состояний ЯВ,lяется то, что обсужде­

ние передаточных звеньев последовате.1ЬНОГО, паралле"lЬНОГО соединений и 

соединения с обратной связью сложнее при ИСПО.lьзовании 1Ilетода простран­

ства состояний, че1l1 обсуждение на основе передаточных 7Ilатриц. 

Среди недостатков 1I1етода пространства состояний следует ОПlеТIПЬ, что 

при увеличении числа пере;\1енных существенно возрастает КОЛlчество 

присутствующих в методе ;'\laТРИЦ. Это за.\IепlO уже 11 в ОДНО.\lерном случае, 
так как, например, в систе1l1е п-го порядка возникает полином п-го порядка, 

с ПО.\lОщью которого расчеты проводятся проще, че.\l с ПО,,\lОщью 1Ilатриц n Х п, 
n Х 1 и 1 Х q, присутствующих в :llетоде пространства состояний. 
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При использовании 7Ilетода пространства состояний существуют две 

важные пробле7l1Ы. Первой из них является проблеlна управляемости и наблю­

дае7lЮСТИ систеы. Эти понятия были определены l{аЛ1\lаноы. Еыу и его учеНИКЮl 

удалось показать, что неоБХОДI[\lЫ;\1 и достаТОЧНЫil1 условиеы управляемости, 

например в линейных CI!CTeillaX с постоянны;\ш паРЮlетрал1И, является то, 

чтобы ранг гиперматрицы Н типа 1l Х Ш 

(24) 

был равен n. АнаЛОГИЧНЫ,\l обраЗОJl, для того чтобы систе,\lа была наблюдаеЛlа, 

необходимо п достаточно: ранг гипеРЛlатрицы G типа n Х nq 

(25 ) 

должен быть равен n. 

Понятия управляемости и наблюдаелости были распространены на 

линейные систел1Ы с переil1енными коэффициента:I1И, а также на нелинейные 

систеll1Ы. 

В связи с ПРЮlеllеШlе;\1 ,нетода прстранства состояний другой основной 

проблеыой является определение уравнений состояний некоторой заданной 

(наПРШ1ер, заданной передаточны!\и функциЯ:\1И или дифференциальными 

уравнениями) системы таЮ!.\1 образом, чтобы порядок присутствующих ,\1ат­

риц был 1I1ИШ!1I1а,lен. Данная проблеil1а называется проблемой il1ИНИivlальной 

реализации, и в этой области особенно активно работаоlИ l{аШIaН и его со­

трудники. 

В последнее вре.\lЯ РозенБРОКО,\l и АЕеР.\lа!ШО.\l достигнуты интересные 

результаты. 

6. Многомерные нелинейные системы 

Теория lIlНoгoMepHЫx неЛlIнейных СИСТе:Уl содержит в себе существенно 

более трудные задачи, че.\1 теория линейных систе;\l. Обычно в ЭТОill случае 

преи,чущественным оказывается пременение ;Ilетода пространства состояний. 

Проб,lеllЮЙ устойчивости неоlинейных систе.\l заНШlался ряд советских 

ученых. Критерий устойчивости по Ляпунову основан на ПРlшенении метода 

состояний. Функция Ляпунова и ее производная представляют собой фУНЕ­

ЦИЮ, зависящую от вектора состояний. Важные результаты достигнуты извест­

НЫilШ учены.\l,' таКИ:ШI как Лурье, Летов, АЙзеР.\lан, КраСОВСЮIЙ, Малкин, 

Барбашин, Четаев, Зубов, Еругин и другие. Теоре.\1Ы, относящиеся к одноыер­

ныы системам, легко обобщить на l\lНого,черные системы. 

В проб,lе7l1атике абсолютной устойчивости ПОПОВЫ;\l были открыты 

весЬ.\ш важные результаты. Попов в своих работах описывает явления в 

частотной области Вil1ecTo временной, на основе передаточных функций и 
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.\юдифицированных ЮШЛИТУДНО-фазовых характеристик вместо л!етода про­

странства состояний. Это ВОЗ.\lОжно, так как раСС.\1атривается систе"lа, в 

которой за линейньш звенол! следует статическая нелинеЙность. Метод Попова 

удалось обобщить на "1Ного,,!ерные системы, вэтой связи я ссылаюсь на работы 

Андерсона. Среди различных типов многомерных нелинейных систе,,! особен­

но большое ВНЮlание уделено релеЙНЫ.\l система;\l, в этой области выделяется 

деяте.1ЬНОСТЬ А. А. Красовского, l-(арю!азова, Палатника 11 Роднянского. 

В области систе.\! с перел1t~нной структурой ,\\Ногое сделано Емелья-

новым, а в области адаптивных систе.\! Цыпкиньш, Ивахненко, ЧинаеВЫil1 и 

;:tРУПEl1И. 

В области исследования ОПТИ.\lальных, ПОИСI,ОВЫХ OlcTeJ\! выделяются 
работы Фельдбау.\lа и его Сотру;:tников. 

В отношении исследования .\lHoro.\!epHbIX IШПУЛЬСНЫХ систе"l заслу­

живают ВНИ.\lание работы прежде всего Цыпюша, а также l-(атковника и 

По.lуэктова. 

В ана.lизе чувствительности ТО.\lOвиче,,! J! l-(окотовичем разработаны 

новые резу.lыаты. Важной Г,lавой теории .\1Ногю!ерных систе,\! является тео­

рия ОПТlшальных с!!сте;.!, о которой пре;:tставлены за:l1ечания ниже. 

7. Статическая оптимизация 

При стат!!чеСКО.\l ИСС.lедоваНИlI систе.\lЫ .чогут быть описаны алебраи­

чесюI:'.Ш уравнениюш. Известны некоторые проб.lе;'lЫ из теории исследования 

операций. тш,!!е Еак транспортная задача, задач!! распределения ресурсов, 

распреде:JеШIЯ Э.lеI..:троэнергии и т. д. При IIHBaplIaHTHOM относите.1ЬНО вре­
.\leH!! Сlучае уравнение (1) .\lOj-l,ет быть сведено к Сlедующему а.lгебраичесI..:О­
.\lY уравнению: 

f (х, Н) = О (26) 

и ес:ш це.1Ь заI..:.1IOчается в сохранеНИII постоянной рабочей ТОЧЕII пр!! посто­

ЯННО;'l значеНIIИ состояний х=хО , то по уравнению (9) ;'10жет быть определен 
постоянный вектор управляющих воздействий. Если значения х = х О И Н = нО 

оба постоянны, то и фУНI..:ция цели 

(27) 

будет постоянна. Обе ФУНIЩИИ f!! fo предполагаются непрерывны:vш функци­

ют. Один IIЗ СЮ1ЫХ простых случаев статической оптимизации возникает, 

когда оба уравнения (26) и (27) являются линеЙнылш. Это и есть так называе­
.\lая задача .1инеЙного ПРОГРЮ1.\1ирования. Она может быть сфор.\!у.lирована 

СlеДУЮЩШl обраЗО.\l: сlедует найти неотрицательные значеНIIЯ для координат 



РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ МНОГОМЕРНЫХ СИСТЕМ 15 

Xi вектора х такие, которые "'1ИНИ1\1Изируют (или "'IaКСИМИЗИРУЮТ) следующую 

линейную функцию цели: 

fc = СТ х (28) 

при соблюдении линейных ограничений типа 

Ах < ь (29) 

где последнее неравенство должно быть выполнено для всех координат векто­

ров Ь и Ах (через Т сверху обозначается транспонирование в уравнении 

(28». 
Как хорошо известно, ОПТИ"'laльное решение должно лежать на пере­

секающихся плоскостях в много графике (29), х > о. ПОЭТО"'lУ решение задачи 
линейного програ",ширования представляет собой направленный перебор 

экстре,\lальных точек, т. е. движение от одного до следующего ВОЗ"'lOжного 

решения. Для ;УШОГО"'lерных задач с большим количество.\! пере.\lенных этот 

процесс поиска становится неэкономньш, если использовать совре;llен­

ную ЦВМ повышенного быстродействия I! с большой оперативной ПЮIЯТЬЮ. 

Более эJ":оно.\шы.\1 является хорошо известный СИ1\шлеКС-,\lетод. ПодоБНЫ.\l 

образом рассматриваются и другие методы. ТаКИ1\! обраЗО.\l, большие задачи 

можно свести к набору меньших задач, которые ОПТИ1\1Изируются независИ1\lO 

друг от друга. После оптимизации отдельных подсисте1\! систе.\lа оптИ1\lИ­

зируется в целом. 

В большинстве практических задач функции цели (28) и (И_1И) ограни­
чения (29) зависят от стохастических ПО1\!ех (паРЮlетров). Различные ;Vlетоды 
были разработаны ;:I,ЛЯ поиска ОПТИlllУ.\lа функции цели, в С.\lысле оппшаль­

ного 1I1ате.\lатического ожидания или оптима_1ЬНОЙ вариации ФУНКЦИИ це,llJ. 

Интересное обобщение получается для не_lинейного прогрюширования. 

Задача поставлена в слеДУЮЩе.\l виде: неоБХОД!J:'lО найти .\\ИНЮlУ:'l или 

:'lаКСИ"'lУМ нелинейной функции цели 

(30) 

при соблюдении нелинейных ограничений 

f(x) о (31) 

и одновре.\lенно,\\ соблюдении УСlОВИЯ х О (оба условия соб,lЮ;:I,аются ;:I,.lЯ 

всех координат). В03.\1Oжность такого решения этой общей пробле.\\ы оптИ1\lИ­

зации представляется довольно сомнительной, поэто.\\у обычно применяются 

различные численные 1I1етоды для ПОJю..:а ОПТИМУ.\lа. А если fo(x) и fi (х) 
координаты ФУНКЦИИ f(x) представляют собой выпуклые ФУНКЦИИ, то моп..:ет 
быть ПРИ1\lенен так называe:vlЫЙ .\lетод выпуклого програ",ширования. 
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Пусть задана функция Лагранжа в виде 

F(x, л) fo(x) + л т {(х) (32) 

где л векторный множитеоlЬ Лагранжа. НеоБХОДИЛlЫМ 11 достаточным усло­
виеЛl того, чтобы вектор х о iYlOf быть решениеЛl задачи выпуклого програл1ЛlИ­
рования, является существование такого вектора л о, при КОТОРО;\1 

и 

(33) 

(34) 

для всех значений неотрицательных векторов х > О, л::::::: о. Уравнение (34) 
выражает условие существования так называемой седловой точки. 

Замечания, высказанные относительно линейного програ:\ширования 

для иерархических систе:\l аВТОЛlатического управления, еще в большей 

степени действительны для пробле:'ll выпуклого ПрОГрЮlЛlИрования. Здесь 

ПРЮlеняются также методы оптимизации, основанные на деко,\шозиции сис­

теЛIЫ ИЛИ на существовании разных уровней. 

На практике Лlетоды поиска ОПТИЛlУ:'lШ Iшеют особое значение. Все они 

содержат в себе некоторые сравнения. Функция цели fo(X) оценивается при 
разных соответствующих значениях х и окончательное значение fo(X) полу­
чается ПУТбl выбора ОПТИillального значения. На эффективность различных 

ыетодов поиска оптиму;vш сильно влияет глобальный IЫИ локальный харак­

тер функции цели и ограничений. В некоторых случаях ПРЮlеняются штраф­

ные функции для преобразования задачи с ограничениюш в ряд задач опти­

ЛlИзации без ограничений. 

Если на систе,\lУ действуют случайные ПЮlехи, то необходи;vlO проводить 

эксперименты на саыом объекте в одновреЛlеННО}l реЖИ"lе. В таких случаях 

преИ"lущественно ПРИ"IeI-IЯЮТСЯ "leTOiJ, наискорейшего спуска, "lетоды адаптив­
ных систе:1l и. вообще говоря, "lетоды непосредственного цифрового управ­

ления. 

8. ДинамичеСl:{ая ОПТИ~1Изация 

Так как во всех САУ происходят переходные процессы, то динаillическая 

ОППl.\lизация Iшеет большое значение для авто;натического управления. 

В ЭТЮl случае уравнение.\l состояний (1) описывается дина,\lическое поведение 
объекта и в;\\есто ОПТИ;\lУ\lа функции цели следует найти ОПТЮlУЫ функциона­

ла потерь; в систе"lе (i\lакClШ у.\шли "1!IНИ:llУ;уl функционасlа). Этот функционал 

имеет следуюшую обобщенную фОр,УlУ: 

t; 
J = \' fo(X, и, t)dt + fou(x(tj ), tj ) 

i, 
(35) 
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где со и С1 - начальное вре?llЯИ время окончания cooTBeTcTBeHHo,fo -функция 
цели; при ЭТОi\1 foo - дополнительная функция. ВО МНОГИХ случаях функ­

цией foo i\lОЖНО пренебречь. Однако, в проблемах ОПТИi\1Изации конечного 

значения функция foo присутствует, а опускается первое выра:Гl~ение в 

уравнении (35). РаСОlOТРIШ некоторые частные случаи уравнения (35), при 
foo О. Есл! fo 1, ТО это будет задача быстродействия; при fo иТ sgn 11 

(sgn 11 = [sgn lll' ... , Sgllllr() возникает пробле;\1а опти.\шзации топлива, а 
.f' т - - .f' TR -если J о u 11 или В оолее оощеi\1 виде J о = 11 11, то ставится проолеi\1а 

ОПТIl1\1изации примененной энергии. 

Одна из фОР.\l функционала потерь, ПРИ;Ylеняе:\lая чаще всего, И:\lеет 

С.lедующиЙ вид: 

J (36) 

ЕОТОРЫЙ представляет собой квадраТIIЧНЫЙ фующионал вида (35). На праюи­
!~e в объектах одна из са?llЫХ тяже.lЫХ пробле?ll возникает при фОР:\lУЛlровке 

ФУНЕционала потерь. Для решения этой проб.lе.\lЫ нельзя дать общие реко­

;\!ендации. 

Часто неЕоторые (или все) начаоlЫIЫе и (или) конечные состояния не за­

ФШ,СlIрованы, а передвигаются в опредеоlенной облаСТII нача,lЫIЫХ и Еонеч­

ных точек. В подобных случаях так называе:\lЫе ус.lОВИЯ трансверсальности 

прибаВ;lЯЮТСЯ I~ неоБХОДИ.\lЬШ граничньш УС;lОВИЮl. 

Д.lЯ того чтобы составить правильную .\lате.\lаТI!чеСЕУЮ .\lOде.lЬ проб­

,le.\lbI ОПТИ.\lИзацш!, т. е. составить физичесю! реализуе.\lУЮ .\lOдель, С,lедует 

тю~же учитывать и некоторые ограничения. Одно из таких ограничений 

ОТНОСИТСЯ к вектору управляющих воздействий и, а И.\lешю 11с: [Т, т. е. вектор 11 

ограничен в некоторо.\! подпространстве [Т, Г-.\lерного ЭВК,lllдова простран­

ства. Часто ЭТО общее ограничение сводится!~ llj.·C- 1: j = 1,2, ... , г, где 
llj -- координаты вектора п. 

А сейчас раСОlOТРIШ решение пробле.УlЫ ;:щнюшческой оптшшзацш!. 

9. Вариационное исчисление 

Если ограничений нет, то для решения проб.lе.\lЫ оптИ.\шзации ПРИ:llеня­

ется классическое вариационное исчисление. В ЭТОМ Сlучае возникает тю, 

называе:\lая изопеРII:llетрическая задача и необхо,J,ll.\lО наЙТII .\ШНИ.\lУ.\l функ­

uионала 

(! 

J Г Р(х, Х, 11, Л, с) ас 
i, 

(37) 

2 Periodica Роlitесhпiса EL. 18/1 
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где обобщенная функция цели дается выражение;\1 

F(x, х, П, t) /'- fo(x, п, t) + лТ [f(x, п, t) - х] = 

= fo(x, п, t) + [f(x, п, t) - х]Т л 

где л - вектор множителей Лагранжа. Необходи.vlОе уловие нахождения 

экстреl\1у.\1а дается хорошо извеСТНЫl\1 уравнение;\1 Эйлера-Лагранжа: 

8F d 8F 8fo 18fT " 
о (39) -I--л-т- л 

8х dt 8х 8х 8х 

8F d 8F 8fo I 8fT л = о (40) ---- --1 
8п dt 8и 8н 8н 

8F 
d 8~ = f(x, н, t) - i = О. (41) 

8л dt 8л 

Здесь 8fT/8X и 8fT/8H обозначают l\1атрицы Якоби. Экстре;\lальная траек­
тория x(t), экстреl\1альный вектор управляющих воздействий u(t) и экстре­
мальный вектор множителей Лагранжа л(t) должны удовлетворять уравне­

ниям (39, 40, 41). Последнее уравнение представляет собой дифференциальное 
уравнение пространства состояний, а уравнение (39) l\10ЖНО раССl\1атривать 
как дополнительное, сопряженное дифференциальное уравнение простран­

ства состояний. Если ввести следующую функцию состояний Гамильтона 

Н(х, н, л, t) /'- fo{X, н, t) + лТ f(x, н, t) = fo(X, и, t) + fT(x, П, t)'Л (42) 

то уравнение (40) выражается следующи.V1 уравнением: 

8Н 

8н 
о (43) 

которое является оБЩИ:\1 условие:\1 экстреМУ:\1а функции Н. Здесь подчеркива­

ется, что уравнение (43) не будет действительны;н, если ограничения наложе­
ны на вектор н. 

10. Принцип максимума и минимума 

Принципы .l1аксушума и :\1июшу.v1а раСС:\1атриваются как обобщение 

классического вариационного исчисления. Путеll1 введения новой координаты 

хп+ 1 = t С дифференциаЛЬНЫN1 уравнениеN1 хп + 1 = 1 и с нулевым начальным 

условиеll1 все задачи, в которых время присутствует как независимая пере-

1I1енная, сведутся к не зависящи;н явно от времени задачам. Обзор по этому 

поводу дается ниже. 
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Пусть дифференицальное уравнение пррстранства состояний Iв,еет 

вид: 

х = f(x, п) (44) 

с начальным условие", x(t o) = х о И конечны,,! условие"l x(tf ) Е С, где С пред­

ставляет собой определенное множество цели. Следует найти минимум функ­

ционала 

I1 

J = J 10 (х (t), п(с)) dt (45) 
[, 

НеоБХОД1ШО определить вектор управления пЕ и, переводящий состояние 

объекта из x(to) = хо в x(tf ) Е С и минимизирующий функцию цели (45). 

или 

Введем фУНIщию Гамильтона 

H1f'(x, п, 1.\;) = -Io(x, п) 

Нр(Х, п, р) = lo(x, п) 

I.\;T f(x, п) 

рТ f(x, п) 

(46) 

(47) 

Если сравнить уrавнения (46) и (47) с уравнение", (42), то оказывается с одной 
стороны, что 

p(t) -I.\;(t) = л(t) (48) 

а с другой стороны: 

(49) 

Пусть через XO(t) обозначается решение дифференциального уравнения 
(44) относительно оптюшльного управления по(t). В TaKOJ' случае, в соответ­

ствии с пО(t) и XO(t) существует дополнительный вектор 1.\;0 или рО, такой, что 
при обозначениях H~ = Н",(х О , пО, 1.\;0) И H~ = Hp(X~, по, рО) канонические 
уравнения ПРИНJ!l,lают следующий вид: 

'0 _ аН2 '0 aHg 
х - -- или х 

а 1.\; о ар 

'0 aH~ lfJ = - --' или 
ах о 

• о aHg 
р=---"­

ахо 

(50) 

(51) 

при граничных условиях XO(t o) = хО, XO(tf ) Е С, IЫИ, В соответствии с ус­

ловие"l трансверсальности, I.\;°(tf ) или pO(tf ) должны быть перпендикулярны 

множеству С при XO(tf ). Исходя из вышесказанного, неоБХОДI!JlOе условие 

ОПТИ"lальности выражается в следующей фОР"lе: 

(52) 
или 

Нр(Х О, u О, рО) < Нр(ХО, п, рО) (53) 

для всех значений t в интервале t О t < {! и для всех ве!\:торов п. 

2* 
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Уравнение (52) представляет собой принцип iIЫКСIШУ;Ylа, а уравнение 
(53) - принцип J\lИНИ;\!У"\la. Оба принципы эквивалентны и каждый из них 

.\lOжет быть избран для ПРII.\lенения. ПОНТРЯП!НЬЕ\! впервые это было выдви­

нуто I':Ш~ пршщип .\\Ш;:СЮlУ:'la, однако, поско.1ЬКУ принцип 1I1IIНЮlу.\\а связан 

с РЯДО1l1 Teope.\l, то в следующей г лаве lIlЫ еще возвраТИ;I1СЯ к ЭТО.\IУ принципу. 
ЕСЛII ИСПО,lьзовать принцип lI1ИНЮlу.\\а для разных Прrшенений, то следу­

ет проводить расчеты следующю\ обраЗО.\l. Снача,lа раССlllатривается соотно­

шение (53) Д,lЯ вывода формулы 

( 54) 

ЕС11! Bel~TopbI XO(t) И pO(t) опреде,lЯЮТ однозначно вектор llO(t) для всего 

интервала [t и' tj ], то ВОЗНl!кшая таЮI.\! обраЗО1l1 задача называется обычной. 

ЕС1!! ФОРiYlа,lЬНО подставить уравнение (54) в уравнеНIIЯ (50) и (51), то послед­
нее будет зависеть I!СКЛЮЧI!тельно от XO(t) и pO(t). ПОЭТО;\lУ эти два векторных 
уравнения представляют собой фОрМуЛу для нахождения вектора состояний 

XO(t) и дополните,lЬНОГО вектора pO(t). Такой .\\етод решения ПРИВОДI1Т нас к 
двухточечной задаче определения граничного значения. Нача,lЫlOе jj гранич­

ное условия XO(t o) и XO(tj } ИЛИ условия трансверса,lЫIOСТИ В.I\eCTe с задачей 

опреде,lения координат вектора pO(tj ) дают всего ::'11 граничных УС10ВIIЙ дЛЯ 
решения 211 ска,lЯРНЫХ уравнений (50) и (51). Однако, 11 уравнений из них 
ПРlIнаД,lежат к нача,lЬНЫ.\l СОСТОЯНШJ.Vl, а n - К конечны.\! СОСТОЯIII!ЮI основ­

ных I!ЛИ ДОПО,lН!пельных пере:\\ен!!ых. ВО ВСЯКОll\ С1учае, пос.1е опреде,lения 

оппша,lЬНОГО вектора состояний XO(t) и ДОПО,1Iште.1ЫIOГО BeI,Topa pO(t) по 
уравнению (50) ;\\ы И.чее.\\ таю,ке и ОППEllа.1ЫШЙ вектор упраюеНI!Я llO(t). По 
вышеуказаllНО.ЧУ процессу видно, что ;\\ы .11Oже.\l надеяться на ана.1!Пическое 

решение ЛIIШЬ в СЮlЫХ простых С1учаях. ГлаВНЫ;\1 Обра:ОО.li. ]!.у,енно эти:,\ 

фШ;:ТО.\l объясняется значение ЧIJС,lенных .\lетодов ,1.171 нахожде!!!IЯ ОПТIШу.ча. 

11. Дискретный принцип минимума 

Дискретный принцип ;\1ИН!I.\l)';llа Iшеет некоторые преlшущества ПО 

сравнению с непрерывным ПРИНЦИПО:\\ :llИНЮlу,ча прежде всего с точки зре­

ния вычислительных потребностей, тю;: I;:Ю~ он ;1l0жет быть постаВ;lен непо­

средственно на ЦВlV1. Процесс дискретизации проблемы ОПТи;lшзации :'lOжет 

быть осуществлен без труда путе:У! ЗЮlены дифференциальных уравнений 

разностны.\1и уравнеЮIЯJ1И. Однако, следует ОПlетить, что пр!! :щскретизации 

несколы;:o теряется интуитивное ПОНИll1ание характера и струюуры пробле;\!ы 

о ПТШlИзации. 

Пусть ДИНЮlИческая систе;\!а описывается векторным разностньш урав­

HeНlle;\1 : 
(k = 0,1,2, ... , к - 1) , (55 ) 
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где x/i - значение вектора состояний в k-той точке снятия проб с объекта, u/i 

- значение вектора управления в этот же ;VЮЛlент вреЛlени, f/i - векторная 

функция векторного аРГУЛlента X k ' U/i' 

Ограничения на управления заданы в виде: 

ll!; Е U ;:LЛЯ всех k = О, 1, 2, ... , к - 1 , (56) 

н Функционал це.1И И.\lеет сле;:LУЮЩУЮ фОр:IlУ: 

(57) 

r;:Le fo!,(X", и,.) - ска.lярная ФУНl..:ция цели векторного aprY;\leHTa Х/; И ll/;. 
Пре;:LПО.lОЖII.\l, что граничные УС.lОВИЯ Iшеют С;lедующий вид: 

х о = а и Х/; Е С (58) 

где С не!,,:оторое опре;:Lе.lенное ;VlНожество в n-;Vlерно.\l ЭВ!,,:лидовом простран-

стве. 

Цель состоит в ТЮ1, чтобы найти последовательность оптюшльных век­

торов упраВ.lения ll~, ll~, ... ,uZ- 1 при соблюдении ограничений (56) таю!.\1 
обраЗО:Vl, чтобы порожденная ПОСJlедовательность СОСТОЯНI!Й X~, x~, ... , х2_ 1 
cooTBeTcTBoBa.la граничньш УСЛОВИЯ.'l (58) И ФУНlщионал цели (57) стрелныся 
к :VШН И;V1У;\lУ. 

В ЭТО.\l С;lучае функция ГЮll1Льтона выражается в следующей фОР.\lе: 

Н,;(х/;, ll", PIi+ 1) = fo"(X/;' и,.) 

для k = 0,1,2, ... , k-1. 

(59) 

В соответствии с ПОС;lедовате.1ЬНОСТЯ.'Ш опти.\шльных состояний Х О И 

упраюений ll~(k = 0,1,2, ... , k-1), существует такая последовательность 
дополните.1ЬНЫХ векторов p2(k = 0,1,2, ... , k), при которой - с обозна-
чение.\l H,~ = Н,,(х%, llZ, р2+ 1) канонические разностные уравнения 

ано 
Х/;+ 1 - Х" = __ ,_с (60) 

аР/;+1 

(61) 

соответствуют граничньш УС.lовие:ll xZ (1., xZ Е С; pZ перпеIцикулярен 
С при x~. Тогда нео6ход!шое УСlовие ОПТЮlальности выражается фОР:\lу.lОЙ 

(62) 

;:ця всех 1ll;E U !! всех k = 0,1,2, ... , k 1. Сравнение ;:Lискретного и непре­
рывного ПРИНЦ!lПОВ .\НIНЮlу.\lа УЕазывает на тесную ана;lОГИЮ :llежду нюш. 
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12. Динамическое программирование 

в соответствии с ПРИНЦИПОlll ОПТИlllальности, последняя часть ОПТИ1наль­

ной траектории са1>Ш также представляет собой ОПТIНlальную траекторию. На 

основе этого принципа Беллман развил метод диналшческого програilШИрО­

вания. Дискретная форма этого Лlетода представляет собой Л1Ногоступенчатый 

процесс последовательных решений, в котором приняты следующие обозна­

чения: X k - вектор состояний, U k - вектор управления или, ДРУГИЛ1И слова­

МИ, вектор стратегии последовательных решений. ОПТЮlальной стратегией 

минилшзируется функционал цели 

ОбознаЧИlll -через Si\-k ОПТИЛlaльное значение частной СУ:\1i11Ы I[(_I" т. е. 

где 

S[(_k = min I[(_k 
uK_i:EU 

(63) 

(64) 

(65) 

и, ПРlшеняя принцип ОППВlальности, получаем слеi1ующее рекуррентное 

соотношение: 

в результате процесса ОПТИlllизаЦИII оппшальное значение иУ(-!; Bel\ТOpa ик- !; 
рассчитывается с ПОillОЩЬЮ уравнения (66). Повторным применениеill уравне­
ния (66) и процесса ОПТ!!j\шзации, в конеЧНО,'l итоге, получится ПО"lная последо-

о о о о 
вательность управления llk-1' иK_~, ... , 111' ио· 

В случае непрерывной оптюшзации, зависящей от вреillени, ilШНIЫШЗИ­

руелшй функциона.l ~шеет следующий вид: 

tf 

J = Г fo (х (t). ll(t), t) dt 
io 

(67) 

Пусть обозначается через S(x(t),t) illННlшальное значение частного функцио­
нала, принадлежащего к сеПlенту траектории, начиная с XO(t), т. е. 

tf 

S(XO(t), t) = miIl Г fo (х fl (8), иО(8), 8) аб 
ц~и i, 

(68) 

Тогда основное уравнение динюшческого ПРОГРЮlлшрования, называеillОе 

уравнение,'l Га:\1ильтона-Якоби-БеЛll.чана, записывается в слеДУЮЩeJl 

виде: 

8S(xO(t), t) 

8t 
= шiIl { 

uЕИ 

S(XO(t), t) f(xO(t), ll(t), () 
хот 

(69) 
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А после процесса ОПТlшизации получится дифференциальное уравнение 

Га;\1Ильтона-Якоби: 

~~(XO(t), t) + aS(xO(t), t) f(xO(t), uO(t), t) + fo(xO(t), UO(t), t) =0 (70) 
at ахо 

в случае задачи, независящей явно от времени, левая часть уравнения (69) 
становится равной нулю, и с введение:ll обозначения 

po=[~.~ ..... ~lT = - ч;о 
a;\,~ , ax~' 'ах?, 

(71) 

из уравнения (69) получится следующее уравнение: 

о = min ио (х О, и) (72) 
uEU 

которое совпадает с ПРИНЦИПО:l1 l\lИНlШУ:lla Понтрягина (С1\1. уравнения (47), 
(53)). Дополнительный результат: в случае задачи, не зависящей явно от 

вреiV1ени, со свободньши конечным Bpe,\leHe1\l МИНlНlaльное значение функции 
Га1\lИльтона становится равной нулю. ТаКИ,'l же простым путе,\l мы можем 

получить принцип 1\laKcI1:l1YMa. Далее, из уравнения (70) можно также выве­
сти уравнение (39) ЭЙлера-Лагранжа. Таким обраЗОlYl, метод ДИНЮlИческого 
ПрОГРЮIмирования представляется СЮlЫ.v1 общим 1\lетодом ОПТИlYlИзации. 

13. Дифференциальное уравнение типа Рикати 

Задача оптимизации линейной систе.vlЫ с квадраТИЧНЫ;\l критерие1\1 ка­

чества играет важную роль в теории ОПТIEvlaЛЬНЫХ систеiV1. В TaKo.v1 случае 
ОПТЮ1изация проводится на основе ПРИ;\1енения функционала (36) (обычно S = 

= О), а уравнения состояний задаются в виде ур. (2). Обычно не заданы 

Фиг. 5 

ограничения на вектор управ.lения. Тогда вектор оптиыального управления 

(C1\l. рис. 5) выражается слеДУЮЩИЛ1 соотношениеЛ1: 

(73) 
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где квадратичная iнатрица обратной связи K(t) удовлетворяет следующе,vlУ, 
так называе:\lО;VlУ дифференциальному уравнению типа Риккати: 

K(t) + K(t)A(t) + AT(t)K(t) - K(t)B(t)R-l(t)ВТ(t)К(t) Q(t) "'" О. (74) 

Для систе:\l с ПОСТОЯННЫ1\1И коэффициентаiУ1И дифференциа.lьное уравне­

ние типа Риккати переходит в обычное дифференциальное уравнение, кото­

рое, естественно, решается существенно БОоlее простыJ\1 путе;Vl . 

х 

. 
х 

Фиг. б 

iVIногие занимаются вышеуказанной ПРОбле"lатИ!-(ой, которая часто 

называется <mроб.lе:\lОЙ обратной связи переменных состояний') в теории ЕЮ-( 

ОДНЮlерных, таЕ и :\ШОГЮlерных систе:\l, в то вре,\lЯ как общеизвестно, что 

квадратичный критерий нельзя считать наилучшим критерием. Много ВНИ­

;нания уделено и следующе:\lУ вопросу: каким образом могут быть осущест­

влены субоптимальные систоlЫ путем упрощения обратной связи. 

Здесь подчеркивается, что в систе:\laХ с постоянньши коэффициентюш 

решение пробле;vlЫ осуществления пеРОlенных состояний существенно упро­

щается путе:\l ПРЮlенения спектральной факторизации. 

Теория фильтров по 1:{аЮlaНУ СВОдl!ТСЯ таюке к дифференциальньш 

уравнеШIЮl типа Риккати. Целью фильтрации по 1:{алману является определе­

ние прбилиженной оценки пере:\lенных состояний (рис. 6). Такая задача часто 
называется задачей наблюдения по 1:{алману. Стоит уделить в!пшание ТЮlУ, 
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что теория фильтрации по !{аЮlану является обобщение.'Vl теории фильтра­

ции !{ОЛ;\10горова-Винера, и таКЮl образо,,!, предыдущая теория содержит в 

себе последнюю. 

Опти.,шзация линейных систе"l на основе ПРЮlенеШIЯ квадратичного 

н:ритерия качества, и особенно теория фильтраЦИIl по l-(а"Тl1ану, были распро­

странены также на дискретные систt:\!ы. 

В связ!! С теорией ОППI.\ЫЛЬНЫХ систе:\! С.lедует УПО:I1ЯНУТЬ о работах 

Летава и его сотрудников, которые создали научную школу в области теории 

аналитического конструирования регуляторов 11 ее приложений. 

Резюме 

в предыдущих главах мы рассмотрею! главные направления развития теории 

л!ногомерных систем. Теория многомерных систем является настолько широкой областью, 
что и целая книга недостаточна для ПО:1Ного обзора, тел! более трудно дать подробный обзор 
в одной статье. 

Поэтому не БЫ.l0 возможности подробно описать все проблемы; пришлось удоволь­
ствоваться тем, чтобы в одном-двух предложениях СУ!ll.мировать работу самых известных 
советсю!х ученых. как это показано в предыдущнх главах, за короткие два десятилетия 
теория Л!НОГОА!ерных систем развивалась в крупных масштабах и связанные с ней проблемы 
стоят в центре внимания лшровой научной общественности. 

Применение матричного исчисления и особенно ПРИ1l1енение метода пространства 
состояний привели к тому, что часто даже не различаются однол!ерные и л!ногомерные 
системы, а задача сразу формулируется для многомерных систем. Это обычно не представля­
ет собо!! затруднений принципиального характера, но при увеличении количества входных 

и выходных парал!етров расчеты становятся постепенно громоздкими. Для решения от­
десlЬНЫХ задач преимущественно применяются цифровые, ана.l0говые или гибридные 
ВЫЧl!слительные машины. 
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