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1. Введение 

Обычно линейная систеЛla аВТОЛlатического регулирования с пере1l1ен­

НЬШJi паРЮlетрами описывается следующим beKTOPHO-iVlaТРИЧНЫМ уравне-

ние:\l: 

ау = А (t)y(t) + f(t) 
dt 

с начальньши УС.lОВИЮШ: 

где 

r fl(t) 1 
_ f2(t) 
t(t) ~ : ~ - векторы-столбцы, 

tf,l'(t) j 
а 

r
all(t) alZ(t) .. . a1n(t)J 
a21(t) aZ2 (t) .. . az,,(t) 

А (t) = : :. .. : - матрица раЗЛlерности 

Lanl (t) an2(t) ... a'Jn(t) 

(1.1) 

(1.2) 

[nхn]. 

Существование и единственность решения (1.1), с начальными усло­

виюш (1.2), вытекают IIЗ общей теореиы существования и единственности 

решений обыкновенной систел1Ы дифференциальных уравнений р]. А имен­

но: Решения систеЛ1Ы (1.1) существуют и единственно на t,E[to, =) всюду, 
где A(t) и J(t) непрерывны, кроме того, если A(t, ?) И 1(t, ?) на Т и .!l непре­
рывны по ? в этих областях. 

2* 
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Для доказательства такого рода теорем обычно используется равно­

сильное исходному дифференциальному уравнению интегральное урав­

нение: 

1 1 

)'(t) =)'0 + J А(8)У(8)а8 J f(8)d8 (1.3) 
1, 1, 

и метод последовательных приближений (:V1етод Пикара). Это представле­

ние, равносильное ИСХОДНО7l1У (1.1), может быть использовано для выявле­
ния порядка роста решений (l.l), опираясь на сле;J,ующую ле:lШУ: 

Лелша 1. 
Пусть ш(t) > О неотрицательна и .\lОнотонно не убывает, I! пусть ll(t) > О 
и v(t) > О и Iшеет 7Ilесто неравенство 

1 

U(t) < W(t) + S И(8)и(8)а8, [ > [о 
1, 

тогда 

1 

U(t) < W7u) ехр \' v(8)d8, t > (о 
/0 

Эта ле:lша вытекает 11З более известной освовно!! .Jlе:vшы Бе.l:l711ана [2], 
где ш(t) = ГС const. 

РаССЛlОТРIШ вопрос о порядке роста решений (l.l), с начаЛЬНЫ:\lИ усло­
ВИЮ1И (1.2). Матрица A(t) - непрерывна (почти всюду). 

Введё:ll понятие НОр.\1Ы: 

n n и 

! i )~(t) [! = 'oii:' i У .(t) !, I1 ..;;;; 1...- 1 
. A(t) ~ . aij(t) . . f(t) .: = ::>' I(t) : 

i~' . i=l i.j=l 

Интегральное уравнение, раВНОСИ.lьное ИСХОДНО:llУ (1,1), !шеет впд: 

Очевидно, 

i i y(t) 

Y(t) 

I ...----1·~ 
! '-, 1j)0 11 

у 
J О 

t i 

\' А(8)у(о)ао 
i, 

\' f (8)(18 
<о 

t t 

\
' i А(8) . 

11 Ji 

1, 
.)'(8) . ао \' .' [(о)ао 

i'" 

Пусть ! f )-:! i < С, и !' j(t) i. Cle~t, где С >- О, С 1 /' 0,:7. > О. 
ПОЭТО:llУ неравенство .\lОЖНО усилить, И тогда буде.\l !шеть 

t 

!y(t)!!<c .!i..(e"1 e:<IO)+j': А(О). l
i )'(fJ)::d8 

?: 
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По леМ .. ме 1, где 

U(t) +->- Ily(t) 11, v(t) +->- 11 A(t) 11, Ui(t) -- [с ~ (е"! - e"t')] 

имее:\l 

t 

: : ):-:(t) i < [с 
11 1'- Х (е"! - e"t')] ехр S ji А(е) I а8 

(, 

Если :: A(t) i I < а, ТО есть коэффициенты матрицы A(t) - ограничены, то 

(1,4.) 

Таюш обраЗО?ll доказано, чтобы решения систе,\lЫ (1.1) росли не быстрее 
экспоненциальной фУНКЦI!И, достаточно ограниченности её коэффициентов. 

Известно, что общая фор.\lа заданного решения (1.1) выражается фор­
мулой Коши-Лагрш!/ка [i]. 

t 
Y(t) = Y(t)Y- 1(tО)Уо J Y(t)y-l(8)f(8)d8 (1.5) 

(, 

где Y(t) квадратная l\lатрица раЮlерности [n Х n], столбцы которой соста-
вляют кюшоненты 11 решений однородной системы, соответствующей сис­

теме (1.1). То есть 

или 

l
r Yll(t) Y21(t) ... Ylf1(t)'j 

Y21(t) Y22(t) ... Y2f1(t) 
Y(t) = .. . 

~·г~(~ Y,,~(~~ . . ;f1~(t) 
и удовлетворяет .\lатРИЧНО.\lУ дифференцпальному уравнению 

dY(t) = A(t)Y(t) 
dt 

с таКИ?l1И начальными условиями, что 

(l.б) 
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Введём матрицу (функцию Грина): 

Дифференцируя (1.7) по t, получим: 

dY(t, О) = A(t)Y(t, О) 
dt 

с начальными условиями У(О, О) = 1, когда t = О 

где 

'

1 О О О. 

О 1 О ... О 

1 = ~ _:_ : ___ : _ - единичная i\1атрица. 

LOOO ... 1..J 

Если (1.7) продифференцировать по О, будем Иl\lеть: 

dY(t, О) 
-

аО 
У(е)у- 1 (О)А(О) = - Y(t,O)A(O) 

с начальными условиял1И Y(t, t) = I, когда О = t. 

Определим l\1аТРИЦУ весовых функций 

G(t, О) = {Y(t, О), О < t 
0,0> t 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

То есть матрица весовых функций G(t, О) тождественно совпадает с функ­

цией Y(t, О), когда О <t И равна нулю, при О > t. В.\lесте с Tei\l Y(t, О) 
может и не быть равной нулю, при О > t, являясь непрерывны:н решениеl,l 
дифференциального уравнения. Поэтому Y(t, О) в ряде случаев полезно 

воспринимать как непрерывное аналитическое продолжение решения со­

ответствующего уравнения. 

Формула (1.5), с учётом (l.lO) будет Иl\lеть вид: 

1 

y(t) = G(t, to)Yo + .\' G(t, O)f(O)dO (1.11) 
1, 

Алгоритмы построения матрицы весовых функций G(t, О) получены в 

работе [5]. В этой работе весовые функции i\1аТРИЦЫ G(t, О) находятся Л1ето­

дом инверсно-сопряжённых систем. 
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2. Применение преобразования Лапласа l( линейным системам 
автоматичеСl(ОГО регулирования с переменными параметрами 

Общие поло:ж:ен.ия 

239 

Пусть система автоматического регулирования с переменньши паРaiчет­

рами описывается системой векторно-дифференциальных уравнений (1.1), 
с начальными условиями (1.2). Применим к (1.1) преобразование Лапласа. 
ПОЛУЧИЛ1: 

= . 

рУ(р) = S e-pt А (t)y(t)dt + Р(р) + уо (2.1) 
о 

где 

= = 
у(р) = S e-рtУ(t)dt, Р(р) = S e-ptf(t)dt (2.2) 

о о 

Основная проблема заключается в нахождении изображения по Лап­

ласу про изведения функций A(t) и .Y(t), то есть в вычислении интеграла 

= J e-рtА(t)у(t)dt (2.3) 
о 

ВСПОМНИЛ1 теорему свёртки: Если fl(t) и f2(t) преобразуел1Ы по Лапласу, и 
имеют изображения по Лапласу, соответственно F1(p) и F 2(p), с абсциссал1И 
сходимости C1 И С 2, то их произведение [fl(t)fz(t)] также преобразуелlО по 
Лапласу, и 

c+j= 

L{fl(t) '!2(t)} = f e-P11(t)!z(t)dt = ')1. J.' F 1(z)F2(p - z)dz = 
~7Тj 

о c-j= 

c+j= 

= ~ f F z(z)F1(p - z)dz 
27Тj 

c-j= 

(2.4) 

где в каЖДЮl из написанных интегралов контур интегрирования проходит 

в полосе аналитичности по z, соответствующей подынтегральной функции. 
Ширина этой полосы зависит от паРЮlетра р. Переобразование Лапласа 

(2.4) является функцией анаЛ!IТической в ПООlУПЛОСКОСТII Rep > C1 Cz 
Доказательство этой теоремы lVl0ЖНО найТII наПРlшер в [3]. 

ПРИ1нениiV1 эту теореЛ1У к (1.1). БУДбl предполагать, что коэффициенты 
уравнения (1.1) являются ограниченными функцияЛ1И, то есть 

11 A(t) 11 < а (') ") ~.;) 
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Если это так, то матрица A(t) имеет абсциссу сходимости С 1 = О. По­

рядок роста решений, как было доказано выше, экспоненциальный, то есть 

(2.6) 

Следовательно, вектор Y(t) преобразуем по Лапласу со своей абсциссой схо­
ДИЛI0СТИ. То есть существует число СО на К01l1плексной ПЛОСКОСТ!!, правее 

которого Rep > со изображение от y(t) является функцией аналитической. 
СО наЛ1 неизвестно. 

Учитывая теореЛ1У свёртки, (2.1) мо/кно записать в виде: 

a-i-j= 
1 .. 

ру(р) = - J A(z)y(p - z)dz 'Р(р) - у. 
2;7} 

(2.7) 

a-j= 

где 

= 
A(z) = \. e-ZIА(t)dt 

о 
(2.8) 

в (2.7), как проходит контур интегрирования (а - j =:, (j j =:) 1I1Ы не 
знае1l1, но известно, что он проходит правее мнимой оси. И этот контур дол­

жен лежать достаточно близко к 1I1НИМОЙ ОСИ, при достаточно БОЛЬШОЛ1 р. 

Его точное, детальное положение ЛlОЖНО установить тогда, когда удастся 

найти особые точки функции Y(z). Если даже особые ТОЧКII изображения 

известны, всё равно ничего нельзя сказать о (2.7). ТеореЛ1, которые бы по 
уравнению (2.7) устанавливали общие свойства У(р), не существует. Урав­
нение (2.7) должно использоваться индивидуально, для частных видов 

коэффициентов матрицы A(t). 

УравнеНLlЯ с nолuно.\lllальныJll /{ОЭФФШJLlеНПJa;\Ш 

Пусть в (1.1) Л!атрица A(t) представляется в виде: 

1 
A(t) = - . B(t) 

D(t) 
(2.9) 

где D(t) и B(t) - 1I1атрицы ПОЛИНОЛ1Ов. То есть A(t) состоит из дробно-рацио­
нальных коэффициентов и полагаеЛl, что D(t) - общий зна.ченатель всех 

дробей (элементов) 1I1атрицы A(t). БудеЛl предполагать, что степень ЗНЮlена­
теля выше степени числителя, то есть все эле:l1енты 1I1атрицы A(t) ограни­

чены. Тогда (1.1) Л1Ожно переписать в виде: 

dy(t) -
D(t) -- = B(t)y(t) + D(t)/(t) 

dt 
(2.10) 
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Пусть 
т т 

D(t) = ~ Dktk И B(t) + ~ Bl;tk (2.11) 
k=O k=O 

где 

ПодстаВИ7l1 (2.11) в (2.10), ПОЛУЧIШ: 

~, t"D. dy(t) = ~ t"B .v(t) 
~ J .. d .;;;;; "./ 
k=O t k=O 

т _ 

~ t"Dкf(t) 
k=O 

(2.12) 

Перейдё7l1 от уравнения (2.12) к уравнению в изображениях по Лапласу, 
используя Teope7lIY свёртки (2.4). 

Так как 

. k! t - . 
"-;- k+l' 

Р 

_() . _() d)-;(t) yt.yp;--
dt 

(2.13) 

то (2.12) ПРlшет вид: 

т k' ...... -. В /, • k t=o 2'Л] 

a+j= 
т k' ",_. D 

...:. <)' k 
k=O дч 

J Zk~l[(Р-Z)у(р-z)-уо]dz= 
<1-j= 

a+jr:>O 

r 
1 т k' 

-. ,_'У(р - z)dz + ~ -. '-. D/{ 
z/' -. 1 :::0 2'Л] 

<1-

j
:[= 1 _ 

. Zk+l Р(р - z)dz (2.14) 

<1-j= <1-j= 

Контур интегрирования в (2.14) везде один 11 тот же: он отделяет точку 

начала координат от особых точек функции Y(p-z), как функции z. Это 

ВОЮlОжно, так как особые точки y(z) лежат в конечной части плоскости, а 
реальная часть р 7IlОжет быть взята сколь угодно большой (рис. 1). 

НЮl известно, что у(р) существует в силу ограниченности коэффпциен-

1 
тов систе:\1Ы (1.1), как функция-изображение от Y(t). Причё2\l,У(р),.......,р-+оо 

в правой полуплоскости. Следовательно, Y(p-z) регулярна слева от контура 
и в бесконечности убывает. 

(z) 

!/~-- --
I O.-------~~r 

I (j --::::::;:,......-
~--~~+---~~~~~~ 

\ о o"'~ 

особые ТОЧКИ У (p-z) 

Re [р] - ве.nика. 

\ , 
', .... -..- --

Рис. 1 
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Во всех интегралах в (2.14) подынтегральные функции убывают не 
медленее, чеi\l 1jz2, следовательно, контур интегрирования можно заыкнуть 

дугой в левой полуплоскости бесконечного радиуса. Отсюда, .можно полу­

чить вычеты в нуле. Так как 

а" ' 
s=p-z, -1 = ( 

dzk ,z=O 

1)" а" j = ( _ 1)" ~ 
а "! ар" ' s iz=o 

то (2.14) перепишется в виде 

Учитывая, что 

l)"D" а" F(pl 
ар" 

[ру(р)]' = рУ(р) + .У(р) ] 
[ру(р)]" = ру"(р) + 2У(р) 
-------- ------ -

--- ------------ -

[р.У(р)]<") = ру(")(р) + kyU:-l)(р) 

из (2.15) получаеi\1 векторное уравнение для яр): 

m-l 

[( - l)m p DmI + ( - l)m+lBm]y(m)(p) ~ [( - l)k p D"I + 
"=0 

--L ( _ l)k+l(k --L l)D 1 --L ( _ 1)1:+1B ])-Д)(р) - D)~ --L 
I I k+l j /{ - о о I 

т + ~ -(l)"D/{F(k)(p) 
1:=0 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

Уравнение (2.17) следует из исходного (2.10) более естественньш путёi\1, 
если сразу воспользоваться соотношениеi\1 

Однако, подроБНЫlll раССlllотрение:\l вопроса ПРИlllенения преобразования 

Лапласа к систеi\Ш.\1 вида (1.1) с матрицей вида (2.9) illЫ хотели подчеркнуть 

законность его приленения к раСС.\lатриваеЛlОЛlУ виду систеЛl. Для других 

видов коэффициентов i\ШТРИЦЫ A(t) форлшльное ПРИ.\lенение преобразования 
Лапласа может оказаться незаконньш. Напр}шер, в случае когда коэффи­

циенты il1аТРИЦЫ A(t) не являются ограниченньши фУНКЦИЯ:ЧИ. 
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Исследовать (2.17) сложно, так же как и исходное (2.10). Явных видов 
решения (2.17) получить практически нельзя. Из этого уравнения надо 

искать как ыожно больше общих свойств УСР): 

1. Поиск особых точек вектора УСр). 
2. Поиск аналитической структуры УСР) в окрестности особых точек. 
З. Анализ бесконечности, как ВО3i\южной особенности у(р) и выявле-

ние аналитической структуры у(р) в окрестности бесконечно-удалённой 

точки. 

Особые точки (2.17) искать сравнительно нетрудно, если опираться на 
факты аналитической теории дифференциальных уравнений. А ИЛlенно: если 

линейное дифференциальное уравнение разрешено относительно старшей 

производной, то в точках регулярности коэффициентов решение ГОЛОllЮРфНО. 

Возможныыи особеННОСТЯJ\lИ решения ыогут быть только особенности коэф­

фициентов [4]. То есть особые точки коэффициентов, относительно старшей 
производной, есть особые точки решения. 

у Л1Ножиы (2.17) слева на матрицу, обратную матрице, стоящей при стар­
шей производной у<m\р). ПОЛУЧШ1: 

m-l 
усm)(р) = - [( -l)mрDmI + (_l)m+lBm]-l . .:Е [( l)kp Dk I 

k=O 

т _ 

( - l)m+l Bm]-l {DoYo + 2' ( - l)kDkF(k)(p)} (2.18) 
k=O 

В (2.18) все коэффициенты, дробно-рациональные ыатрицы с полюсами, 
Qпределяемьши корнял1И Соlедующего уравнения: 

(2.19) 

ВОЮI0ЖНЫ1\1И особенностями УСР) в конечной части плоскости ЛЮГУТ быть 

только корни характеристического уравнения (2.19). Вероятно, что эти осо­
бенности ЛlОгут быть И устраНИЛ1Ыl\Ш. Это iVюжет быть выявлено только после 

построения аналитической структуры Яр). 

Для получения более наглядных результатов, расс.\ЮТРИМ более узкий 

класс систеl\l с дробно-линейньши коэффициентюш. 

Уравнения с дробно-линеЙНЫШl /{оэффициентnалш 

Пусть элеillент l\1аТРИЦЫ A(t) Юlеет следующий вид: 

() _ ва+Ьдt 
aij t -

dOi d1it 
(2.20) 
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то есть в (2.11) 

r
d01 + dllt О •.••.••• " о ] 

о аО2 d12 t .......•.. о 

D(t) = ? ? . . . : 
. . . . . . .. 

L О О аоп + d1nt 
или 

B(t) = Во B 1t} 
D(t) = Do + D1t 

Учитывая (2.22), (1.1) ыожно переписать в виде: 

dy(t) -
D(t)· ----;z;- = B(t)y(t) + D(t)f(t) 

в (2.23) переi1дёы в область изо6ражениi1 по Лапласу, ПО.IУЧИIl1: 

где 

[В - DJ ау(р) 
1 р 1 ар 

D аР(р) 
1 ар 

в ау(р) 
1 ар 

г bl1 - ран b12 • •••••.••• 

bin -] bZ1 Ь§2 ра12 b~n 

b~2 ...... . b~n ~ pd1n 

При всех р, когда ;\1атрица [В 2 - pD 1] неосо6ая, запишем 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Уравнение (2.27) уравнение с дробно-рациональными коэффициентами. 
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Обозначии в (2.27) 

тогда (2.27) можно переписать в виде: 

(2.28) 

РаССilЮТРИЛl однородное уравнение, соответствующее уравнению (2.28) 

ау(р) = Н(р)У(р) 
ар 

(2.29) 

Пусть У(р) некоторая фУНДai\lентальная illатрица решений (2.29). Тогда 
эта фунда:l1ентальная illатрица удовлетворяет il1аТРИЧН0iI1У уравнению: 

ау(р) = Н(р) У(р) 
ар 

и общее решение (2.28) ][\lеет вид 

Р 

У(р) = У(р)С \. Y(p)Y-l(z)[В 1 - zD 1]-lR(z)dz 
Р, 

(2.30) 

(2.3] ) 

При выбраlШQill Ро вектор-константа G выбирается так, чтобы (2.13) опре­
деляло У(р) как J!зобрa:rкение Y(t), и 

ОбознаЧJl:'ll 

тогда 

liш ру(р) =у = v(t) , 
./ 0./ О -' ,t""""70 

!р-= 

[В _ D ]-1 = lkI(p) 
1 Р 1 !I(p) 

(2.32) 

(2.33) 

где j'lI(p) = {mi/p)}, а 111 i/p) = .Jij(p) а.lгебраllческие ДОПО.ll!еНIIЯ 1] 

эле.'\lента опреде~lите~lЯ (2.32) 
Так~ш обраЗOill, Н(р) Юlеет пююсы i. 1, •• ,i.", которые опреде.1ЯЮТСЯ IIЗ XD.­

рактеРИСТJlческого уравнения 

.J(i.) = о (2.34) 
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Пусть эти полюсы )'1' }'2' ... , /.п, - простые. Следовательно, в окрест­

ности полюса можно использовать разлmкение в ряд Лорана. 

I "Н(")( -)ic '''';;;;' !с 1. p-I. (2.35) 
k=O 

где 

Н ( О) li ( -)Н() lvIЩ [OD -1 1. = Ш Р - 1. Р = -<-,-_- 1. О 
p_i< L1 (!.) 

О 1 а"-';-1 О 
H,,(/.) = (k + 1)! арН1 [(р - 1.)H(p)] 

(2.36) 

k 0,1,2, ... 

Структура :llаТРJIЧНЫХ кОЭффициентов уравнения (2.30) определена. 

Теперь задача: с ПО.'llОщыо ряда (2.35) НilЙТП разложение какой-либо фунда­
.'IlентальноЙ .v1аТРИЦЫ У(р) в окрестности той же саыой особой точки р = ) .. 
Это фунда?lIентальная задача аналитической теории дифференциальных 

уравнений. 

РаСС7110ТРЮl частные случаи систе.\1 с дробно-линейны:\ш коэффициен­

та?lШ, когда задача анализа систе.'llЫ с ПО.\lОщыо преобразования Лапласа 

разрешима. 

ПРИiVIЕР 1 

РаСС.\lОТРЮl линейную систе:\IУ регулирования второго порядка, которая 

описывается следующей СIIсте:\IОЙ дифференциальных уравнений: 

(2.37) 

и пусть начальные условия нулевые, то есть 

(2.38) 

в (2.37) аllO а 21, а 22 , b~2' biz' ао1' ан - постоянные величины. Систеiне 
(2.37) соответствует следующая структурная схе?l1а (рис. 2). 

K(t) = И2 + bi2t , 
аО1 + dHt 

(2.39) 
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'--------{ а21 ;--------' 

Рис. 2 

Буде:Vl полагать, что 

et - - ~ ~ и 01' 11 > D [ b~.) bi"] О d d О 
аО1 dl1 

(2.40) 

у слов!!я (2.40) означают, что переменный коЭффициент К(х) не постоянное 
число и что он не 1!:\leeT особенностей на интерва.lе вре.'l\ени работы систе.\\ы. 

l-( систе;\lе (2.37) ПРIНlеним преобразование Лапласа, получи;\! систе~lУ 
уравнений в изображеНJIЯХ: 

в (2.41) 

Из систеi\1Ы (2.41) выражая У1(Р) ПОЛУЧI1i\l следующее дифференциальное 

уравнение первого порядка в КО;\Шсlексной ПЛОСКОСТII относительно Yl(P) 

где 

H(P)Yl(P) = R(p) 

Н(р) = L(p) ; 
D(p) 

R(p) = _ F1(p) , 
D(p) 

(2.42) 

(2.43) 

ЦР) = dUlp3- [dOl(al1 + 2a 2z) + d l1]p2 + {а 22[dOl(2a l1 + а 22) 2dl1]-

b~2a21} р + a2Z[a21(b~2 bi2) - a22(dOla11 + dH)] (2.44) 

F1(p) = (р - azz) [b~2F(P) bi2 d:;) J - biza22 F(p) (2.45) 

D(p) = dllp3 - ан(а 11 + 2a 2z)p2 [d11a2Z(2a 11 + а 22) - bi2a21]P а 22 



248 В. МАЛАШЕНКО 

или 

где 

(2.46-А) 

Предполагаем, что L(p) и D(p) не И],lеют одинаковых корней. Тогда решение 
(2.42) Iшеет следующий вид: 

Р о 
J H(O)dO Р - f H(fi)dfi 

Yl(P) = е'о [С + .\ R(fJ)e РО ае] (2.47) 
р., 

Контура интеГрl!рования в (2.47) расположены в области анаоlИТИЧ­
ности функции Yl(P). Постоянная интегрирования С в (2.47) определяется 
выБОРО:11 нижнего предела интегрирования, то есть точки Ро' Пусть точка Ро 

раСПО~lожена в бесконечности, разумеется в ПО.1уп.lОСКОСТИ аналитичности 

Yl(P). Тогда 

так как было показано выше 

Таюш обраЗО:\l 
О 

{H(O)dO Р - J Н({})d{} 
Yl(P) = еРО • J R(fJ)e РО ае (2.48) 

р, 

Ро = = 
Н(р) 

L(p) 
---х 

тр) р 

---'-=-- + ---'~-
)'3 

(2.49) 
р р 

где 

fI = Нт (р - )'!i)H(p) 
p-.i·k 

k = 1,:2,3 

CleJ,oBaTe~lbHo, 

(2.50) 
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Подставляя (2.50) в (2.48), получим: 

где 

р 

Yl(P) = _1_ f R(O)rp(O)dO 
g:(p) 

249 

(2.51 ) 

Нетрудно видеть, что ВСП07l1Огательная функция удовлетворяет следующему 

дифференциально~у уравнению: 

аср(р) = _ Н(р )g:(p) 
ар 

(2.53) 

ПOlzаже:ll, что Yl(P) определяе;\10е выражение:ч(2.51) удовлетворяет пре­
деЛЬНО.I1У соотношению преобразования Лапласа. А Iшенно: 

lim PYl(P) + Yl(O) = О 
р-= 

Дей~твитеоlЬНО, для БОоlЬШИХ по модулю Р для фУНКЦIlИ g:(p) справедливо 

аСШШТОТ!Iческое представление 

и пусть 

Тогда с ПО.IlОШЫО ШIтегрир()вашrя по чаСТЮl нетрудно получить аСШШТОТII­

ческую оценку поведения интеграла в (2.51) при БО.1ЬШИХ р. 

,р', ~= 

ТаКIШ обраЗЮl: 

р 

:~~ cpfp) J R(O)qc(O)dO ~ Р -k+l [1 О (~ ) J ' 

Следовательно, (2.51) представляет COOOII If30брa:rкеrше координаты Yl(t), 
если функция R(p) И;\lеет следующее асшштотическое представление: 

R(p) ~ p-k 0(1), k >1, !р! 

3 
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Из (2.43) нетрудно видеть, что при любой возмущающей силе это условие 
выполняется. Таким образом, выходная координата системы (2.37) опреде­
ляется следующим интеграЛОЛl обращения: 

c+j= c+j- Р 

Yl(t) = -. е Yl(p)dp = -. е -- що)ср(о)аеар 1 J рl 1 J.' рl 1 J 
2п] 2п] ср(р) 

(2.54) 

c~- c~= 

(2.54) определяется особенностями подынтегральных функций и в первую 
очередь особенностял1И функции ср(р). Так как вычеты f1k (k = 1,2,3) функции 
Н(р), определяющиеся ФОРillУЛОЙ (2.49), в общеЛl случае не целые числа, то 
уместно подчеркнуть, что функция ср(р), учитывая её вид (2.52), lшеет точки 
р = i.k(k = 1, 2, 3) в качестве точек разветвления. Подробный анализ про­

цессов, описывающихся интегралами обращения, типа интеграла (2.54), 
с особенностя"ш подинтегральной функции типа точек разветвления, прове­

дён в работе [6]. Основную роль в исследовании устойчивости процессов 
описывающихся интегралюш типа (2.54), играет доказанная в этой работе 
теореыа J. разложения, в идее доказательства которой используется аСИ7l1П­

тотическое представление подинтегра.1ЬНОЙ функции в окрестности сособой 

точки. 

Исходя из результатов, полученных в этой работе, 1I1OЖНО сделать вы­

вод: чтобы систе"la (2.37) была устойчивой, необходилlО и достаточно, чтобы 
Re i'k < О, где J.k(k = 1, 2, 3) определяются из (2.46). 

Для построения У l(t) для любого воздействияf(t) "lОжно воспользоваться 
частотньши ?llетодюш, разработаННЫ7l1И в [7]. 

ПРИМЕР 2 

РаСС"lОТРИ:\l второй вариант систе7llЫ второго порядка. Пусть она опи­

сывается следующей систе:\10Й дифференциальных уравнений: 

о t < = 

с нулевыми начаЛЬНЫ;\lИ УСЛОВIIЯЛШ: 

(2.56) 
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Системе (2.55) соответствует следующая структурная схема (рис. 3): Пере­
ЬО ..L Ь1 t 

менный коэффициент K(t) = 21 I 21 И попрежнему удовлетворяет уело-
аО2 + d12t 

ВИЯi\l аналогичньш (2.40). А именно: 

(2.57) 

i(t) 

'--------{ К(!) r+------' 

Рис. 3 

Прrшеняя к (2.55) преобразование Лапласа J! поступая аналогично, 

как и в предыдущеЛl ПРИ:\lере, ПОЛУЧЮl вырю·кение для У1(р): 

в (2.58) 

где 

3* 

р 

у 1(Р) = _1 - J R(8)rp(8)d8 
ср(р) 

R(p) = _ F 1(p) 
D(p) 

F(p) = J e-P!j(t)dt 
о 

1Уl! = lim (р - ;'i)H(p) 
p_i. j 

Н(р) = L(p) 
D(p) 

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

(i = 1,2,) 

(2.61) 

(2.62) 



252 В. МАЛАШЕНКО 

D(p) = а1'2.р2 - (ан + a z2)d12P + а12а llа2.2 - b~lal2. = а12(р - }·l)(Р - }·2) 

(2.63) 

}'1,2 = (_а-=l1"---2_а-С]=-2 J : V l ан ; а22 ) 2. (2.64) 

ТаКШ\1 обраЗОll1 
c+j= р 

Yl(t) = 1. f e
pt _1_ J R(G)ч(О)dОdр 

2nJ ч;(р) 
(2.65) 

c-j= 

Опираясь на теореЛlУ }.-разложен!!я работы [6], .\lO;,кно сказать, что для устой­
чивости систеll1Ы (2.55) необхоД!шо и достаточно, чтобы Re }./i < О (k = 1, 2), 
где }.,,(k = 1, 2) определяется из (2.64). 

ЗАМЕЧАНИЕ: Систеl\lа второго порядка, структурная схе;\1а которой 

представлена на рис. 4, предстаВ.lяется ЭКВlшасlентноi1 структурной схеl\lOЙ 
на рис. 5. Очевидно, исследование систе.\lЫ, представ.lенноЙ на рис. 4, прин­
ципиально НlIчеill не отличается от исс.lедования проведён!!Ого в предыдуще.\1 

ПРШlере. 

Ю) 

Puc. -! 

"--------{ K(t) jco------' 

Рис. 5 

3. 1{ вопросу о параметрической передаточной ФУНКЦИИ линейных 
систем автоматического регулирования с переменными параметрами 

Определение и общие свойства nараj\lе1l1ричеCl~ОЙ передаточной фУНКЦllLl 

Иi\lееill.\lатрицу весовых функций G(t ,)0, определяе.\lУЮ фОР.\lУЛОЙ (1.10). 
Нетрудно видеть, что G(t, О) удовлетворяет С.lеДУЮЩIEll .\taтрично-дифферен­
циальньш уравнеНИЯiYl, из уравнений (1.8) и (1.9): 

dG~; О) = A(t) G(t), О) (3.1) 
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и 

dG(t, е) = _ G(t, е)А(8) (3.2) 
de 

где С({},{}) = 1 (1 - единичная ыатрица). 

Матрице весовых функций G(t, е) ставится в соответствие матрица 

W(s, t) 
G(t, е) = G(t, t - -т) -- W(s, t) 

е =t - -r 

которая носит название паРЮlетрической передаточной функции и опреде­

ляется следующиы выражениеЛl [8]. 

= t 
Jf/(s, () = \' e-SТG(t, t -r)d-r = e-st J esoG(t, e)de (3.3) 

а) Это преобразование выполняется на полубесконеЧНЮl интервале 

второго аРГУЛlента. Естественно, что должна быть определена :\штрица A(t) 
на ЭТЮl полуинтервале: А(е), еЕ(- ос, (). 

б) Решения СlIсте:\1Ы (1.1) растут не быстрее экспоненты, при ограни­
ченных коэффициtнтах A(t), то есть i; A(t) 11 а. Следовательно, при этом 

предположении преобразование законно. Можно показать, что при таКОl\l 

УСЛОВИИ ЛОЖНО указать (, что 

G(t, е)· < еС! 

где С постоянная :\1атрица. 

т ео ре;на 1. 

W"(s, () В полуплоскосТII Re s < С анаЛИТlIческая функция, ограниченная 
по t раВНЮlерно для всех s нз этой ПОЛУПЛОСКОСТII, И обладает следующим 
асюштотического поведеНIIЯ: 

W"(s, t) ~ ~ 1, при i s: -+ ос, Re s > С 
s 

Доказательство,' 

Интегрируя (3.3) по чаСТЩl, и учитывая (3.2), ПОЛУЧЮ1: 

W"(s, t) = f e-SТG(t, t - -r)d-r = 

о 

1 -sт != r 
- е G(t, t - -т) 1 1 

S О 

+ : f e-S"G(t, t - ~)А(t - -r)d-r 

(3.4) 
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если R е 8 > С, то 

Таким образом, 

= 

W(8, t) = ~ 1 + ~ f е -SТG(t, t - ~)А(t - -c)d-c 
8 8 

О 

Учтём следующий факт, вытекающий из ле.М .. МЫ Беллмана: у нас 

11 A(il) 11 ::;: а из (3.2) легко получить, что 11 G(t, t - -с) 11 < nеа\ где n - раз­
мерность матрицы G(t, t - -с). 

Таким образом имеем: 

= = 

11 f e-SТG(t, t - ~)А(t - -c)d-c 11::;: па f e-RеSТ+QТd-с = Re :а_ а < с': а 
о о 

Это и доказывает утверждение о характере поведения W(s, t), при 181 ....... 00 

а одновременно и равномерную ограниченность по t. 

Аналитичность функции W(8, t) устанавливается непосредственным 

дифференцированием. . 
Замечание: Можно усилить асимптотическое представление, прибег­

нув ещё к одному интегрированию по частям: 

W(8, t) = ~1 - ~е-SТG(t, t - ~)А(t - -с) 1= + 
8 82 О 

= 

+ ~ f е -ST ~ [G(t, t - ~)А(t - -с ]d-c = 
82 d-c 

о 

= 

= -1 + -A(t) + - е SТ_ [G(t, t - ~)А(t - -c)]d-c. 1 1 1f- d 
8 82 82 d-c 

о 

Теорема 2. 

Конечные особые точки W(8, t) от времени не зависят. 

Доказательство: 

По определению параметрической передаточной функции (3.3), имеем: 

t 
W( 8, t) = е -s/ S eSOG( t, ()d() (3.5) 
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Так как G(t, О) = Y(t) у-1(8), где Y(t) - любая фундаментальная матрица 
решений уравнения (1.1), то (3.5) можно переписать в виде 

(3.6) 

в последнем интеграле еsб можно разложить в равномерно сходящийся ряд 
Тейлора, то есть 

Тогда, подставив это разложение в последний интеграл, получим: 

где 

t 

J i~ 8k/y-1(8)d8 = i bk(t, to)Sk 
k=O k. k=O 

t, 

t 

bk(t, to) = ~ J е!'у-1(8)а8 
k! 

t, 

(3.7) 

(3.8) 

При всяком конечном s слагаемое (3.7) представляется степенным рядом, 
следовательно эта функция регулярная, более того - целая. 

Интегралы обращения 

Из (3.3), применяя обратное преобразование Лапласа, получим: 

c+j= 

G(t, 8) = G(t, t -- -о) = ~ f eSТW(s, t)ds 
2n] 

c-j= 

(3.9) 

Заметим, что при -о < О, G(t, t - -о) = О, в силу оценки по теореме 1, что 

W(s, е) rv ~ 1 + О ( ~2 ) при I s I -+ =, Re s > с 

Выражение для реакции системы (1.1), выражается формулой Коши-Лаг­
ранжа 

t 
Y(t) = G(t, to)Y + S G(t, 8)Л8)а8 (3.10) 

t, 
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Подставиы в (3.10) выражение (3,9) и ПО;\lеняеы порядки интегрирования, 
тогда: 

где 

/ / c+j= 

J
' G(t, е)Ле)ае = J ~- J es(t-О)W'(s, t)dsj(e)de = 

. 2щ 
/0 10 c-j= 

c+j= / 

= ~ J es(t-Iо)W(s, t) J~ e-s(О-lо)j(е)dеds = 
2;r] 

c-j= 1, 

c+j= 

= _1_._ J es(t-Iо)W'(s, t)FW(s, to)ds 
2щ 

c-j= 

1 

F(s, (о) = ,\ е -s(t-io)j(t)dt 
/0 

Окончательно (3.10) запишется в виде: 

c+j= c+j= 

(3.11) 

(3.12) 

Y(t) = ')1. J' es(t-io) W(s, t»)"ods 
_п] ~ 

~ J es(t-Iо)W'(s, t)F(s, to)ds (3.13) 
2щ 

c-j= c-j= 

Для того, чтобы фОРi\lУ_lа (3.13) Шlела практическую пользу, НЮl надо 
Yi\leTb ВЫЧИС1ЯТЬ W'(s, () непосредственно по A(t). 

ПОЛУЧШl уравнение для П7(s, () ПродиффереНЦllруеi\l (3,3) по t, по­

луч!ш: 

1 t 

dW(s, () = ~ [е -sl j' e'"G(t, е)ае] = _ s П;;-(s, с) + е -sl ~ J~ esoG(t, е)ао] = 
dt dt dt 

или 

Окончательно 

1 

- S fТ/(s, () -'- e-sl j' eSUA(t)G(t, 8)а8 + G(t, t) 

dW(s,t) 

dt 
s W(s, t) A(t) W(s, t) -;- 1 

dW-(s, t) = [A(t) _ sI]W-(s, с) + 1 
ас 

(3.14) 

Теперь задача: используя уравнение (3.14), попытаться установить 

свойства W(s, t), как функции s, В первую очередь, и как функции t-BO вторую. 

Задача буквального вычисления W(s, t) просто беСС7llЫсленна. 
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ДЛЯ W(8, t) iVl0ЖНО указать ещё одно уравнение 

ВСПОЛIним уравнение (3.2), то есть 

так как G(t, 8) .' W-(8, t) 
то 

dG(t, 8) = _ G(t, 8)А(8) 
dO 

t 
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интегральное. 

(3.15) 

- 8e-sf S G(t,8)esQd8 

Следовательно 

-= , 

1 при Re 8 > С 

dG(t, 8) --'- 1 _ W-( ) --'---'- _ 8 8, t 
а8 . (3.16) 

Пр!шеняя к обеИ:il чаСТЯ-\l уравнения (3.15) преобразоваНJlе Лапласа, полу­
ЧЮl 

8 W(8, t) 

где 

c-';-j= 
l' 

1 = -. -. J W(z, t) А (8 - z, t)dz 
2щ 

c-j= 

= 

А(8, t) = \ e-S"А(t - т)ат 
о 

(3.17) 

в (3.17) контур интегрирования разделяет особенности ФУНКЦИИ W(z, () 
I! А(8 - z, t) на плоскости z. ВыБОРО.\l 8 такой раздел всегда "lOжно осущест­

вить. 

ПРИМЕР 3 

Если A(t) дробно-раЦl!ональная :ilaтрица, то :ilOЖНО указать более 

простое уравнение, определяющее парЮlетрпческую передаточную функцию. 

Пусть 

1 
A(t) =-B(t) 

D(t) 
(3.18) 

причёЛI, пусть степень знаменателя, ПОЛИНО"lа D(t), больше степени полино~ш 
B(t). Тогда коэффициенты матрицы A(t) ограниченны и все наш!! результаты 
пр!шеНЮIЫ к данно",у классу систе",. 

И:ilее!ll: 

dG(t,8) = _ G(t, 8)А(8) 
а8 
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или 

dG(t, t - .) С( )А( ) ---'--'---'--- = t, t -. t - • 
а. 

(3 19), учитывая (3.18), можно переписать в виде 

D(t - Т) dG(t, t - .) = G(t, t - .) B(t - .) 
а. 

(3.19) 

(3.20) 

Пусть степень полинома D(t - .) - р, а степень полинома B(t - .) - q. 
По условию р > q. Разложим D(t - 'r) и B(t - .) в ряды Тейлора по сте-
пеням •. 

(3.21) 

(3.22) 

Подставив (3.21) и (3.22) в (3.20), получим: 

{,ак() k dG(t,t -.) {.С( )Ь () k ....:;. t • =....:;. t, t -. k t • 
"=О а. "=О 

(3.23) 

Переходя в (3.23) к изображениям, ПОЛУЧИl\l: 

Р k '1 а" q k '1 а" ~(- 1) -;- - [sW(s, t) - I]dk(t) = ~ (- 1) .. - [W(s, t]bk(t) (3.24) 
/(=0 ds/( /(=0 ds" 

Особые точки 1I10ГУТ быть точно указаны для (3.24). 

ПРИМЕР 4 

Если A(t) выражается линейной комбинацией экспоненциальных 1I1ат­
риц, то есть 

то тогда 

= 
Ai(s, t) = S e-sr_.Цt - .)а. (i = 1, 2, .. , т) 

о 

или 

= = 

Ai(s, t) = f e-s'сii"Р-') а"С = Ci/",t f e-(S+l,)r а. = CieJ.;t _1_ = Ai(t) 1. 
s + ?'i S + Лi 

О О 

при условии: Re(s + Ч > о 
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1 
То есть Ai(s, t) = Ai(t) --, и }'i - простые полюса для Ai(s, t). Тогда в 

s +}'i 
уравнении (3.17), в правой части, можно вычислить по теореме вычетов. 

c+j= 

~ f W(z, t)Ai(s - z, t)dz = 
2'Л] 

c-j= 

c+j<X> 

= - _1_ f W(z, t) Ai(t) dz = - W'(s - }'i)Ai(t) 
2'Лj. z - (s - }'i 

C-J= 

и таким образом (3.17) в нашем случае примет следующий вид: 

= 

s W(s, t) - 1 = - ~ Ai(t) W(s - }'i, t) 
i=O 

Приложение 

Лелt.ма 1. (Обобщение основной леl\1i\tы Беллмана). 

(3.25) 

Пусть w(t) > О u монотонно не убывает, u пусть u(t) > О u v(t) > О, 
и имеет место неравенство 

1 

u(t) < w(t) + S u(8)v(8)d8, 
10 

тогда 
1 

u(t) :::;;: w(t) ехр S v(8)d8, 
10 

Доказательство: 

или 

Из (1) получаем 

___ u-,-;(:.!...)v-,-·(t.!...) __ :::;;: v(t) 

w(t) + S u(8)v(8)d8 
10 

_w---,-' (е..:..) ...:;_u_(:...,:.t)_v(:...,:.t}_ :::;;: v( t) + ___ W""'-I '...:..( t)'--__ :::;;: v(t) + w' (t) 

w(t) + S u(8)v(8)d8 w(t) + S u(8)v(8)d8 w(t) 
10 10 

то есть, имеем 

_W_(;...:..t)_+"'-I _u(.:....:ct)_v(;...:..t)_ :::;;: v(t) + _w_' (t_) 

w(t) + S u(8)v(8)d8 1V(t) 
10 

(1) 

(П) 
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Проинтегрировав обе части этого неравенства от to до t, МЫ ПОЛУЧИМ 
неравенство 

t t 

ln [1O(t) + \ u(e)v(e)de] 
t; 

ln 1O(tO) < ln 1O(t) - ln U'(to) + S v(e)de 
t, 

ИЛИ 

t t 

u(t) < lV(t) + S u(e)v(e)de < q(t) ехр S v(e)de 
t o to 

Ч. т. Д. 

Резюме 

В данной работе получены аналитические результаты, позволяющие указать класс 
сиете:'.! аВТО,'\атического регулирования с перемеННЫl\!И параметрами, для которых преоб­
разование Лапласа л!Ожет оказаться эффеКТИВНЬL1! средством анализа. А И1l!енно: для 
линейных систеы аВТО:l!атического регулирования с ограниченной переменной матрицей 
КОЭффициентов дифференциального уравнения, описывающего эти системы. Указан об­
щий подход ПРlшенения преобразования Лапласа для систем с полиномиальны.\ш и 
ДРОбно-линеЙны:'.ш коэфф!!циента:'.ш. 

В работе приводятся уравнения для нахождения параметрической передаточной 
функции для указанного класса систем. Получены теоремы о поведении пара,,!етрической 
передаточной ФУНКЦИИ, как функции от комплексной переменной. 
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