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§1. Sowohl das Reduktionsprobiem wie auch das Konstruktionsproblem
von nichtvollstindigen (partiellen) Automaten waren bisher nur teilweise
geldst. Bel der Losung des ersten war ein Schritt »Trial and error« auch in den
Reduktionsalgorithmen erforderlich (s. z. B. [1-—6]), fir das zweite Problem
hat Verfasser selbst einen Algorithmus, jedoch nur fiir Moore-Automaten [7]
angegeben. Im folgenden wird die vollstindige Losung beider Probleme ge-
geben, u. zw. fiir Mealy-Automaten. (Es sei bemerkt, dafl die Methoden auch
fiir Moore-Automaten leicht angewandt werden kénnen. das soll aber erst in
einem Buch [8] das im nédchsten Jahre erscheinen wird, angegeben werden.)

Es werden die Bezeichnungen und Definitionen von GINsBURG [2] be-
niitzt, ferner wird beim Konstruktionsproblem vorausgesetzt, dafl der be-
trachtete Autemat keinen Zustand enthilt, fiir den kein Output definiert ist,
und dall die Zustandsdnderungs- (Durchgangs-)funktion () fiir solche Zu-
stand-Inputzeichenpaare nicht definiert ist, fiir die der Output undefiniert
bleibt (GiNsBURG zeigte ndmlich [2]. dafl ein solches Verstiimmeln der wrspriing-
lichen Durchgangsfunktion die Abbildungsfihigkeit des betrachteten Auto-
maten nicht beeinfluBit: die Outputfunktion wird im weiteren durch 2 bezeich-
net.) Ebenso setzen wir im Falle des Konstruktionsproblems voraus, dafi die
zu realisierende Automatenabbildung ¢ auf eine solche Teilmenge F der freien
Halbgruppe F iiber das Inputalphabet X definiert ist, die mit jedem Wort
= W, W,c F auch das Anfangswort W, enthidlt. (Ist ndmlich ¢ die Auto-
matenabbildung. die fiir W, 7, definiert ist, so ist dadurch auch ¢ (%)) auteo-
matisch angegeben.)

Es wird endlich vorausgesetzt, dal sowohl das Inputalphabet X =
= {xl, Koo 0 v uy 4\71\'} wie auch das Qutputalphabet Y = {v,, v, ...,y } end-
lich sind; die Zustandsmenge kann auch unendlich sein. (Diese Beschrinkungen
sind fiir die Methoden nicht wesentlich, nur gewisse Teilalgorithmen werden
damit endlich bleiben, die aber auch weggelassen werden kénnen.)

§2. Die Schwierigkeit des Reduktionsproblems hesteht darin, daf} statt
der Aquivalenzrelation, die symmetrisch und transitiv ist, die sog. Superdqui-
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valenz-Relation beniitzt werden muf, die transitiv, jedoch nicht symmetrisch
ist. Genauer gesagt, nennen wir den Zustand a € U des partiellen Mealy-Auto-
maten A(A, X, Y, 0q, 4o) Superdquivalent (bzw. Superdquivalent k-ter Ord-
nung) des Zustands b ¢ B des Automaten B(®%. X, Y, §,, /,). wenn fiir jedes
Wort W ¢ F(X) (bzw. fiir jedes Wort, das nicht lidnger als k ist, d. h. hochstens
k Buchstaben des Inputalphabets enthilt), fiir welches 7,(b, T¥) definiert ist,
auch 7 {a, W) definiert ist und

Ja(a, W) = 24(b, W) € F(Y)

gilt; diese Tatsache soll durch a > b (bzw. durch a ¥ b) bezeichnet werden.
Dementsprechend wird der Automat 4 ein Superiquivalent (bzw. Superdqui-
valent k-ter Ordnung) von B(4 > B, bzw. 4 ¥ B) genannt, wenn sich zu
jedem Zustand von B ein Superdiquivalent (bzw. Superiquivalent k-ter Ozd-
nung) von A angeben ldBt.

Bei der Losung des Reduktionsproblems, d.h. bei der Konstruktion
eines Superdquivalent-Automaten mit minimaler Zustandsmenge, spielt eine
andere Relation, die sog. Kompatibilitdt (bzw. Kompatibilitdt k-ter Ordnung)
eine grofle Rolle, die symmetrisch, jedoch nicht transitiv ist. Es werden ndm-
lich die Zustidnde a € % bzw. b ¢ B kompatibel (bzw. kompatibel k-ter Ord-
nung: @ ~ b bzw. a7 b) genannt, falls fiir jedes Wort W ¢ F(X) (bzw. fiir
jedes Wort, das nicht ldnger als k ist), fiir das sowohl A,(a, W) wie auch 1,(b, )
definiert sind, Zs(a, W) = (b, W) gilt.

Ein Automat A(U, X, Y, 64, 25) wird hinsichtlich der Kompatibilitdt
(bzw. der Kompatibilitit k-ter Ordnung) reduziert genannt, falls er keine
kompatible (bzw. kompatible k-ter Ordnung) Zustandspaare besitzt.

Wir geben zuerst einige Lemmen an, die »duale« Varianten fiir die
Kompatibilitit von Lemmen iiber Superdquivalenz im Buche von Ginsburg,
und so einfach zu beweisen sind, da8 der Beweis weggelassen wird.

Lemma 2.1. Ist a ~ b, und existieren fiir ein gewisses W € F(X) sowohl
ra{a, W) und bo(a, W) als auch 25(b, W) und 63(b, W), so steht do(a, W) ~
~ 0p(b, W) fest.

Lemma 2.2. Ist a7 b, und existieren fiir ein W¢ F(X), das eine Linge
i <k besitst, sowohl Jo(a, W) und 6,(a, W) als auch 2,(b, W) und 95(b, W), so
steht dq(a, W) o 65(b, W) fest.

Lemma 2.3. Ist a 7 b, und gilt fiir jeden Inputbuchstaben x; € X, fiir
den sowohl d.(a, x;), als auch 6y(b, x;) existieren, die Relation 0.(a, x;) % 6s(b, x;),
so steht auch a [, b fest.

Diese Lemmen sind deshalb wichtig, da fiir Automaten mit endlichen
Zustandsmengen in endlichen Schritten die Kompatibilitdt-Reduziertheit fest-
gelegt werden kann. Es gilt nimlich der

Satz 2.1. Sind 4 und B endliche partielle Automaten, u. zw. sind $(U) =
= ¢ bzw. #(B) = f und a € A bzw. b€ B, so
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a®) ist a ~ b eine Folge von a ;4 b;

b®) in a°) darf im allgemeinen of nicht durch eine kleinere Ordnungszahl
ersetst werden.

Ebenso gilt der

Satz 2.2. Es seien wieder #(A) = « und a, € A, a, € . Dann

a%) ist a; ~ a, eine Folge von a, ,.i;7) @

b®) in a%) darf im allgemeinen x(x — 1)/2 nicht durch eine kleinere Ord-
nungszahl ersetzt werden.

Fiir das weitere ist sehr wichtig:

Lemma 2.4. Ist A << B (bzw. 4 3 B), und besitzen a; € M und ¢; € A ein
gemeinsames Superiquivalent (bzw. Superdquivalent k-ter Ordnung) in ‘b. so gilt

a[ ~ aj (bZ\V. al‘ r]\: aj)"

Dieses Lemma hat n#mlich die wichtige Folge:

Satz 2.3. Ist der partielle Automat A hinsichilich der Kompatibilitit (bzw.
der Kompatibilitit k-ter Ordnung) redusiert, so gibt es zu A keinen Superauto-
maten B (bzw. Superautomaten k-ter Ordnung) mit weniger Zustinden als §(3),
genauer; ist A < B, so gibt es eine homomorphe Abbildung von B auf A, jedoch
gibt es (auch im Falle 475 B) keine isomorphe Abbildung von einer echten
Tetlmenge von A auf 8.

Beweis: Da 1 7 B (bzw. A4 7 B). so gibt es zu jedem a € A ein b ¢ B

T o~

mit ¢ << b (bzw. a % b); laut unserer Lemmen 2.1—4. definiert diese Relation

eine homomorphe -‘ bbildung von B auf . Wire nun eine echie Teilmenge
von U mit Hilfe von < (bzw. =) auf B 1~omorph abbildbar, so gibe es min-

destens ein Zustandspaar a; £ 9, q

;F= 05 € £ U mit gemem:anwl \upc aqm-

valenten (Superiquivalenten h-ter Ordnung) b € 3. Nach dem Satz 2.3 wire
aber dann a; ~ «: (bzw. a; 7 @), in Gegensatz zu unserer Voraussetzung tiber
die Reduziertheit, w. z. B.w.
Dieser Satz zeigt nun, dafll das gesuchte minimale Saperdquivalent so
zu kKonstruieren ist. dafl es kompatibel-reduziert sei. Ist jedoch 4 < B, und B
1‘011; tibel-reduziert, so zeigt Satz 2.3, nur die Tatsache, dafi man zu B —
aber nicht notwendigerweise auch zu 4 — kein Superfiquivalent mit weniger
Zusidnden als §(B) konstuleren kann. Eben darin besteht die Schywierigkeit
der Reduktion particiler Automaten. Um nun das minimale Superdquivalent
zu kounstruieren, sind einige neue Begriffe bzw. einige Lemmen iiber diese
Begriffe erforderlich.
Betrachten wir den partiellen Automaten AL X, Y, 5, 7). Wir nennen
die Zerlegung M) = AP, AV, .. W) bzw. M_ () = 2A77. A,
..} (in nicht notwendig fremde Teilmengen von ) ecine k-kompatibel —
bzw. kompatibel-maximale Zerlegung von 2, wenn die Felgenden giiltig sind:

PUARN =9 baw., UJAA =AU
J

4 Periodica Polyte
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. AR 91(’) bzw. A= == 9{(”) (1=~7j):

3 Jedes ‘7[(" bzw. 9[( ) ist eine maxlmale Teilmenge von ¥ in bezug
auf die A-Kompatibilitat bzw. die Kompatibilitdt, d. h., daBl einerseits, jedes
9,[(,5"" bzw. ‘Q[ﬁ-”) nur paarweise k-kompatible bzw. kompatible Zustdnde enthilt,
anderseits, diese Teilmengen mit keinem Zustand so ergidnzt werden konnen,
daBl 2° und 3° noch feststehen:

4°. Eine jede k-kompatibel-maximale hzw. kompatibel-maximale Teil-
menge von I ist in M, (A) bzw. in NM_(A) enthalten, genauer ist AX < U
bzw A" < U eine belichige Teilmenge mit paarweise k- Lompatlblen baw.
kompatlbleu Zustdnden, so gibt es mindestens ein Element (") ¢ ¢, () bzw.
E)IY") €M) mit AV < ‘31'(,*‘) bzw. A < A=)

Nun soll auf konstruktivem Wege gezeigt werden, daf} einerseits solche
Zerlegungen existieren, anderseits, dafi 3, () fiir jedes k tatsdchlich endlich
ist.

Betrachten wir erst die §;-Zerlegung von A(K = 4(X)): in I Schritten:
Nehmen wir den ersten Inputbuchstaben x, € X und bilden wir die theoreti-
schen Klassen 9§V, &Y ..., oY st Aa, x;) definiert und zwar = y,,
so gehort a zu ﬁiu)(r = 1,2,...,L). Danun 4 partiell definiert ist, kénnen
einerseits einige Klassen leer bleiben, anderseits kann eine Teilmenge 9{'VC U
existieren, fiir die Z(. .., x;) nicht definiert ist. Lassen wir nun die leer geblie-
benen theoretischen Klassen weg, und schlieffen wir alle Zustdnde von 9y
den anderen Klassen bei; es werden ferner diejenigen entstandenen Klassen
weggelassen, die einer anderen mit kleinerem Index gleich sind (in diesem
Schritt kann dies nicht vorkommen), und es soll eine neue Indexfolge gew#hlt
werden, welche liickenlos ist. So entsteht die §,;,-Zerlegung von A:

(gf) (q[(u) q[(n) .LLLa

Lemma 2.5.: ¢y, <7 L.

Um nun &, und von &, ausgehend M, ,.; zu bilden, nchmen wir die
Inputbuchstaben x, bzw. x.,, und zerlegen wir cbenso — aber cinzeln und
von den anderen unabhingig — alle Teilmengen von & ;() bzw. von & (W) (s <
<~ K). So erhilt man schlieBlich:

0 (90 = 9, (20 = {0900, 20

Lemma 2.6. ¢, < LX.

Satz 2.4. &,(N) ist die I-kompatibel-maximale Zerlegung von 9, d. h.
£,(2) = D).

Beweis: Die Eigenschaften 17 und 2° sind fir §,(A) in trivialer Weise
vorhanden. Wiirde aber 3° nicht bestelien, so gibe es mindestens eine Teil-

n

. p . . aril
menge A" und einen Zustand a, - A", der mit jedem Element von i
1-kompatibel wire. Diese Voraussetzung fithrt aber zu einem Widerspruch.
Da nun die Zustidnde von ‘7( und a, einander l-kompatibel sind, so gilt das
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umso mehr, wenn nur Buchstabe x; betrachtet wird. (Hier gibt es ndmlich
4 Moglichkeiten: a®) AN < 9" und a, € 4™ b°) AY « g™ aber a, € 9y,
¢?) AN < g aber a, ¢ (M ¢®) W < AW, aber q, ¢ AW; d°) AP < gy
und a, ¢ AY). Laut der Konstruktion von £,,(%) bedeutet aber diese Tat-
uache. daB es mindestens ein Element von $,,(%) gibt, das sowohl AV als
auch a, enthdlt. (Im Falle a®) enthalten ndmlich alle Klassen von §;(9) die
Zustandsmenge A U a,; im Falle b°) enthalten nur gewisse Klassen A,
aber alle a,; im Falle ¢°) ist es gerade umgekehrt; im Falle d7) gibt es endlich
einige Klassen, die sowohl 9" wie auch a, enthalten.) Daraus folgt aber gleich
— u. zw. durch Wiederholung des vorigen Gedankenganges —, dal} es auch in
RX,, mindestens eine Klasse gibt, die ¥ (1) U a, enthilt. Eine Iuduktmu nach
dem Index der Inputhuchstaben — dur ch Wlederholuncr des schon angegebenen
Gedankenganges — zeigt, daf es in allen &, folglich auch in &, = $&;, minde-
stens eine Klasse gibt, die 9[1()1) U a, enthilt, in Gegensatz zu der Voraussetzung.

Damit ist auch das Vorhandensein der Eigenschaft 3°) bewiesen.
Dieser Gedankengang 146t sich jedoch auch verwenden, um zu bheweisen,

daf §,()) auch der Eigenschaft 4° geniigt, w. z. B. w.

Um nun $,(2), ausgehend von &,(A) — u. zw. durch die Hilfszerlegungen
Vo (), Fon()s oo v Fope(A) = KH(A) — sowie K. (A), ausgehend von K (A)
zu konstruieren, bedient man sich derselben Konstruktionsmethode wie ohen
fir 8,(A), es wird jedoch nicht mehr die Ausgangsfunktion 7 sondern die
Durchgangsfunktion ¢ herangezogen. (Das bedeutet z. B., dal — um &, zu
bilden — erst die Teilmenge A{Y mit den theoretischen Klassen oY, G,
. ij{f;‘ll) bertichsichtigt wird; der Zustand a ¢ AY wird den leassen Q[gm,
A, ..., AEY zugeordnet, falls d(a, ;) definiert ist, und &(a, ;) in §(20)
zu den Klassen 9[51’, 9[5-2), . 9(1(-2’ gehort: falls aber 4(a. x;) nicht definiert
ist. wird a allen nicht leer gebliebenen Klassen zugeordnet; ebenso arbeitet
man mit %Y usw.) Es sei aber hier bemerkt, dal bei der Konstruktion der
Hilfszerlegungen &, die theoretischen Klassen immer in bezug auf 8t .,

und nicht in bezug auf $t; _, konstruiert werden sollen!

Lediglich unter Beriicksichtigung des obigen Gedankenganges, kénnen
folgende Lemmen hzw. Sdtze leicht bewiesen werden:

Lemma 2.6. o,., < G};’""‘l (s =2.3,...)

Satz 2.5. N(2) = M) (s = 1.2.3,..))

Lemma 2.7. Ist $,.() = K(N), so gilt fiir jedes v>1: 8., =§
Lemma 2.8. Ist 4 endlich, u.zw. §(A) = «, so gilt

“

[

SMaeonzo1 = Nagponz.

Mit Hilfe der Folge der s (2)-Zerlegungen von ¥ konstruieren wir nun
die 3 _-Zerlegung:

S () = (A, A, L (U FE U fir i),

[

=
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u. zw. folgendermaflen: Die Teilmenge ¥, € 2% ist dann, und nur dann, ein
Element von &_(2), wenn

I%) zu jedem Index s (s = 1,2,...) mindestens ein Index u(s) so ange-
geben werden kann, daf}

A € UD ER,
giiltig sei;

II°) betrachtet man einen beliebigen Zustand a € ¥U; a £ 3, so ist 1)
fiir A, U @ nicht mehr erfiillt. '

Lemma 2.9. Ist fiir einen Index s &,., = &, erfiillt. so gilt &_(A) =
= &.(¥).

Satz 2.6. &_(U) = M_(Y).

Beweis: Yoraussetzungen 1°) und 2°) sind wieder in trivialer Weise er-
fitllt. Ware 3°) nicht erfiillt, so gibe es mindestens ein 9™ € & _ (%) und ein
ac¥ ad ‘7((“), wo a mit allen Zustinden von 9,((- ) LOIllpatlbel wire. Dann ist

aber ¢ fiir jedes s s- Lompatlbcl mit allen Zustinden von U™, folglich wire
A U a eine Teilmenge gewisser ‘7(“) € §,(20). Nach IT°) kénnte also ™)

+

nicht zu §&_(A) gehdren, entgegen unserer Voraussetzung., Ebenso: wire 47)
nicht exfillle, so gibe es eine Teﬁmeuue 9* C A mit paarweise kompatiblen
Zustidnden, diese wire aber die Teilmenge keines Elements von & _ (V).

Jedoch sind dann die Zustande von U* fiir jedes s auch paarwels

e

s-kompati-
S (90 mi
W <Y

€n (QL) folglich soll U* eine Teilmenge mindestens eines Elements 9, € & _ ()

bel, folglich gidbe es zu jedem s mindestens ein Element “l(f(’)

A" C ‘3({,15()) Nach I°) gibt es aber dann eine Teilmenge ¥, von A mi

e
c
T

sein, entgegen unserer Y oraussetzung. Damit ist Satz 2.6 bewiesen.
Da nun die Zustdnde von A ¢ &_ () paarweise kompatibel sind, ist

auch
Saiz 2.7, giiltig: Fiir beliebige 1 < 7 <Z K, und fiir beliebige Zustandsapaare
a, £ Woa, =a, € ‘31(1»”) ist eniweder mindestens ein Element der Paare 7{a,,

x50, Ala,. x5 bz O(a,, x;). 0(a,, x;) nicht definiert, oder aber sind die ersien
einander gleich, die zwelien einander kompatibel (s. Lemma 2

Betrachten wir also erst die Ausgangsbuchstabenmeng

aa
o¢

= “’l”“ Laut Satz 2.7 ist diese Menge entweder leer, oder J

ein cinziges Element »,; ;. Diese einwertige Funktion z,,\('i,'
o

Ausgangsfunktion fiir einige peue Automaten S 1dsmenge {_. Be-

Laut 2.0
besitzt diese Menge miteinander paarweise kompatible Zus dnde (oder ist sie
feer), und da nach Satz 2.6 ®_() = M_(A) gilt, gibt es cinige Elemente

€8, (mindestﬁns cines) fiir die nach Satz 2.7 {d(a,. x;) a, € AT C

mit Zustan
trachten wir nun die Zustandsmenge {6(a,. x,) | a, € A™;

< ‘31“;)]) gilt. Diese Funktion I(i,j) —besser gesagt, ein jeder Zweig dieser

>

mehrwertigen Funktian — definiert eine Durchgangsfunktion eines neuen

ng
o]

i&utomatcn. Betrachten wir also die Automatenmenge S, X, Y, &Y,

J)s €1, wo die Indexmenge I' die Menge der miglichen einw ertlgen (z%

o =
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Zweige der mehrwertigen Funktion { voneinander unterscheidet. Hier ist also

U ) = gt A, ) = 2

G gy

Satz 2.8. A < SW ist fiir jedes y € I giiltig.

Beweis: Es bezeichne = die geordnete Relation zwischen ¥ und 2%, wo
a,= A, (A, € A) dann, und nur dann giltig ist, wenn a, € ¥, feststeht. Nach
Satz 2.6—2.7
a, = AT

gelten dann fiir ein belicbiges geordnetes Paar a,, A~ ¢ & falls

a) Ma, x5 =7,(A), &), falls das links stehende Glied definiert ist;
L) é(a,, x5) = o

. -‘)(‘W" , x;), falls das links stehende Glied definiert i<t'
Zu jedem a, € A gibt es mindestens ein ALY €K, mit a = A

Wie es von Ginsburg in [2] bewiesen wurde (s. Lemma 2.5), haben
a®) und b") die Folge ¢, < A7), ferner a°), b°) und ¢°) die Folge 4 < S¥),
w.z. B.ow.

Satz 2.6, SY st fir jeden 3 € I hompabilititsvedusiert.

Beweis: Setzen wir voraus, dall ‘7{(*} €8, and A = l‘\ :
kompatibel sind. Es sei a; ein beliehiges Element von A"} (als Teilmenge von
9’(), ebenso a; ein beliebiges Element von 9!}”). Es sei nun ¥ € F(X) ein be-
ges Wort, fiir das sowohl Z(a,, ) als auch i(a, IF) existieren. Dann exi-

]
ot
=
o ¢ l»‘

nach Satz 2.8 auch /.,r,(q[ =), ) sowie 7, ST wihrend A(a,
) und /.((14‘-, )T) =/ (‘7["', 7) sind. Ist also AL~ AL

. also ist auch a; ~ a; giltig. Folglich sind
) mit den Elementen von it}ﬁ;’ paarweise kom
:\zlmalit;it von §t_ nach Satz 2.6, AL~ ~ 9{}”
alzo zu einem \‘i’iah}rspruch? w, z. B, w,

Betrachten wir nun einen beliebigen Superautomaten B (8, X, Y. d., 4)

vou 4. und ordnen wir jedem Zustande b, € B die Menge
STEC R P F At Qi
U = Ja,ta, T bia €A SN

Lemma 2.19. Die Zustinde von A" sind paarweise kempatibel. Zu jedem
F1 =7 7 K) bzie. 1 gibt es eine (eventuell mehricertige) Funktion r(j, i) so. dafs

La, € AVY CUED = {a, | a, < (- %)}
gilt.

Beweis: Die erste Behauptung wurde schon in Lemma 2.4 betrachtet.
Ist nun A leer, so ist trivialerweise auch die zweite Behauptung wahr. Setzen
wir also voraus, dafl A nicht leer ist; seine Elemente sind also miteinander
paarweise kompatible Zustinde von 4. Da nun a, < b; fiir einen heliebigen
Zustand a, € A9, so ist 6:(b;, x;) sicher definiert, falls es in A” mindestens
einen solchen Zustand a, € AD gibt, fiir den 6(a,. x;) definiert ist, und — wie
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es von Ginshurg bewiesen wurde — steht fiir jeden Zustand a, € AD, fiir den
0(a,, x;) definiert ist, &(a,, x;) < 0s(b;, x;) = b,(j, i) fest. Damit ist unser Lemma
vollkommen bewiesen.

Es soll nun folgendermaflen bewiesen werden, dall alle Automaten der
Menge S% minimale Superiquivalente von - sind: wir betrachten einen
beliebigen Automaten B > A:; zuerst werden diejenigen Zustdnde von B
weggelassen, die nicht Superdquivalente von Zustéinden von 4 sind (und
dementsprechend werden die Definitionen von 0y bzw. 7, verzerrt): so erhilt
man den Automaten B, mit der Zustandsmenge B, C B: im zweiten Schritt
wird die Definition von 6, und 7, verzerrt (Automat B,), im dritten aber wird
sie ausgedehnt (Automat B,), ohne Verinderung der Zustandsmenge %, und
unter Beibehaltung der Eigenschaft der Superdquivalenz (d. h. sowohl B, > 4
als auch B, > 4 und B, > A sind giiltig). Es soll nun gezeigt werden, dalin
der Menge S auch ein solcher Automat S%) gefunden werden kann, fiir
den B, > S%Y giiltig ist. Da aber SV kompatibilitdtsreduziert ist, so sichert
Satz 2.3 dal §&t_ in U, isomorph abbildbar ist. Da weiter 8, € %, so ist es
richtig, dal} SCY ein minimaler Superautomat von 4 ist.

Satz 2.10. Die Automaten der Menge S sind minimale Superautomaten
von A.

Beweis: Es sei 8% — 35 die Menge der Zustédnde von B. denen man keinen
Zustand von U mit der Relation Superdquivalenz zuordnen kann. Sei nun
B, = B — B*; die Durchgangsfunktion 4, des Automaten B, wird dann so
gewihlt, dafi aus der Definition von §, alle Durchginge weggelassen werden,
die in oder aus B* fithren; ebenso definieren wir die Ausgangsfunktion /7; mit
Hilfe von 7;. So erhilt man den Automaten B (B,. X, Y, 4. 2,), fiir den die
Voraussetzung 4 < B, noch sicher erfiillt ist. Damit ist erreicht, dafi die
Mengen A" in Lemma 2.10 — definiert durch B, statt B — fiir kein i leer
sind. Jedoch auch fiir B ist es maglich, solche Paare b, € B, x; € X anzugeben,
fir die 2,(b,, xj) bzw. 0;(b;, x;) definiert sind, w ahrend Ha,, x:) bzw. o(a,, x))
fir kein a, € ‘)f =) existieren. Dann werden aus der Definition von 2y bzw. 0
diejenigen \or chriften weggelassen, die diesen Zustand- Buch%auenpaaun
zugeordnet ~md So erhdlt man du? Funktionen 0,. 7, bzw. den Automaten
B,(5,. X, 7, 7s). -4 < B, ist noch immer erfiilit, denn durch ohige Weg-
lassungen Wurde die Giiltigkeit der Relationen a, < b; fiir kein Zustandspaar

aufgeldst.

Bezeichnen wir im weiteren die Zustinde von B, durch 3V = {a, | a, <
< by b, € B, wo also AY gleichzeitig einen Zustand von B, und eine \Ieuve
der Zustande von A bedeutet — ebenso wie AT bei den Automaten S(""‘

Man kann nun fiir jeden 'Y € B, mindestens cinen Zustand U ¢ b‘L an-

.;\u

geben mit WY < AT — w. zw. nach Satz 2.6 bzw. nach Lemma 2.10. * be-

zeichne im weiteren die Teilmengen-Relation, d. h. A=) = 9 dann, und nur

dann, wenn A9 Sl{g:) Es wird nun gezeigt, daf§ auch ein Automat St
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angegeben werden kann, fiir den bei beliebigen i, j, m
8, (AU, x) * 6,(A0, x;) falls AL = AD (1)

feststeht; es wurde némlich fiir jeden Automaten S die Durchgangsfunktion
o, so definiert, daf}

oa,, %) €0 (UG, x)), falls a, € AF (2)

giiltig ist (s. Sdtze 2.7 und 2.8). Daraus, und aus ) * A9 folgt schon, daB

mindestens ein solcher Zustand 9[22‘}31-) € R_ existiert, fiir den

0,(UD, x)) = ACED AR
d. h. 9[5,‘&)1-) * QUGN feststeht, ferner daB die mehrwertige Durchgangsfunk-
tion 4. (definiert in Satz 2.7) mindestens einen solchen Zweig 6. besitzt, fiir

den

giiltig ist. Im weiteren betrachten wir nur diesen — durch (3) charakterisierten
— Automaten S%) (genauer gesagt, einen solchen S"V), fiir den (3) erfiillt ist.
Die hier beniitzte *-Relation — zwischen B, und S%? betrachtet — erfiillt
nun die Bedingungen b®) und ¢”) des Satzes 2.8 (bzw. des Lemmas 2.5 von
Ginshurg). Die Bedingung a®) ist aber in B, nicht notwendigerweise erfiillt.
Fiir jedes solche Indexpaar i, j ndmlich, fiir das ein Zustand a, € U mit de-
finiertem (a,, x,) = ¥, ; existiert, ist wegen der Relation a, << A" ja
auch 7,(AY, x) = ¥, glltig, ferner ebenso wegen a, € A, falls i) =
# 99 auch )._',‘(9[‘;;), x;) = y‘“(”’f’, folglich ist fiir solche Indexpaare auch a®)
erfiillt. Fiir die restlichen Indexpaare ist aber 2, sicher nicht definiert (s. die
Definition von B,). Betrachten wir also den Automaten By(5,, X, Y, 8., Ay),
fir den die Zustandsmenge und die Durchgangsfunktion ebenso definiert sind,
wie fiir B,; die Ausgangsfunktion 7, ist aber eine Ausdehnung von /., u. zw.
so, daf} fiir jedes Indexpaar m, j. fiir welches /‘.7.1(9[2’?), x;) definiert ist, auch
7oA, x)) existiere und mit 2, (A7), x;) gleich sei, falls (7 # 9@,

Fiir diesen Automaten B, ist < B; natiirlich noch giltig; daneben
sind alle Bedingungen des Satzes 2.8 (bzw. des Lemma 2.5. von Ginsburg)
zwischen B, und S% erfiillt, es ist folglich auch SUY < B, giiltig. Zufolge
der Sitze 2.3 und 2.9 ist somit unsere Behauptung véllig bewiesen, da 5, & %
auch feststeht.

§3. Betrachten wir jetzt das Konstruktionsproblem.
Um den minimalen, die angegebene Abbildung ¢ iiber [ realisierenden
Automaten anzugeben, wird eine Folge der Zerlegungen von F koustruiert,
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u. zw. jede Zerlegung in K Schritten. Bﬂtrachten wir also erst den Iuputhvch-
staben x; und die Menge der Worter F = {W We F!, fiir die auch Wx, € F
feststeht. und teilen wir diese in die theoretischen Kategorien {F{M), FibY,
R F(,_l’l’} ein, nach dem Endbuchstaben von ¢(Wx)). Nun werden die leer
gebliebenen Kategorien weggelassen, und die Menge F— j:'“) wird den rest-
lichen Kategorien beigeschlossen. So erhalt man die Zerlegung

8‘(1'/” = {Fl(l Y, Fél’l):""« F:“]} (0, < L).

Nehmen wir jetzt die Buchstaben x,, dann x,, usw. und zerlegen wir die Teil-

mengen des vorigen Schrittes einzeln nach demselben Algorithmus wie oben.

So ergeben sich %(2,1) usw., endlich (K. 1) = 3. 3" wird die Zerlegung
erster Kategorie von I’ genannt;

Ay |l 11» 7(1)

S F Y, e FO).

- T . R AT (1)
Um nun ¥(1.2) zu erhalten. Letrachten wir exst die Menge FY bzw. diejenige

Teilmenge ptY dieser Menge, die jene Worter 17 € FV enthilt, fiir die auch

Wax, € F giiltig ist; mleuen wir diese Menge in die theoretischen K ategorirn
F(l_ D gt 2113

. } laut des Gesetzes der Einteilung von W, in
s . . < sl
V(W £ FY kann also zu mehreren Kategorien gehren, da S nicht not-

-
.

'\veudigor‘.vcise iremde Teilmengen enthilt). Die leer geblichenen Kategorien

werden dann weggelassen und die Menge F — B svird den restlichen bei-
geschlossen. Nun wird derselbe Alff(;uJunw fiir 7 usw., endlich fir FV
sviederholt. So erhdlt man endlich ?\Jl A, Tm nun 5% zu ermitteln, wird der
obige Algorithmus fiir a, usw. wiederholt. E Il(ulCh ergibt sich FHY = 30,
die Zerlegung zweiter -xate&wuo von . Um nun RS 7 zu erhalten, wird der

\ 9 sy 1e(101hult

obige ;1;9_#:-1&111111« 111

> L}\ ;und im aligemeinen #(3%

\ 1 sy e
en, dafll im Dalle 3 R i

’-@mlerfu ngvon F nd nun ebensgo

zr~( a

daﬁ ein Automat F(F X, ¥, 0. 7) mit

einer Zust 11(1 smenge ' definiert werden kann. wo sich r} un 1 7 durch die

Konstruktion von §¥ automatisch bilden lassen. Es ist auch nicht schwer zu
zeigen, dall F die Abbildung ¢ tiber F realisiert. Die Minimalitit von F kann
dadurch gezeigt werden, dafl der § genericrende Algorithmus fiir einen be-
liebigen, ¢ iiber F' realisierenden Automaten anaev-endet wird; es ist nédmlich
auf induktivem Wege leicht zu zeigen, daf R }(5) fiir jedes s feststeht.

Zusammenfassung

Es wird eine vollstindige und auch algorithmisch durchfithrbare Losung der Reduktion
partleller Mealv-Automaten und der Konstruktion einfachster Automaten, die eine nur teil-
weise definierte Automatenabbildung realisieren, gegeben.
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