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In der Abhandlung wird ein Satz über die Seitenhalhierungspunkte des 
Dreiecks hewiesen, nachdem sämtlichen Punkten der Dreieckehene - gemäß 
der im weiteren genau bestimmten Erklärung - je ein ::\cunpunkt-Kegel
schnitt zugeordnet werden kann. 

Satz. Die Seitenlzalbierungspunkte eines Dreiecks und die drei i1Iittelpunkte 
der Strecken, die einen beliebigen Punkt der Dreieckebene mit den EckpuTlkten 
des Dreiecks verbinden, und die drei Schnittpunkte der durch diese Strecken 
bestimmten Geraden mit den gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks liegen immer 
auf einem Kegelschnitt (Abb. 1). 

Der Satz wird zum Teil mit projektiv- geometrischen, zum Teil unter 
Anwendung v-on elementar-synthetischen Methoden hewiesen. 
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Ben'eis des Satzes. Es sei das vorgegehene Dreieck ABC und seine Seiten
halhierungspunkte seien Basispnnkte genannt. 

Im ersten Teil soll hewiesen werden, daß durch die drei seitenhalhieren
elen Basispunkte sowie durch die Halhierungspunkte (1 his 6) der Geraden 
zwischen einem in der Dreieckehene heliebig angesetzten Punkt und den Eck
punkten des Dreiecks ein Sechseck gebildet \I-ird, dessen einander gegenüber
liegende Seiten parallel und einander gleich sind (ALh. 2). Der Ahbildung 
lassen sich folgende Beziehungen entnehmen: Seite als Yerhinelungsgeracle 

z"wischen den Halhicrungspunkten der Seiten BA und BC ist parallel und gleich 

_"Ibb. :: 

der Hälfte YOll Seite AC, jedoch auell parallel zur Seite -13 und dieser gleich. 
Das folgt einfach ,.laraus, daß .-1C die gemeinsame Sc·ite der Dreiecks BAC 
und :::.-lC dars tellt und die Geradens trecken 1:2 und ·13 Yerbindu!lgsg(~raden 
z\l-ischen den Halbierungspunkten der zu den Eekpunkten B hz,\". ::; der 
Dreiecke gehörenden Seiten sind. Auf die gleiche '\\-(~ise läßt es sich deuten, 
daß Seite 23 zur Seite 36 parallel und dieser gleich, Seite 3-1 mit Seite 61 paral
lel und dieser gleich ist. Es kann \I-eiterhin fes tgestellt \I-erden, daß die drei 

Basispunkte (1, 2, 6) und die durch Punkt ::: zugeordneten drei Punkte (3, 4, 5) 
Dreiecke hestimmen, die einander gegenüber um 180 0 yerdreht sind. Daraus 
folgt zugleich, daß die heiden Dreiecke kongruent sind. 

,"on Dreiecken in derartiger Lage hzw. yon den sechs Ecken der heiden 
Dreiecke läßt sich mit Hilfe des Pascal-Satzes nachweisen, daß sie auf dem
seIhen Kegelschnitt liegen. 

'Verden nämlich in der hekannten ,\\Teise und anhand einer Tahelle die 

Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten gesucht 
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12 23 34 
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C 12 I ! 45 I) - P, ( 23 : 56 .) Q, (j 34 ; 61 i) = R, 

so werden zufolge der parallelen Lage der gegenüberliegenden Seiten -
die drei Schnittpunkte im L nendlichen liegen, cl. h. sie liegen in einer Geraden 

_-1b/! . .3 

dn EL,·ü(· in unendlicher Ft-rne, che der Pa8calschen Geraden entspricht. Damit 
ist die Bl'lHHlptung l)cwiescn: die sechs Punkte sind auf demselben Kegelsc/zniit. 

Im weiteren ist nachzu\\-('iscn, daß die Schnittpunkte der Yerhinc1ungs
gerad('n z\\-isehen Punkt :i: und den Eckpunkten des Dreiecks mit Jen gegen
überliegenden Seiten auch auf der Kegelschnittperipherie liegen; das ge:3ehicht 
in folgender \"eise. 

Die heiden Dl'eieeke (1, 2, 3) und (1*, :2*,3") sind auch in pel'spektivC'l' 
Lage, da die gegenüherliegenden Seiten parallel und gleich sind und die Yer
hindungsgeraden cler einander gegenüberliegenden Eckpunkte denselben 
Punkt schneiden (Abh. 3). Daraus folgt jedoch auch, daß die gegenüherliegen
den Seiten gleiche Sehnen sind und YOlll )Iittelpunkt 0 in gleichem Ahstand 
liegen, daher gehen die Yerhindungsgerac1en der gegenüherliegenden Eckpunkte 
als Durchmesscr durch dcn Mittelpunkt O. Dieser ist mit dem :\Iittelpunkt 
cIt-r erwähnten Perspekti;;ität identisch. 

Nun -wird der zweite Schnittpunkt der Seite AB mit dem Kcgelschnitt 
ahges teckt. 
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Sehne 23 ist zur Sehne 2*3* parallel und dieser gleich, doch wissen ,nI' 
auch yon der Geraden AB, daß auch diese zu den beiden Sehnen parallel ist: 
das wurde nämlich bereits nachgewiesen. Aus der mehrfachen Symmetrie 
folgt, daß dN' zweite Schnittpunkt der Geraden AB mit dem Kegelschnitt 
da;;; Spiegelbild (D) auf den durch die Halhierungspunkte der Sehnen 23 und 
2*3* durchgehenden Durchmesser d des bekannten Schnittpunktes (Basis
punkt 1) sein wird, als der andere Endpunkt der zu den yorigen heiden Sehnen 
parallelen Sehne. 

Es bleibt zu beweisen, daß dieser Schnittpunkt D auch ein Punkt der 
Geraden 1:C ist, d. h. ihr zweiter Schnittpunkt mit dem Kegelschnitt. 

Es ist bekannt, daß der Durchmesser d zur Geraden rc parallel ist, da 
heide Geraden zu den parallelen Sehnen 23* und 2*3 parallel, daher auch mit
einander parallel sind. Punkt 1* der Geraden ;::C ist auf den }Iittelpunkt 0 
zum Basispunkt 1 symmetrisch; das hedeutet, daß auch Punkt 1 * in der glei
chen Entfernung yon der Geraden d liegt, wie die Punkte 1 oder D. Die beiden 
letzteren sind nämlich auf die Gerade d die Spiegelbilder yoneinander. Aus 
dem Gesagten ist klar zu erkennen, daß die Gerade ;::C auch den Punkt D 
enthält, der den zweiten Schnittpunkt der Geraden mit dem Kegelschnitt 
darstellt. 

Dasselbe läßt sich auch üher die Geraden IA und IB nachweisen. 
Damit ist unser Hauptsatz yollkommen bewiesen. Die anhand des 

Satzes erzeugten Kegelschnitte bilden gemeinsam den .i.Yeunpullkt-Kegelschllitt 
des Dreiecks. 

Die Behauptung des Satzes ,Hude für einen Punkt yon ganz allgemeiner 
Lage in der Ebene des Drt'iecks nachgewiesen, daher kann ausgesagt werden, 
daß sie für jeden Punkt der Ebene gilt, auch die Punkte einer unendlich fernen 
Geraden der Ebene mitinhegriffeIl. Im weiteren soll dies ausführlieh erörtert 
,\-erclen. 

Diskussion. Im folgenden soll der im allgemeinen ausgesagte Satz dar
aufhin untersueht wenlen, wann und ,reIche KegelscImitte zu den in der 
Ehene des Dreieeks heliebig angesetzten Punkten ;:: gehören. L nserer Be
hauptung gemäß gehört zu jedem Punkt der Ehene je ein Kegelschnitt: das 
gilt jedoch auch umgekehrt: zu jedem der Kegelsc1mitte in den Seitenhalhie
rungspunkten des Dreiecks gehört in der Ehene je ein Punkt ;::. 

Die Lntersuchung bf·ginnt damit, daß in der Dreieckebene Bereiche 
festgelegt werden, die einander ähnlich sind und durch deren Punkte gleich
artige Kegelschnitte bestimmt werden. Eine derartige Lnterteilung der Ebene 
wird mit den Seitengeraden des Dreiecks unternommen. Lnter den erhaltenen 
sieben Bereichen sind durch drei Seiten hegrenzt ein Innen- und drei Außen
bereiehe sowie durch z'wei Seiten begrenzt drei ähnliche Außenhereiche. 

Es ist zu hemerken, daß im weiteren die 5.: Punkte der endlichen Ehenen
IJfcreiche hzw. die zu diesen gehörenden Kegelschnitte untersucht werden sollen. 
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Das hedeutet, daß auch die l\Iittelpunkte der erhaltenen Kegelschnitte im 
Endlichen liegen werden, man erhält also eine Ellipse oder Hyperhel. 

1. Zuerst soll ein Pnnkt }; in dem einen durch zwei Seiten hegrenzten 
Außenhereich ausgewählt werden (Ahb. 4). Die Untersuchung wird nach 
folgender Überlegung durchgeführt. Von den gemäß dem ersten Teil des 
Hauptsatzes konstruierten sechs Punkten wird nachgewiesen, daß sie in die
sem Bereich immer ein konvexes Sechseck bilden, yon dessen Ecken bekannt 
ist, daß sie nur auf der Peripherie der Ellipse liegen können. Diese Annahme 
wird folgendermaßen bewiesen. 

01 

h 3~ h 

2 

a 

c B 

h e 

Abb. 4 

Es seien 1,2,3 die Seitenhalhierungspunkte des Grund dreiecks ABC und 
die durch den im über den Eckpunkt C des Dreiecks verlängerten Bereich 
zwischen den Seiten a und b angesetzten Punkt}; diesen zugeordneten weite
ren drei Punkte 1 *, 2*, 3 *. Nach dem allgemeinen Satz sind die heiden Dreiecke 
kongruent und einander gegenüber um 1808 verdreht. :\"ellInen wir den Hal
hierungspunkt 2* der aus A ausgehenden Geradenstrecke a l und die Gerade 
13, von der es bekannt ist, daß sie zur Seite BC parallel ist. Es wird hehauptet, 
daß der Punkt 2* in der Geraden a l in den durch zwei Geraden hegrenzten 
drei äußeren Bereichen - immer in größerem Abstand von Punkt A liegt als 
Punkt 3 der Geraden b. 

Gemäß dem Hauptsatz ist von der Geraden 2*3 bekannt, daß sie zur 
Geraden Cl parallel ist, und dasselbe gilt auch für die Geraden 23* und 
1 *C = ::C - Cl. Das Dreieck 1* 2* 3* entfernt 5ich also in Richtung Cl 

yom Dreieck 123 nach Punkt };. D. h. daß Punkt 2* zwischen der Geraden 
13 und Punkt:: liegen wird; es ist also klar, daß Punkt 3 der Geraden b 
näher zu A liegt. (Komlllt Punkt }; in den Eckpunkt C, werden die beiden 
Punkte identisch sein.) Die parallele Lage der Seiten der heiden Dreiecke 
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bleibt zufolge der Beziehung zwischen Dreiecken mit gemeinsamer Seite im
lller erhalten. 

Die konyexe Lage des Sechsecks ändert sich nur in dem Falle, wenn 
Punkt .I: seine ursprüngliche Lage yerläßt, um auf die Seiten a oder b zu gelan
gen. In diesem Falle fallen nämlich die je drei Halbierungspunkte auf je eine 
Gerade, wobei der Kegelschnitt in ein Geradenpaar zerfällt. Daraus folgt auch, 
daß die Seitengeraden des Grunddreiecks die Grenzfälle ergehen, wo die 
Kegelschnitte zerfallen bzw. in einer Menge von Kegelschnitten mit zwei 
Parametern ühergehen. 

Abb . .) 

Damit läßt sich aussagen, daß zu J.; Punkten, die III den dm eh z\rei 
St>itell des Dreieeks begrenzten drei äußeren Bereiehen angesetzt werden, 
immer Ellipsen gehörell. 

:::. Es soll nun untersucht ,,-erden, was g<'schi,:ht, ,,-enIl Punkt J.; im 

Innenben'ich des Dreiecks angesetzt ,,-ird (Ahh. 5). Ahnlich ,,-ie im vorigen 
Falle bleiht die kOllYCXe Lage cl .. s Seehsecks auch diesmal erhalten, nur kommt 
jetzt Punkt:::"' der GenHlen a 1 näher dem Punkt A zu li'-:gen, fällt also zwischen 
die Gerade 13 und Punkt A. Die Summe der Entfernungen zwisehen Punkt J.; 
mul den Eckpunkten ist in j eLlPm Falle kleillPI' als die SUlllme der Seiten des 
Grnnddreiecks (EA - J.;B - EC . / AB - Be Ci), da sieh Punkt J.; im 
inneren Bereich des Gl'unddrf,iecks hewl'gt. Daher können sieh die Dreieeke 
YOlleinandcr nicht entfernen. sondern schneiden sieh immer. Das fulgt hereits 
aus dem YOrigell ::\ aelnn'is für die äußeI'en BeTeiche und damit kann ausge

sagt werdf'n: W-ird ein Punkt im Innenbereich des Dreiecks angenommen, 
hestimmt er ehenfalls eine Ellipse. 

Es hedarf keiner -weiteren Beweisführung, daß die Schnittpunkte der 
Yerhindungsgeraden des Punktes und deI' Eekpunkte des Gnmddreiecks mit 
elen gegenüherliegenden Seiten ebenfalls Punkte des Kegelschnittes darstdlen, 
da dieser cmstand hereits heim Hauptsatz nachgewiesen ·wurde. 

3. Als dritter Fall sollen zu elen E Punkten in den durch drci Seiten he
grenzten drei äußeren Bereichen gehörende Kegelschnitte untersucht werden. 
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Im Vorstehenden wurde hereits festgestellt, daß die Seitengeraden des Dreiecks 
die Grenzen zwischen den verschiedenartigen Kegelschnittmengen hilden. Geht 
mau also aus den durch zwei Seiten des Dreiecks hegrenzten drei äußeren 
Bereichen oder aus dem durch drei Seiten desselhen hegrenzten inneren Be
reich in einen der ehenfalls durch drei Seiten begrenzten drei äußeren Bereiche 

~c 

~~----------~2 

B 

:;/ B' 

A.bb. 6 

üher, so ·werden auf den Seitengeraden aus den Ellipsen in Geradenpaare 
zerfallene Kegelschnitte; wird der Punkt in einem anderen Bereich gewählt, 
erhält man jeweils eine andere Kegelschnittmenge. Da der beliebig gewählte 
Punkt noch immer im endlichen Teil der Ebene ist, wird auch der Mittelpunkt 

des Kegelschnittes im Endlichen liegen, aus der vorigen Ellipsenmenge kann 
der Kegelschnitt - über den Fall des Zerfallens in Geraden nur in Hyperhel 
übergehen (Ahh. 6). 

Es ist zu heweisen, daß in diesen Bereichen anstatt der Ellipsen hestim
menden konyexen Sechsecke konkave Sechsecke entstehen, durch die Hyperhel 
hcstimmt "werden. 

Durch elen im neuen Bereich angesetzten Punkt :E werden die anderen 
drei Punkte den Basispunkten 1, 2, 3 so zugeordnet, daß sowohl die parallele 

5 Periodica Polytechnica EI. 16;'1. 



66 J. JUKLiRI 

Lage und die Kongruenz als auch die perspektiye Lage erhalten bleiben. Der 
Kegelschnitt-Mittelpunkt ergibt sich also wieder direkt. Ahnlich ·wie im yorigen 
Falle, ·wird auch hier die rf'latiye Lage des fixen (1,2, 3) und des beweglichen 
(1*,2*,3*) Dreiecks untersucht. 

Durch die Punkte 2, 3, 2*, 3* der beiden Dreiecke wird ein Parallelo
gramm gebildet (Abb. 7), wo eine der einander gegenüberliegenden Seiten 
(2,3) fix und zur Seite c parallel, die andere be\\-eglich (2*, 3*) ist und die zur 
Seite c parallele Lage auch bei der Be\regung heibehält. Die beiden anderen 

Abb. I 

gegenüherliegenden Seiten hingegen folgen bei der Bewegung immer der 
Richtung der Geraden .EC (diese parallele Lage ·wurde bereits heim Haupt
satz nachge\\-iesen). 

Betrachten \\-ir den Winkel ;' heim Eckpunkt C, der gleich den ·Winkcl (j 

und c bei den Punkten 2 und 3 ist, weil sie gleichliegend sind. Die Gerade .EC 
bewegt sich zwischen den Geraden a und b im \"Vinkelfeld f' und dieser folgen 
auch die Geraden 23* und 32*. Diese drei Geraden ehehen sich um je einen 
festen Punkt (C, :2 hzw. 3), durch Punkt .E werden also die Gerade a oder die 
Gerade b erreicht, die Gerade .EC fällt mit einer der heiden zusammen, wohei 
gleichzeitig auch eine Seite des Parallelogramms dorthin zu liegen kOllllllt, 
\\-ährend die andere, gegenüherliegende Seite des Parallelogramms mit einer 
Seite des festen Dreiecks zusammenfällt. Bis zu diesem Grenzfall yerbleiht je 
ein gegenüberliegender Eckpunkt (1, 1 *) der Dreiecke innerhalb des Parallelo
gramms, im Grenzfall kommt er auf die Seite und dann zerfällt der Kegel
schnitt in Gerade. Als Punkt E in den benachbarten Bereich gelangt, springt 
die Gerade EC von den Seiten ab, die genannten zwei Eckpunkte des Dreiecks 
(1, 1 *) treten aus dem Parallelogramm heraus und durch die sechs Ecken ,,-ird 
bereits ein konvexes Sechseck gebildet, das \rieder eine Ellipse hestimlllt. 
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Wird Punkt!: in dieser Weise über sämtliche durch die Seiten des Drei
ecks begrenzte Bereich e geführt, läßt sich feststellen, daß im Bereiche Ellipsen, 
im Bereich h Hyperbel entstehen, und die Kegelschnitte auf den Seiten immer 
in Geraden zerfallen (siehe auch die Spezialfälle und den Zerfall in Abb. 9). 

4. ~un soll der Fall untersucht werden, ·wenn Punkt!: im Unendlichen 
liegt. Welche Kegelschnitte werden durch ihn dann den drei Grundpunkten 
zugeordnet? 

I 

B 

Abb.8 

Bei der Lntersuchung -wird die folgcnde tb erlegung verfolgt. ~ehen den 
drei Seitenhalbierung:::punkten (2, 3, 4) bedient man sich auch der durch die 
Yerbindungsgeraden zwischen den Eckpunkten des Dreiecks und Punkt!: in 
den gegenüberliegenden Seiten ausgeschnittenen Punkte (Abh. 8). Es wird 
nachge"wiesen, daß letztere Punkte dieselbe Parabel darstellen, die auch 
durch die clrei vorgenannten Seitenhalbierungspunkte durchgeht. 

Zn dieser Behauptung soll angenommen werden, daß Punkt I ein un
cndlich fcrner Punkt der Parahel und 6 ihre Tangente in diesem Punkt seicn. 

Bekannt sind also die drei Seitenhalhierungspunkte (2, 3, 4), ein Punkt im 
Unendlichen und die Tangente (6, I); das sind fünf Angahen, die den Kegel
schnitt bestimmen. Von den fünf Punkten soll bewiesen "werden, daß sie 
"weitere Parahelpunkte darstellen. Für die Beweisführung wiTd der Pascal

Satz herangezogen. 
Für die Konstruktion der Schnittpunkte der gegenüherliegenden Seiten 

erhält lllan mit der :'\ umerierung in der Abbildung die Pascal-Gerade 

( i 12: '4.') ') 
.' !! > 

P, C 23: I 56 i) = Q , 

5* 
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durch die Punkte P und Q ist also die Pascal-Gerade hereits bestimmt. Punkt 
R liegt im 1) nendlichen, "weil sich die Geraden 34 und 61 (im L nendliehell lie
gende Punkte) nur im Unendlichen schneiden, daher wird die Pascal-Gerade 
parallel zur Geraden 34 sein. Punkt Q ist auch ein Punkt der Geraden .36, eine 
Tatsache, die "wie folgt nachgewiesen 'I-ircl. 

Die Strecke DB ist gleich der Hälfte der Seite AB, da D dem Hauptsatz 
gemäß den Halbierungspunkt '>on Seite AB darstellt (D 2): die Strecke E F 
ist parallel und gleich der Strecke D B, da sO'I-ohl E als F Scitenhalhierungs

punkte sind. Die Gerade QP = p ergah sich - dem Pascal-Satz gemäß 
parallel zur Geraden EF, die Geraclellstrecke QP ist also parallel und gleich 
deI' Strecke DB, weil die Gerade ED - die ebenfalls den Punkt Q enthält -
zur Seite BC paI'allel ist, auf der hinwieder Punkt P liegt; daraus folgt, daß 
die Punkte DBPQ ein Parallelogramm hilden. 

Schließlich hleiht noch nachzml-eisen, daß Punkt Q auch in der Geraden 
AG liegt. Strecke QP ist auch der Strecke AD parallel und gleich was aus 
dem vorangehenden Zusammenhang zu erkennen ist also ist auch ADPQ 
ein Parallelogramm; daraus folgt, daß Punkt Q in der Geraden AG liegt und 

diese dem Hauptsatz gemäß mit der Geraden 56 identisch ist. Damit ist nach
gewiesen, daß G ein Parahelpunkt ist. 

In ähnlicher Weise läßt sich nachweisen, daß auch I oder H Parabel
punkte darstellen. Daraus folgt, daß unter Weglassung des mit 1 lwzeichneten, 
unendlich fern vorausgesetzten Punktes hZ'L '>on dessen durch 6 bezeichne
ter, unendlich ferner Tangente, durch die Punkte DEFGHI dieseihe Parabel 
hestinunt wird. 

Unsere Behauptung i5t hewiesen; liegt Punkt:: in einer unendlieh fernen 
Geraden der Ebcne des Dreiecks, so ist den drei Seitenhalhierungspunkten 
stcts eine Parabel zugeordnct . 

.5. "Wird Punkt r parallel zu einer Seite des Dreiecks ABC angegehen, 
zerfällt die PaTahel in z'l-ei Gerat11'IL da gerade "\';egen der parallelen Lage die 
Schnittpunkte der Yerhindullg~geraclen zwischen Punkt I und den Eek
punkten und der gegenüberliegell,lt'll Seiten im L~ ncndlichcn liegen. 

6. Ahb. 9 zeigt Sl'czialfälle. Punkt 2.' hewegt sich eine Kreisp,·ripherie 
entlang, die 50 hestimmt 'I"urdi', daß die Längen der Sehwnlinien des Grund
dreiecks '>on den ~eitcll aus hereellllet in entgegengesetzter Richtung aufge
tragen "wurden; auf die erhaltenen drei Punkte (IA, ::B, I c) wurde der Kreis 
gelegt, dessen }Iittelpunkt mit dem Höhepunkt des Dreiecks (I) identisch ist. 
Die HalbicrungqHlnkte der G('rallenstrccken zwischen den sich auf diesem 
:Kreis bewegenden Punkten:: und den Eckpunkten des Grunddreiecks ABC 
hewegen sich in diesem Falle dH'nfalls einen Kreis entlang, u. zw. einen Kreis 
mit gleichem Halbmesser. Die }Iittelpunkte dieser Kreise liegen in elen zu den 
entspreehellckn Eckpunkten gehörenden Höhenliniell, in den Halbierungs
punkten der Geraclenstrcckf'll zwischell dem Hölwpnnkt und den Eekpunkten. 
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6.a. Durch die den Kreis bestimmenden drei Punkte (LA, 1713 , 1:'c) wer
den den Grundpunkten drei Punkte in perspektiyer Lage zugeordnet, wobei je 
ein Eckpunkt der Dreiecke immer gemeinsam ist. Von den sechs Punkten 
fallen je drei dann in eine Gerade, der Kegelschnitt zerfällt also in zwei Geraden. 
Man erhält auch in Geraden zerfallende Kegelschnitte, wenn Punkt 1:' auf den 
Seiten des durch die Punkte LA, 1:'B, 1:'c hestimmten Dreiecks oder in deren 
Yerlängerung angenommen wird. 

6.1). Die yon 1:'1 his 1:'G gewählten Punkte, die auf dem Kreis ausgesdmit
tene Punkte der verlängerten Seiten sind, stellen alle Grenzfälle dar, ,\.1) die 
Kegelschnitte in z'wei Geraden zerfallen. Der eine Kegelschnitt ist immer die 
Seite des Dreiecks, ,rährcnd der andere die zu dieser parallele Verbindungs
gerade zwischen zwei Seitenb alhierungspunkten darstellt. 

6.c. In drei Fällen, wenn Punkt 1:' in einem der Eckpunkte des Grund
dreiecks A Be liegt, 'werden die Kegelschnitte unbestimmt, da von den sechs 
Punkten je zwei zusammenfallen und . wie bekannt - über viel" Punkte 
unendlich viele Kegelschnitte gelegt werden können. 

6.d. Als Sonderfall läßt sich der einzige Kreis del" auf neun Punkte ge
legten Kege1schnittml'nge, der sog. Fellerbach-Kreis, ansprechen. In diesem 
F alle ist Punkt ::..- mit dem Höhepunkt des Grund dreiecks identisch. 
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Anhang 

In diesem Ahschnitt werden der im Vorstehenden behandelte und nach
gewiesene Satz üher ehene Zusammenhänge eines Grunddreiecks und die auf 
dieser Grundlage deriYierten ::\ eunpullkt-Kegels chnitte als Proj ektionen des 
ehenen Schnittes einer dreiseitigen Pyramide auf die Grundehene und als 
Gebilde der Seitenhalbierungspunkte des Grunddreiecks yorgeführt (Ahb. 10). 

s 

h 

Abb.lO 

Es seicn das gegehene Dreieck wieder ABC und seine Seitellhalhierungs
punkte, 1, 2, 3. Ein Raumpunkt S (der nicht in der Ehcne des Grunddreieeks 
liegt) 'wird mit den Eckpunktcll des Grunddreiecks yerhUlldcll und die erhal
tene dreiseitige Pyramide wird mit einer Ehene geschnittcn, die in den Hal
hierungspunkten der Seitenkanten der Pyramide (1*, 2*, 3*) liegt. 

Ahnlich den im Hauptsatz hewiesenen Zusammenhängen, läßt sich - in 
Kenntnis der vorigen Ausführungen yon elen durch die St?itellhalhiel'lmgs
punkte des Gruneldreieeks der Pyramide und dur eh die Seitenkantenhalbie
rungspullkte hestimmten Dreiecken leicht nachweisen, daß dicse einander 
gegenüher um 180 0 verdreht sind, ihre gegenüberliegenden Seitt?n zu einander 
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parallel und einander gleich, also auch kongruent sind. Da die Halbierungs
punkte der Seitenkanten der Pyramide yon der Grundebene in gleicher Ent
fernung sind, sind die Ebenen der beiden Dreiecke parallel. 

~ un soll untersucht werden, was dann geschieht, wenn der ebene Schnitt 
1*~*3* der Pyramide durch parallele Projektion auf die Grundebene gebracht 
·wird. 

Es ist bekannt, daß sich die ohenyorgeführten Eigenschaften des zur 
Grundebene parallelen, ebenen Schnittes bei paralleler Projektion auf die 

Grundebene nicht ändern. Aus diesen Eigenschaften folgt, daß die sechs 
Ecken der beiden Dreiecke (123 und 1*2*3*) - in der Grundebene der Pyra
mide - ehenfalls auf einem Kegelschnitt liegen. Die Punkte werden durch die 
Projektion des Scheitelpunktes S der Pyramide auf die Grundebene einander 
zugeordnet, die auch hier durch 5.: hezeichnet wird. Die Art der Kegelschnitte 
wird auch hier durch die Lage der :E Punkte bestimmt. Unsere Feststellungen 
über die durch die Seiten des Grunddreiecks begrenzten sieben Bereiche sind 
also auch diesmal gültig und können hewiesen ·werden; d. h. je nachdem auf 
·welchen der sieben Bereiche Punkt S projiziert wird, entstehen Ellipsen (:EI im 

Bereich e) oder Hyperbel (5.:~ im Bereich h). Der thergang yon einer Kegel
schnittmenge in die andere erfolgt ehenfalls auf den Seiten. 

Ist die Projektionsrichtung zur Pyramidengrundebene parallel (5.:3=), 
liegt der dem Punkt S entsprechende Punkt im Unendlichen, cl. h. Punkt :E 
liegt in einer unendlich fernen Geraden der Ebene, der Kegelschnitt wird also 
zur Parahel. 

Zusammenfassung 

Im Beitrag werden folgende Sätze über die Seitenhalbierungspunktc des Dreiecks bz\1". 
über einen beliebigen Punkt der Ebene des Dreiecks erörtert und nachgewiesen: 

Die Seitenl;albicrungspunkte eines Dreiecks und die drei }fittelpunkte der Strecken, 
die einen beliebigen Punkt der Dreieckebcne mit den Eckpunktcn des Dreiecks ycrbinden, 
und die drei Schnittpnnkte der durch diese Strecken bestimmten Geraden mit den gegenüber
liegenden Seiten des Dreiecks liegen inllner auf einem Kegelschnitt. 

~ Der Satz wird ZUlll Teil n:lch elcmentar-~ynthetischeIL zum Teil llach bekannten, pro-
jektiv-geometrischen ::\Iethodcn be,desen. 

Im _-\nhallg werden der Satz üher die ebenen Zu;:ammenhänge und die auf dieser 
Grundlage abgelerteten -" eunpunkt-l,,-egclschnitte gezeigt. als Gebilde der Projektion auf die 
Grllndebene des ebenen Schnittes in den Seitenhalbierungspunkten der dreiseitigen Pyramide 
und der Seitenhalbierungspllnkte des Grullddreiecks. 
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