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1. Die Dreiccksiteration [1] bzw. einige neuere Varianten dieses Ver-
fahrens, wie z. B. der L—R- resp. der —R-Algorithmus [2, 3] sind die am
meisten angewandten Verfahren fiir die Spektralzerlegung von reellen, quadra-
tischen Matrizen. Alle diese Verfahren haben jedoch zwei wesentliche Nach-
teile: einerseits besteht Konvergenz (dann und) nur dann, wenn alle Eigen-
werte reell sind und verschiedene Modulen haben, anderseits ist die Konver-
genz langsam, nimlich linear. Wir geben eine solche Weiterentwicklung der
Grundidee der Dreiecksiteration an, durch die alle genannten Nachteile be-
hoben werden: die Konvergenz ist quadratisch, und besteht auch dann, wenn
komplexe oder mehrfache Eigenwerte auftreten. Einen Nachteil, u. zw. von
algorithmischem Charakter hat jedoch das hier angegebene Verfahren: es
arbeitet durch eine Halbierung der Dimensionszahl, und deshalb miissen
mehrere lterationsprozesse einander nachgeschaltet werden. Die Grundidee
kénnte man auch so anwenden, dal} nur ein Iterationsprozel} erforderlich sei,
jedoch wiren dann die Rechenformeln zu kompliziert; es werden einige Hin-
weise auch auf diese Moglichkeit angegeben.

2. Es ist nicht schwer einzusehen (s. Satz 1), daB man zu jeder reellen
gquadratischen Matrix A, die in der Form

partizioniert ist, reelle obere Lzw. untere Bloekdreiecksmatrizen S, T

Sy SL'_‘} .o (E;, O ]
5= (‘0 8. T IH E.,,

mit

A = TST-! (1)

angeben kann, wo A, S, bzw. A... S,, quadratische Blocke sind, und minde-

stens eines dieser Paare eine gerade Dimensionszalil besitzt (E, bzw. E,, sind
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Einheitsmatrizen mit derselben Dimensionszahl wie A}, §;, bzw. wie A,,. S,,).
Es ist nun bekannt, daBl durch die Spektralzerlegung von S;; bzw. von S,,
sogleich auch die Spektralzerlegung von S angegeben wird. Die Angabe von
S und T bedeutet also, da} wir uns mit der Spektralzerlegung von S;, bzw.S,,
beschiftigen, und somit die urspriingliche Dimensionszahl ungefihr halbieren
konnen. Ist nun 8;; bzw. §,, ein- oder zweidimensional, so kann die Spektral-
zerlegung durch elementare Operationen erfolgen. Die Hauptfrage ist also, die
Blockdreiecksmatrizen S und T auszusuchen. Dazu kann einerseits die Verall-
gemeinerung der Dreiecksiteration angewandt werden

AT, , =T, S, (2)
u. zw. bei beliebiger Wahl von T Es soll gezeigt werden (s. Satz 2), dafi die
verallgemeinerte Dreiecksiteration (2) konvergent ist, falls A mindestens zwei
Eigenwerte mit verschiedenen Modulen besitzt und die Partizionierungen von
A, T und S der Regel entsprechen. und dafl mindestens einer der Blocke A,
und A,, eine gerade Dimensionszahl hat. Jedoch ist die Konvergenz des Pro-
zesses (2) nur linear. Es 148t sich jedoch auch eine quadratische KNonvergenz
erreichen — u. zw. auch dann, wenn alle Eigenwerte von A einen gleichen
Modulus haben —, falls eine hinreichend gute Approximation T, vonT bekannt
ist (s. Satz 3). Ist ndmlich T, bekannt, so wird dadurch die Gleichung

AT, = T s (3)
befriedigende obere bzw. untere Blockdreiecksmatrix S hzw. TV hestimmt.
Wire nun T, = T, g0 hétten wir schon die Lésung von (1) in der Hand. Das
ist natiirlich im allgemeinen nicht der Fall, doch ist T, eine gute Anndherung
von T, dann gibt eine geeignete geringe Variation von T,, — und dadurch von
T und S — die gesuchte Losung, Es soll diese Variation ven T, St ynd

T in der Form
Ay A
Y A,

¢ (n, : ._IT(“) — i{) O) : JS(H} — (4)
5 0 ]

500 of

“!TIZ =

gesucht werden. Diese Variationen sollen einerseits die Gleichung

le - JT!’. = T(”) _“ -—IT(”) H
d. h.
H, -6 =HM L §m, (3)

andererseits die Gleichung

A (T,

i

- AT,) = (T ATM) - (S0 L 4§0) |
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d. h. die Gleichungen
A +ALH A LS =8SWLA (6)
AL, =SP+A, (7)
A+A,H A, 8 =HW-S{P-HMA, -8 -8 A, (8)
A, =HWSOHLHOD A, LEMWSH LN A LS, LA, (9)

befriedigen. Das Gleichungssystem (5)—(9) ist in geschlossener Form nicht
auflosbar. Wird jedoch das Glied zweiter Ordnung 8™A;; in (8) vernach-
lissigt, so erhilt man die folgende, ndherungsweise Lésung des betrachteten
Systems:

A= Am““s(ﬁ) (10)
6 = H,—H"+8; (11)
A=A +ALH A, 5—85’{); (12)

A8 — HOW-AL -80S L HO-SM A, ~A,H

ne
folglich, nach (11)—(12)

(A, —HMA )S— 880 HMSH A, A, H, -

13
%H(”)A __1;1(:1)4 H H(n)s(n) H S(n) H(”(S(ﬁ’, ( )

und schliefflich
A, = HOSH) ~HMA, LA, —§m8H . AL,—S,,. (14)

Den Anndherungswert von § — gewonnen aus der angendherten Gleichung
(13) — in (11) cingesetzt erhilt man die Anndherang von 8™, und dadurch
eine verbesserte Anndherung von T. Das Newtonsche Verfahren (11)—(14)
sichert nun eine quadratische Konvergenz. (Es sei hier bemerkt, dall mit
Hilfe dieser ersten Anndherung in (8) auch das quadratische Glied abgeschitzt
und somit eine zweite Verbesserung in den Unbekannten erreicht wird.)

3. In diesem Abschnitt sollen die oben benutzten Sitze in exakter Weise
formuliert und bewiesen werden.

Satz 1. Geniigt die Mairix A bz, thre Partitionierung den in 2 angegebenen
Veraussetzungen, so bestehen die Relation (1) und in der angegebenen Darstellung
partizsionierbare Blockdreiecksmatrizen S und T.

Beweis: Es sei A in der Jordanschen Normalform

A={s.8,....8]" 3"
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dargestellt, u. zw. in einer Reihenfolge der rechtsseitigen Hauptvektoren, daf,
einerseits, in der Hauptdiagonalen von [s., s, ..., s,] alle Elemente ven 0
verschieden seien, und dal} anderseits, die zu konjugierten Eigenwerten geho-
renden und somit konjugierten Hauptvektoren nebeneinander stehen. Im
ersten Schritt werden aus der Darstellung (15) die komplexen Zahlen elimi-
niert. {Die Paritdtsbedingungen, die fiir die Dimensionszahlen von A, und A,,
vorgeschrieben wurden, hingen mit diesem Schritt zusammen.) Sind z. B. s,
und s;_; konjugiert, so sind

§; = —(s;+s;.y) und 5., = L (s;i—8i=1) (16)

to | =

schon reell und linear unabhingig. Betrachten wir nun einerseits das Produkt

e L

anderseits das Predukt

' \} —_ HZ][.;l' j- (18)

Es ist so gleich zu sehen, daB (17) die Matrix

(810800 v vs Sitgs 810 Siiqe oo 00 84

angibt, und dafl Hi_ill - J iiberall mit J iibereinstimmzt, abgesehen vom zwei-

dimensionalen Block in den i- und ¢ -+ 1-ten Spalten und Zeilen. der von

[‘3 ‘ﬂ (19)
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iibergeht. Es folgt dann, dal} in der Darstellung

A= {[517 Sos v ey Spl” Hi,!+1} : {Hﬁﬂ JH:‘,{H}" lHE%—l' J

der erste Faktor in der i-ten und in der { + 1-ten Spalte nur reelle Zahlen und
in der Hauptdiagonalen von 0 verschiedene Elemente besitzt, wihrend der
zweite Faktor mit J iibereinstimmt, abgesehen vom in (19) genannten Block,
der in

2;

itbergeht. Wird also fiir alle konjugierten Paare die angegebene Transforma-
tion beniitzt, erhdlt man schlieBlich die Darstellung

o
-
Sy

(22)

YRR

wye
*

12

wo bereits alle Elemente reell sind, und in [$}, §,, ..., $,] die Hauptdiagonale
nur von 0 verschiedene Zahlen enthilt. Um nun in der i-ten Zeile alle Elemente
— bzw. vom (k -+ 1)-ten zum n-ten Element (falls i > k ist; k ist die Dimen-
sionszahl von A,;) — zu annullieren (vom i-ten Element abgesehen), ist von
links mit der Matrix

— s . ) ) i . e:}: -
17 EREE L
€ €y .
Sii .
: e
. i
1) Sic1f s 6] Si—1,i x . =
HY = — e~ bzw. HY = — e e,
S Sii
€
¢;
- i T€n
— Si
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zu multiplizieren; in der Darstellung

A={[5 ... %] H}-{HJ-H}- !H }

hat also die i-te Zeile von [$,, ..., §,] - H; die Form, die der Form von T ent-

]
spricht. Multipliziert man mit allen H,, so ergibt sich die gewiinschte Dar-
stellung fiir T. Da aber der dritte Faktor die Reziproke des ersten ist, und
T-! notwendigerweise die angegebene Form hat, entspricht auch der dritte
Faktor der angegebenen Form. Endlich gewihrleistet die Struktur von J, daf
der zweite Faktor

fon 3 . n

[aaRRl e

=1 i=1
eine obere Blockdreiecksmatrix sei; H; ' bedeutet ja (von links) eine Reihen-
operation, bildet aber nur in der i-ten Reihe neue Elemente, und ist i >k, so
bildet sie neue Elemente nur mit Hilfe solcher Reihen, die einen gréferen
Index als k haben; daraus folgt, dafi der zweite Faktor eine obere Blocksdrei-
ecksmatrix ist, und damit izt unser Satz vollkommen bewiesen.

Um nun Satz 2 in exakter Weise zu formulieren, betrachten wir erst den
Beweis von Satz 1. Wie wir gesehen haben, wird durch eine Jordansche Normal-
form dann, und nur dann, die Darstellung von A in der gewiinschten Form er-
moglicht, wenn die rechtsseitigen Hauptvektoren in [x), x,, ... %] eine
Reihenfolge haben, im welcher einerseits die Konjugierten nebeneinander
stehen, anderseits wo in der Hauptdiagonalen keine O-Elemente vorkommen.
Alle moglichen Reihenfolgen, die die obigen Anforderungen erfilllen, werden
in der folgenden, eine Partitionierung-zulassenden Reihenfolge genannt.

Satz 2. In der Blockdreiecksiteration (2) konvergieren — u. zw. linear —
die Matrizen T, und 8, gegen die Gleichung (1) geniigende Grenzmatrizen T
und 8, falls es fiir A eine solche, die Partitionierung-zulassende Reihenfolge der
Hauptvektoren gibt, in welcher der grifite Modulus der ersten k-Eigenwerte un-
gleich dem grofiten Modulus der leizten (n — k)-Eigenwerte ist.

Beweis: Betrachtet man die Iteration (2). so erhilt man nacheinander
die Relationen:

AT, =T, S, ;

AT, = A(AT,) = A(T, S,) = AT, S, =T, S, S, ;

AST, = A(A2T,) = A(T,5,S) =T,5,8,8,:...

AT, = A(A"-1T,) = A(T,_, S,_, S
=T,S.S,_,...S,.

.S =

n—2
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Da nun das Produkt aus diesen oberen Blockdreiecksmatrizen selbst eine obere
Dreiecksmatrix ist, folgt aus (23), daf}

A =T, S0 T3 (24)

gilt. Die Partitionierung von A" entsprechend (24) verlduft nun ebenso, wie es
beim Beweis des Satzes 1 gezeigt wurde (hier ist im allgemeinen, g5 ' == ¢ ')

jedoch ist T, vorgeschrieben und Tg' hat eine gleiche Struktur wie T; des-
halb mufl der Grundgedanke des gezeigten Algorithmus so modifiziert werden,
dall rechis und links verschiedene Spaltenoperationen angewendet werden.

Betrachten wir also eine Jordansche Normalform von A,, wo einer-
seits, die Reihenfolge der Hauptvektoren zuldssig, anderseits, der grofite
Modulus der Eigenwerte in der ersten k-Zeile ungleich dem der letzten (n — k)-
Zeile ist. Wird die n-te Potenz des gréfiten Modulus der Eigenwerte von A
m J" ausgeklammert, bleiben an einigen Stellen der Hauptdiagonalen von j"
komplexe Zahlen mit dem Modulus 1. an anderen Stellen aber Elemente, die
eine GréBenordnung G(¢") haben (mit 0 < ¢ < 1); u. zw. blethen Elemente
mit dem Modulus 1 nur entweder in der ersten k- oder aber in den letzten
n — k-Zeilen. Wendet man nun die in Zusammenhang mit dem Beweis des
Satzes 1 erkldrten Transformationen an, um [x;, x,, ..., x,] in die Form T,,

aber in die Form Ty zu bringen, so transformiert sich J? in eine Form

~n
— u. zw. in die 8" darstellende Form —, wo gewisse Elemente die GroBen-
ordnung 1 + O{¢"). andere aber die Gréfenordnung O(¢") haben. Von dem
ausgeklammerten Faktor abgesehen, konvergiert S¥) zu einer Grenzmatrix,
und deswegen gilt dasselbe fiir T,. Wenn aber T, konvergiert, so folgt aus (2),
daf auch S, konvergent ist, w. z. B. w.

Es sei hier bemerkt, dafl falls A iiberhaupt Eigenwerte mit verschiedenen
Modulen hat, aber bei der gewé#hlten Partitionierung keine Reihenfolge existiert,
die die Forderung des Satzes 2 erfiillt, so kann entweder die Partitionierung
von A gewechselt oder eine Ahnlichkeitstransformation mit Hilfe von Per-
mutationsmatrizenpaaren angewendet werden, um eine Vertauschung der
Komponentenfolge der Hauptvektoren zu erzwingen, wodurch auch eine
Reihenfolgendnderung der zuldssigen Reihenfolgen dargestellt ist bzw. auch
neue zuldssige Reihenfolgen statifinden.

Satz 3. Der Newtonsche Iterationsprozef3 (3)—(4)—(10)—(11)—(12)—
(13)—(14) Ekonvergiert quadratisch fiir eine beliebige Matrix A und fiir beliebige
Partitionen mit entsprechenden Dimensionszahlen, falls T, eine geniigend gute
Approximation von T ist. Nehmen wir die Korrektionen in (8) in Betracht, die
sich so ergeben, erhilt man einen IterationsprozefS mir kubischer Konvergenz.

Beweis: Im Satz 1 wurde bewiesen, daf} bei geeigneten Dimensionszahlen
die gewiinschte Darstellung (1) von A immer existiert. Die Korrektion T
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bzw. die dadurch definierten Korrektionen S, und T, werden in (5)—(6)—(7)
und in (9) ganz genau in Betracht gezogen und hier erhdlt man die gesuchte
Losung durch einfache Umordnung der Gleichungen. Nur in der Gleichung (8)
Lhaben wir ein quadratisches Glied, das in erster Approximation aufler acht
gelassen wird. Fiir die Unbekannte § ergibt sich hier eine lineare Gleichung

der Form

BS--5C =D, (25)

wo B, Cund D bekannte Matrizen sind. Hatten wir in (8) auch das quadratische
Glied in Betracht gezogen, u. zw. mit seinem genauen (und hinreichend
kleinen) Wert, so wiirde statt (25) die Gleichung

B§+8C = D — 50" 5{ (25)

die genaue Lésung 6 angegeben. A hat nun mehrere Darstellungen der Form
(1), die sich in der Anordnung der rechtsseitigen Hauptvektoren unterscheiden
(s. den Nachweis des Satzes 1); eben deshalb haben die moglichen T- und S-
Matrizen, die die Darstellung (1) geben — einen Abstand (in einer gewissen
Matrizennorm gemessen), der von 0 streng abgegrenzt ist. Ist also T eine
Approximation eines moglichen T mit einem viel kleineren Abstand von diesem
T als die untere Grenze der Abstdnde der méglichen T- bzw. S-Matrizen
(u. zw. mit einem so geringen Abstand, dafl durch (3) ein solches Paar T, S,
definiert wird, dessen Glieder auch viel kleinere Abstinde von T bzw. von S
als diese untere Grenze aufweisen) so definiert (25') eindeutig die Lésung §.
Das kann aber nur dann der Fall sein, wenn die Gleichung (25) nicht entartet
ist, also auch eine eindeutige Losung besitzt. (Uber die Gleichung (23) s.
Teil 4.) Daraus folgt aber, dal} die Losung von (23) nur quadratisch von der
genauen Ldsung von (25') abweichen kann, w. z. B. w. Nehmen wir noch die
quadratische Approximation von § und S in (25') in Betracht, so ergibt
sich eine kubische Approximation von §. wie es behauptet wurde.

4. Wir milssen uns noch mit der Losung der linearen Gleichung (25) be-
schiftigen. Besitzen die quadratischen Matrizen B, € und D die Dimensions-
zahl n, so ergibt sich das folgende Gleichungssvstem, wenn wir die Spalten der
Matrizen § bzw. D in die (Spaltenvektor) Elemente der Hypervektoren x baw,
g umschreiben:

For=g. (26)
wo
0, d,”
9, d.,
x = 1 g= ;



oder GauBl—Jordan-Elimination sind O(n"} Operationen durchzufithren. Es

scheint also viel giins

iger, die Lésung von {23) direkt. dureh ein Itera

Erse

(3

i
g
tzung einer Approximation von § in (23) nur

(26) in eine Iorm

(28)

vewdhltem
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g (i) = Ty uag(i) + T 020()) + T5 7 + Tyr0; > upo(i) 5 (32)
vai(8) = Ty vao(7) + Ty (i) + Ty 5 + Tywy < wy(3) - (33)

d) Es gibt ein Indexpaar n, bzw. n, so, daB fiir die Folgen

Uy nd1 = Tiuy + Ty + Tywy + Ty 345 (34)
Uing1 = Tyvy + Tougp + Tywy + Ty 245 (35)
Upni1 = Tyug, + Ty vy + Ty 2 + Ty, ; (36)
Uy nty == Tyvg ~Touy, + Ty 30 - Tyw,, (37)
Uy und ¥y, € {wy, 5001 Uy, und Uy, € (W 5o (38)

feststehen.

Satz 4. Neben den obigen Vorausseizungen besiizt der Operator T mindestens
einen Fizpunkt in <wgy 2> Ist E — S, eindeutig umkehrbar und von streng
monoioner Art, und sind Ty und T, paarweise streng monoton (d. h. dafl} fur
w<z Tyw+T,z2<Tyz+ Tyw gelte), und kann fiir kein w <z, w€D
z € D das Gleichungspaar

w={E—8) t(Tyw+Tzy;2=(E—85) T2+ T,w)

Jestsiehen, so besizzt T einen und nur einen Fixpunkt in <w, z,>>, den man mit
Hilfe eines Verfahrens des Typs (34)—(37) approximieren kann.

Beweis: Es ist bekannt (s. z. B. [7]), daB unter den Voraussetzungen (30),
(31) die Punkte, definiert durch (34)—(35), ineinander eingeschachtelte Inter-
vallen bilden, d. h.

, .
Upnt1s V1ne1) S (Byns U3n) -

Laut des Schréderschen Fixpunktsatzes besitzt dann der Operator S; -+
4+ Tyw, + T, %, wegen a) mindestens einen Fixpunkt in <<u,,,v;,>, und da
(38) auch erfiillt ist, auch mindestens einen Fixpunkt in <{w,, z,>>. Ebenso
kann gezeigt werden, daBB auch der Operator S; + T, z, — T, w, mindestens
einen Fixpunkt in <(w,, z,>> besitzt. Betrachten wir einen Fixpunkt w, €
€ <wg, 35> des ersten, und einen Fixpunkt z; € <w, z,>> des zweiten Ope-
rators.

Da weiterhin E — S, von monoton wachsender Art ist, und T; w, +
+ Tyzy < Ty + Ty w,y gilt, steht aueh wy < w; < 7, < 3z, fest.

Laut (30)—(33) kann also der obige Gedankengang auch fir die Opera-
toren S; + Tyw, + T, z, bzw. S, + T5z + T, w, verfolgt werden. Es bleibt
nur die Frage offen, ob man auch jetzt ein Indexpaar n,(1), ny(1) mit der
Eigenschaft

<u1,n1(1)(1)5 ”1,m(1)(1)> € (w2 3 <u2,nz(1)(1)5 vz,ng(l)(1)> & {wyy 717
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finden kann. Da aber bheide Operatoren gewif} einen Fixpunkt in <u1n(l),
91 ,(1) > bzw. in <Tu, (1), v n(1)> haben, und Ty w, + T, 2, > Tywy + T, 7,
baw. Tyz + Tyw, < Tyzy + T, w, auch {feststeht, ferner der Operator
E-— 8§, von monotoner Art 1st, so folgt daf3 sowohl S; - T, w, -4 T, z, einen
Fixpunkt w, > 10, als auch S, + Ty z; + T, w, einen Fixpunkt z, <{ z, haben,
ferner, daf} auch w, < z, feststeht. Die Konstruktion kann also unbedingt fort-
gesetzt, und mit vollstdndiger Induktion bewiesen werden, daBl sowohl der
Operator S, +T,w, -+ T,z, einen Fixpunkt z,.,< 3z, besitzen, und
Wooy < Bpaq auch feststeht. Es soll nua gezeigt werden, daB

T(Zaw,, 5,5) C (e,, 37 (38)

giiltig ist. Es sei x € <"1, z,>. Da T, isoton, und T, antiton ist, folgt, daf
S;x+Tyw, + Tyz, < Sy2 -+ T+ Too=Te < S, x+ Tz, + T, w
Da ferner S; = Ty w, -+ T, 2, einen Fixpunkt W,.q € <twn, 27> und S, +
+ Ty 5, -+ T, einen Fixpunkt =, _; € <w,,, 5n>> besitzen, folgt, dall w, ; <
ngwn+T~ + T, w, + T4:, gS 2+ Tywn + Tyzn < Tx < S; 2 +
+ Tyap -+ Tyw, < Tyzn + Tow. + Tyzn + Tywn < 5,4, folglich ist

T(<2L‘n, 3n>) -g <wn+19 zn+1> 3 (39)

also steht auch (38) umso mehr fest. Damit haben wir den ersten Teil unseres
Satzes bewiesen.

Der zweite Teil des Satzes folgt fast unmittelbar; da (E — §,) eindeutig
umkehrbar und von streng monotoner Art ist, kann eine Relation der Form

him u(lrfl:)(i) — ugn)( ) < lim v(n)( ) = v(ln)(z) (40)
koo ke
baw.
lim w§(i) = uf(i) < lim oP(i) = o§ (i) (41)
koo kv

nicht richtig sein, da

ulD(i) = (E—S)) ™ (T35, + T, z,). = v{(3) (42}
bzw.

ud™(@) = (E—S;)" (T 2, 4T, w,) = (i) (43)
gelten. Die Punkte wp, . sind also eindeutig definiert. Es kann aber auch

im w, =w<lmz, =z (44)
nicht gelten, da dann
| w = (E — S,)=1 (Ty10 + T, 3)

6*



,
B
= (B 5)7H (T 5+ Ty

auch giiltig wiren in Gegensatz zu unseren Voraussetzungen. s foligt alse, daf
in diesem Falle der eindeutiz definierte Fixpunk: von T folgendermalfien

gefunden swerden kann:

—
Men
(Wi

S

47
feststehen: wir kénnen dann

wihlen, wo N bzw. U
deuten.
Nun stehen fiir die betrach

as
ool
on
“i_
on
£

i
]

Il
@

§ = o8-+ 2(BS-8C D))+ (1--%) (5--2(BS—5C - D))

umschreiben, mit o ~ 3/4 und geniigend kleinem | ¢ |

(Es sei erwihnt, dafl fiirx % ~ 1/2 auch Elemente w und z < w ange-
geben werden kénnen, die die Gieichungen

L (E — Sl)—l (TS w -+ ;‘j

gleichzeitig befriedigen.)
Es sei noch bemerkt, dafi das Verfahren (54)—(57) nicht leicht durchzu-
fithren ist und nicht schnell konvergiert; eben deswegen wenden wir es nur fiir
2 ? ped
eine grobe Eingrenzung der Lésung von B§ + 8C — D = 0 an, und nur nach-
folgend bedienen wir uns der veraligemeinerten Regula-falsi-Methode. Es soll
aber auch iiber diese Methods sne Bemerkung hinzugefiigt werden. Die

Regel in Banachriumen angewandt, die
] = ?

Regula-falsi-Methode wird in ¢
gleichzeitiz einen kommutativen Ring bilden und in denen eine Invertier-
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menge existiert, jedoch ist der Haum der n-dimensionalen quadratischen

Matrizen kein kommutativer Ring, und deshalb wendet man die Methode

nicht in der Im Buche von z angegrhenen Torm an, sondern in der Form
.y o= iy — (u,_y— ) (T = Tuny~t Tu . (49)

{Es sei bemerkt, daB der »Differenzenquotiente  (Tu,_, — Tuy)

. (z:,z_l—~u,;,}‘1 keine Approximation der Ableitung ist, da letziere ein

ndexen ist: die Form E ist jedoch fiir die linearen Gleichungen
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ind um so mehr aueh in hdchstens zweidimensionale Blécke; jedoch werden

dann die Gleichungen viel komplizierter.

Zusammenfassung

Eine Verallgemeinerung der L—R-Methode wird angegeben, die einerseits eine quadra-
tische hzw. kubische Konvergenz sichert, anderseits auch dann konvergiert, wenn die Eigen-
werte komplex oder mehrfach sind, oder einige den gleichen Modulus haben. Verfasser be-
schiftigt sich auch mit der iterativen Lésung der Matrizengleichung BX + XC = D. die ein
Hilfsmittel der angegebenen Methode ist,
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