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Der Begriff des Rauschens und die beziiglichen Rauschformeln sind seit
einem halben Jahrhundert in die Elektronik eingefiihrt worden. Geschichtlich
gesehen geschah dies in dem Augenblick, als die Erfindung und Weiterent-
wicklung der Elektronenrshre der Technik die Mbglichkeit einer scheinbar
unbegrenzten Signalverstirkung in die Hand lieferte. Es stellte sich heraus,
da} der Empfindlichkeit der nachrichtentechnischen Gerdte eine genau so
natiirliche Grenze gesetzt ist, wie etwa der Vergroferung optischer Gerdte
laut der Abbeschen Theorie.

" Aber genau so, wie die Weiterentwicklung der Technik seit Abbes Zeit
— dank der Ultramikroskopie, der Elektronen- und jetzt der lonenmikrosko-
pic — die wirksame VergréBerung um viele Groflenordnungen verbessert hat,
bedeutet die Theoric des Rauschens eine Herausforderung fiir die Elektronik,
welche zu neuen Leistungen anspornt.

Leider ist die Theorie des Rauschens in der Didaktik der Elektronik
ziemlich stiefmiitterlich behandelt worden. Die Folge davon ist, daf die
wichtigsten Beziehungen in der Praxis manchmal falsch interpretiert oder
wenigstens mit etwas Unbehagen verwendet werden.

Im folgenden wird nun gezeigt, daBl man die Rauschformeln didaktisch
aut eine vereinfachte Weise behandeln kann, so daf} die wichtigsten Zusam-
menhinge — mindestens qualitativ — durch einfache logische t})erzeugun-
gen gewonnen werdern.

1. Schretrauschen

In Gegensatz zur tiblichen Reihenfolge ist es empfehlenswert, die Behand-
lung mit der einfachsten Rauscherscheinung zu beginnen.

Es handelt sich um das Schrotrauschen, welches schon durch den von
SceoTTKY so glicklich gewédhlten Namen anschaulich gemacht wird. Ganz
allgemein gesprochen, tritt diese Erscheinung in jedem elektronischen Bau-
element auf, in dem kein Gleichgewicht herrscht und infolge dessen ein Strom
flieft. Als Rauschen bhezeichnen wir die spontanen Schwankungen im Momen-
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tanwert des Stromes, die in Folge der quantenhaften Natur der Elektrizitdt
entstehen.

- Dieser letzte Anspruch mufl aber weiter prizisiert werden. Ein absolut
geregelter gleichmiBiger FluBl von Ladungsquanten wiirde ndmlich keine, oder
fast keine Schwankung besitzen. Es ist etwas ganz anderes, wenn 10 000 Fuf-
ginger iiber eine Stralle trollen als wenn 10 000 Soldaten hintereinander
marschieren.

Die unmittelbare Ursache der Schwankung ist, dafi das Passieren jedes
einzelnen Ladungquantes ein zufilliges, von den anderen unabhingiges Ereig-
nis ist.

Nun besagt eines der wichtigsten Gesetze der Statistik, dafl in solchen
Fillen zwischen dem Durchschnittswert n und mittlerem Streuungsquadrat
die Beziehung besteht:

(n—mn)?=n. (1)

Selbst wenn der Beweis dieses Satzes nicht allgemein bekannt ist, 1dBt er
sich an Hand einiger Beispiele leicht verifizieren.

Obige Formel bildet die Grundlage der klassischen Ableitung, welche
hier kurz wiederholt sei [1]. Wir beobachten den Strom durch Messung der
iibergangenen Ladungen 1 Q in kleinen Zeitstrecken o t. (Die Messung kann
prinzipiell elektrolytisch erfolgen.)

£ At ”

I — 40 _ nq
At

wobeil ¢ = Elementarladung.
Der durchschnittliche Strom ist

Wir definieren den Schwankungstrom

i=1-—1,,.
also ist
= v ‘]: q[() 9
"= (n —n)? - = 22, E4
( ) A2 e 2)

Es sollte betont werden, dafl diese Formel tatsichlich das mittlere Quadrat
des Rauschstromes beschreibt und alles enthilt, was uns iiber den Rausch-
strom bekannt ist. Besonders interessant ist. dafl ¥ mit abnehmendem ¢,
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also mit Verdichtung der MeBzeitpunkte zunimmt. Ferner ist zu bemerken,
daB i* aufler I,—was ja einleuchtend ist — auch ven der GréBe des Ladungs-
quantums g bestimmt wird (Abb. 1).

Es ist nur eine Konvention und durchaus keine Notwendigkeit, welche
die Umschreibung von Formel (2) in die iibliche Fourier-Form erfordert. Die
Fourier-Transformation ist aber hier weder einfach noch ubersichtlich durch-

zufithren.
I -
Mk i
b = umL_,—J—L,—;_JH‘LJ ._‘_::_'-F

a

Der lange Weg laBt sich nach unserem Vorschlag mit Hilfe des Abtast-
theorems kurzschlieflen:

Es wird ja hier eigentlich die Funktion i periodisch in Zeitabstianden
-t abgetastet. Das Abtastgesetz sagt nun aus, daf} eine Zeitfunktion dadurch

im Frequenzbereich B = definiert wird. Die giinstige Form der Gleichung

(2) erfaubt es. diese Beziehung einfach als Substitution einzusetzen. Also ist
i° = 2q1, B,

oder nach f differenziert:

die sogenannte spektrale Intensitdat [2].

Durch unseren Gedankengang leuchtet es ohue weiteres ein, dafl ¢
aicht beliebig kurz sein kann. Wird ndmlich 1t < 7y, wo 7, die Laufzeit eines
Elektrons ist, so wird die Menge der transportierten Ladung JQ in zwei
nacheinander folgenden Zeitabstdnden .t nicht mehr unabhingig vonein-
ander sein, da zum Teil dieselben Elektronen zum Transport beitragen. So wer-
den die Differenzen zwischen den A Q kleiner, als es aus (2) folgen wiirde;
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2 wiichst also nicht mehr proportional der Bandbreite B, sobald deren obere

1
Grenzfrequenz f, > e wird. Oberhall f; wird also
ZT ‘
S, =2q1, F~, (4)

wo F? <1 ist und mit wachsendem f abnimmt. Diese Erscheinung tritt zum
Beispiel im hochfrequenten Rauschen gesdttigter Elektronenrshren auf.

Eine ebenso einfache Uberlegung bezieht sich auf Fille, wo der Uber-
gang mehrerer Elektronen nicht unabhéngig voneinander, sondern irgendwie
miteinander gekoppelt vorgeht, was auch der phyvsikalische Grund im betref-
fenden Falle sein mag. Nun miilte man sagen, daf} jetzt das elementare
Ladungsquantum selbst nicht ¢ sondern etwa Mg betrdgt, wo M > 1 ist.
(M kann selbst ein Durchschnittswert sein, was aber belanglos ist.) Die For-
mel fiir das Schrotrauschen mufl dann jedoch lauten:

S: = 2Mql,. (;

Ut
—

Dieses groflere Rauschen ist aber gerade das, was man Flickerrauschen nennt.
Es tritt zum Beispiel in Elektronenrohren mit Oxydkathoden und in Halb-
leiterbauelementen auf. Typisch fiir jede Form des Flickerrauschens ist seine
Frequenzabhingigkeit, die spektrale Intensitit nimmt mit abnehmender
Frequenz zu. Das kann wieder dadurch erkldrt werden, daf jeder Zug von
gekoppelten Elektroneniibergéingen eine gewisse Zeit 7 beansprucht. v ist
aber nicht unedlich kurz, sondern besitzt eine Verteilung, wobei Zeiten von
sehr langer bis kurzer Dauer vorkommen: es handelt sich also um Strom-
stéBe verschiedener Lidnge. Nun haben wir soeben gesehen, dal} die spektrale
Intensitdt abzunehmen beginnt. sobald die Frequenz f > T die reziproke
=Ly

Zeit des elementaren Stromstofes ist. Da aber 7 hier verschiedene Werte
annimmt, entsteht aus der Uberlagerung ein verschmierter Frequenzgang.
in dem die Abnahme schon bel ganz tiefen Frequenzen beginnt.

Giébe es eine Grenzfrequenz f,. von der ab nach unten die spektrale
Intensitdt konstant wire, wiirde das gemidf dem Obigen bedeuten, dafl die

Stromwerte, die wihrend schr langen Zeitstrecken _]t”>?17— bestimmt
~Ju
werden, schon der Beziehung (1) folgen, also auch die lingsten Stromstdfle
kiirzer als ¢, sind. Im Gegensatz zum gewdhnlichen Flickerrauschen ist das
der Fall speziell bei einer Flichendiode im Ubergangszustand zum Lawinen-
durchbruch (Avalanche). Dieser Zustand ist durch zahlreiche sehr kurz-
zeitige kleine Durchbruchsiromstéfie gekennzeichnet, wodurch ein hohes.
im niedrigen Frequenzbereich gleichmifiiges Rauschen entsteht.
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Es gibt ein weiteres wichtiges Beispiel, wo die Grundformel des Schrot-
rauschens scheinbar nicht giiltig ist: den Fall der Réhre mit Raumladung.
Laut Erfahrung ist hier die Stromschwankung wesentlich kleiner als in (3),
also gilt wieder

T = 2qI,BF* mit F= <1. (6)

wobel aber F? unabhingig von der Frequenz ist.

Unsere einfache Erkldrung ist die folgende: der Strom soll hier als
Bewegung des gesamten Raumladungskontinuums zwischen Kathode und
Anode vorgestellt werden. Jedes aus der Kathode emittierte Elektron dndert
dank der eigenen Ladung das Raumpotential und beeinflufit dadurch die Bewe-
gung der gesamten Raumladung. Das entspricht einer negativen Riickkopp-
lung, welche mit sich bringt, daB die gesamte libergehende Ladung nicht um
den vollen Wert ¢, sondern um einen Bruchteil desselben — also um F?% —
vermehrt wird. Somit tritt in die Gleichung als Einzelquantum F?j ein.

2. Thermisches Rauschen in Spezialfdllen

In Réhren, Dioden, Transistoren ist der fb(frgan.g der Ladung eine
wohldefinierte Erscheinung. Wie steht es aber mit einem homogenen Kérper,
etwa mit einem metallischen oder Halbleiterwiderstand? Es ist bekannt.
dafl hier auch in thermischem Gleichgewicht ein Rauschen vorhanden ist,
was zuerst von Nvquist beschriecben wurde.

Auch dies laBt sich nach unserem alten Gedankengang bestimmen.
Die tberleguug ist wohlbekannt und wird hier nur kurz wiederholt [3].

Im thermischen Gleichgewicht gleichen sich die regellosen Bewegungen
der Elektronen statistisch aus. Denken wir uns einen Kérper von Linge L
und Querschnitt 4. so entstehen durch die Geschwindigkeitskomponenten in
Richtung von L zwei Gleichstréme in entgegengesetzter Richtung. die sich
makroskopisch kompensieren, aber selbstverstindlich Schwankungen besitzen.
Ist N die Konzentration der freien Elektronen. v die durchschnittliche Ge-
schwindigkeitskomponente, so wiirde man zuerst meinen, je ein Gleichstrom-

I, ANvq
. - 0 bt . .. . ~ . -
anteil wire B und somit ergébe sich das Stromrauschen in Kurz-

schluBifall zu

1= =

= 2qly2 AN,
e i '

(Der KurzschluB3 wire z. B. in einem kreisgebogenen Koérper verwirklicht.)
Nun lduft aber ein Elektron nicht etwa die gesamte Linge L ungestdrt durch,
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sondern erleidet zahlreiche ZusammenstBe, wobei sich sein Moment jedes-
mal dndert. Eine Bahn der Linge L besteht aus kleinen Strecken der dureh-
schnittlichen Liange A1 = 7 v, wobei 7 jetzt die durchschnittliche Zeit zwi-
schen zwei Stollen bezeichnet. Als unab‘héngiges Elementarereignis ist hier
also der Ladungstransport entlang .11 aufzufassen. In der Zeit Jt kommen

L ALN At .
durchschnittlich ———— solche kleine Stromstéfie vor und davon je —
- )

erginzen sich zum vollstindigen Kreistransport einer Ladung ¢. Somit kann
der Strom als
ALN Adtit

I = e qutiL — 7
n e Az O

angegeben werden. Hier 1aBt sich wieder der Satz (n — n)* = 1 anwenden,
aber das mittlere Laufzeitquadrat zwischen zwel StoBen wird durch die Theorie
nicht als 7* sondern als 27* angegeben. (Die Erklidrung liegt in der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Laufzeiten.) Somit wird das mittlere Schwan-
kungsquadrat:

gt - N 2vig? —— Nt
e oo L (8)
At At
. . 1
oder in der Fourier-Form mit B == ";--‘]' -
=zt
i g L NTB. (9)

Die anschauliche elementare Theorie der elektronischen Leitung gibt an:

R LI ¢
I L m

T

{m = Elektronenmasse)
und fiir die durchschnittliche Geschwindigkeitskomponente v gilt laut dem
Aquipartitionstheorem der Thermodynamik:

met 1 gy
2

5 -
Somit wird die spektrale Intensitdt des Rauschstromes

s =g BT _z_ Ngir = 4 kTG . (10)

m
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Man kann iibrigens diesen Korper als Generator mit dem inneren Wider-
stand R = ?auffassen, wodurch sich auch die mittlere quadratische Span-

nungsschwankung an den Klemmen im Leerlauf angeben 1dft:
S, = 4kTR. (11

Heute wird allerdings die metallische Leitung auf Grund der Quantentheorie
behandelt. Wenn man aber N als die Anzahl der tatsdchlich frei bewegli-
chen Elektronen, m als effektive Masse, v und [ als entsprechend gemittelte
Werte interpretiert, wird am Ende wieder dieselbe Formel erhalten [4].

Man kann nun fragen, ob im Nichtgleichgewichtsfall, wenn also durch
den Widerstand ein gerichteter Strom flieit, etwa ein zusétzliches Rauschen
auftreten miisse. Erfahrungsgemif ist dies nicht der Fall. Die Erklirung
dafiir ist einfach die, dafi ein elektrisches Feld normaler GréBe nicht fahig
ist, die GréBe der thermischen Geschwindigkeit wesentlich zu dndern. Zwar
tritt jetzt eine dauernde Differenz in den Werten der entgegenfliefenden
zwei Stromkomponenten auf (was eben als makroskopisch nachweisbarer
Strom erscheint), doch bleibt die quadratische Summe etwa dieselbe wie ohne
ein dulleres Feld. ’

Nyquists Formel beschriankt sich aber nicht auf metallische Wider-
stinde, sondern bezieht sich auf jeden Zweipol im thermischen Gleichge-
wicht, unabhéngig vom physikalischen Aufbau desselben.

Fir gewisse weitere Spezialfille laft sich die Formel einfach ableiten.
Z. B.ist der Strom einer idealen PN Halbleiterdiode I = I,(e""Y7— 1), dieser
setzt sich also aus zwei unabhidngigen Komponenten zusammen. Dabei hedeutet
I, = Sperrstrom, Uy = kT/q und U duBlere Spannung. Im thermischen
Gleichgewicht ist ' = 0 und beide Stromkomponenten sind gleich groff und
entgegengesetzt. Die quadratischen Schwankungen addieren sich zu:

it = (2qI, -~ 2¢qI) B = 441 ,B.

Bekanntlich ist aber der innere Leitwert der Diode

I,

it U

hier also
oLl
U, kT

und damit gilt i* = 4k7TG, B.
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Ebenfalls 148t sich die Formel fiir den Strahlungswiderstand einer
Antenne ableiten [5]. Hier geht man von den Strahlungsgesetzen aus und
bestimmt den Energieaustausch zwischen einem strahlenden schwarzen Kor-
per und einem umgebenden Raum gleicher Temperatur. Die Einzelheiten der
Berechnung sollen iibergangen werden. Sehr interessant ist dagegen, dall das
Endergehnis der Planckschen Quantentheorie Recht trigt. Fir den Korper
mit dem Strahlungswiderstand R ergibt sich ndmlich fir die spektrale Inten-
sitdt der Spannung:

s Il‘f
S, = 4hf lexp — - 1] "tR,. (12)
: f | exy T ] s )

Eine bekannte N#herungsformel ergibt aber fiir jeme Frequenzen, fir die
hf < kT

ist, wieder die Formel

S, = 4kT R, .

(In der Nachrichtentechnik besteht obige Bedingung fast ausnahmslos.)
Es laBit sich aber nachweisen, daBl die korrekte Form der Gleichung von
Nyquist immer die b enthaltende Formel (12) ist. Die praktisch benutzte
Niaherungsformel enthélt insofern einen Widerspruch. dalBl die Integralformel
eine unendlich grofle Spannung. Strom oder — im angepalBiten Falle — eine
unendlich grofle Leistung ergibt.

lim u? - ==
B . a3)
lim i = =c.

B x

wenn die Bandbreite B iber alle Grenzen wichst. Das hat aber nur eine
theoretische Bedeutung. Selbstverstdndlich hat kein Gerdt der Elektronik
eine unendlich groBe Bandbreite. wie auch — in der Zeitdoméane — keine Mes-
sungen in unendlich kleinen Zeitabstdnden It - 0 nacheinander ausgefithrt
werden konnen. le)rigells wurde oben die Rauschformel aus den StromstéBen
der Elektronenbewegung im Metallwiderstand abgeleitet, woraus folgt, daf

die spektrale Intensitdt des Rauschens fiir Frequenzen f>—;-‘ abnehmen
2T

muff — auch ohne Beriicksichtigung der Quantentheorie.

Die oben zitierte phanomenologische Beschreibung der Strahlungserschei-
nungen beruft sich bekanntlich nicht direkt auf die Existenz der Elementar-
ladung der Elektrizitidt. sondern nur auf das Aquipartitionstheorem.
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Es ist zu bedenken, daB letzteres nicht nur fir Elektronen, Molekel
usw., sondern fiir jedes System, welches Energie besitzen kann, giiltig ist.
Man denke an die Brownsche Bewegung. Ein Staubkérnchen in der Luft,
welches sich ziemlich langsam regellos bewegt. steht in Energiegleichgewicht
mit den Molekeln der Luft: somit wird seine Bewegung dadurch gekenn-
1
2

heitsgrad besitzt. (Wohlgemerkt, unabhiingig davon, welcher Art die mate-

zeichnet, dafl sein Massenmittelpunkt die kinetische Energie

kT pro Frei-

rielle Beschaffenheit des Kérnchens sei.)

Wesentlich ist nun, daB das ..'—iquipartitionstheorem nicht nur fir die
kinetische Energie, sondern fiir jede Form der Energie gilt. So besitzt auch
eine Kapazitdt die durchschnittliche freie elektrische Energie kET/2, woraus
sich das Quadrat der durchschnittlichen Spannungsschwankung an den
Klemmen zu

0t = (14)

ergibt.

Bekanntlich besitzt jeder Widerstand eine parallel liegende parasitére
Kapazitiit C. Eine elementare Rechnung gibt nun an., wie die Spannung an
den Klemmen eines solchen Zweipols aussieht. falls dieser eine ideale Span-

nungsquelle mit der Generatorspannung u, besitzt:

(15)

Wenn wir jetzt von der Nvquistschen Formel ausgehen. und die quadratische
Klemmenspannung in einer unendlich groffen Bandbreite integrieren. so erhal-

ten wir:

— 4kTR —— .
17RC

was den aus dem Aquipartitionstheorem gewonnenen Ausdruck (14) besti-
tigt (Abb. 2).
g

YukTRAF
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3. Thermisches Rauschen im Allgemeinfall

Daf} der Ausdruck fiir das thermische Rauschen von der physikalischen
Beschaffenheit des Zweipols nicht abhidngen kann, 146t sich einfach zeigen.
Nehmen wir an, dafl einem Zweipol, dessen Impedanz bekannt ist, ein weiterer
Zweipol angeschlossen ist, der der Bedingung der Leistungsanpassung geniigt.
Es bestehe thermisches Gleichgewicht und die beiden Zweipole seien sonst
von der Umwelt vollstandig isoliert. Es ist nun ganz klar, daf} dieselbe Rausch-
leistung, welche vom ersten Zweipol auf den zweiten ibergeht, auch vom
zweiten zu dem ersten zuriickflieBen mulBl. Sonst wire nidmlich das Gleich-
gewicht gestért und der eine Korper wiirde sich auf Kosten des anderen
erwirmen, was dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik widersprechen
wiirde. Nachdem also die Rauschformel bereits fiir einen speziellen Zweipol
vom inneren Widerstand R bewiesen worden ist, mufl sie auch allgemein
gelten.

Dieser von Nyquist stammende Gedankengang ist zwar korrekt. gibt
aber keine allgemeine Erklirung fiir das Phidnomen des Rauschens. Eine
solche allgemeine Erkldrung wurde von ihm ebenfalls angegeben, doch wirkt
diese allzu abstrakt und indirekt [6].

Wir versuchen nun eine anschauliche Erkliarung zu geben. Fassen wir
Nyquists Satz als eine Umschreibung des ,:Xquipartitionstheorems auf. Ein
Zweipol, welcher von der Umwelt in jeder Hinsicht isoliert, aber durch eine
Leitung einer angepallten Impedanz angeschlossen ist, besitzt einen cinzigen
Freiheitsgrad der elektrischen Energie. Stellen wir uns vor, daff wir den Ener-
giegehalt des Zweipols durch Messung bestimmen kénnen. Wenn wir die
Messung beliebig oft wiederholen, werden wir im gemessenen Wert eine
Schwankung finden, dic — gemdB dem Aquipartitionstheorem — durch-

=chnitthch = ET betragt. Wenn die Messungen in Zeitabstdanden It ausge-

fihrt werden, gibt die Energie pro Zeit die in der Leitung hin und her stro-

mende mittlere Leistung an [2]:

. i kT
e P T, (16)
At t

Das ist aber im wesentlichen der Ausdruck von Nyquist, welcher sich durch
Anwendung des Abtasttheorems in die tibliche Form:

P=FkIB

umschreiben ldfit. Das ist die Leistung eines angepaliten Generators vem
inneren Widerstand R. Sie entspricht einer quadratischen Leerlaufspannung
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Ohne strenge Beweisfithrung ist es qualitativ auch einzusehen, daBl (16) nur

hestehen kann. solange fiir die durch Planck definierte »Wirkunge \ Fdt im
1t
statistischen Mittel

~])_ KT At > h gilt.

Zusammenfassung

Die Einfubrung der Rauschbegriffe st68t im Unterricht auf didaktische Schwierig-
keiten. Diese stammen zum Teil daher, daBl sich die mittlere quuadratische Schwankung einer
fluktuierenden GréBe als Zeitfunktion anschaulich ausdriicken lifit, die Fourier-Transforma-
tion jedoch uniibersichtlich ist. Der Verfasser schligt als neuen Weg vor, das Abtasttheorem
zu verwenden, welches eine iibersichtliche. einfache Ableitung der Rauschformeln erlaubt.
Ein weiterer Gedankengang liefert einen einfachen. allgemeinen Beweis fiir den Ausdruck
des thermischen Rauschens und lifit diesen einfach als eine Umschreibung des Aquipartitions-
theorems erscheinen.
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