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в первую очередь в теории управления, но и вообще в анализе I! син­

тезе других ;:щна,\шческих систе;\l, все более распространяется пршненение 

;\хетода пространства состояний. В HeI,OTopbIX случаях, как наПРИЛlер в иссле­
;:J.овании устойчивосТ!! по Ляпунову, нет необходюlОСТИ решения уравнений 

пространства СОСТОЯIшй, а в ;:J.ругих случаях. как наПРП;Vlер при фОР"ШРО­

вании ОПТIша,lЬНЫХ снсте;\х, решение этих уравнений ЯВ,lяется непропусти­

~оЙнеобходи~остью. 

В настояще;\l докладе ИСС:lедуются некоторые пробле:\1Ы ;\хетода про­

странства состояний, И, преr!{;:J.е всего, СУ.юшруются :\lетоды решения урав­

нений состояний. 

В первой части раСС.чатривается ВОЗ.\lOil,НОСТЬ решеНIIЯ Сl!сте:\хы урав­

нений Тlша 

х = A(t)x -L В(t)п 

у C(t)x + D(t)п, 
(1) 

т. е. CJICTe.\lbI .1!шеЙных (неавт()!!(шных) урагmеНIIЙ с пере.\lенньши пара.\lет­
рюш, а ПОТО.\! ;:J.ается обзор !10З:\IOЖНЫХ способов решения систе:\\ы урав­

нений :шнейных (инвариантных) систе.\l с постоянньши паРЮlетрюш типа 

х= Ах Ва 
(2) 

у Сх+Dп, 

в Зal"lючеНИIl кратко I,асаIOТСЯ проб.lе:YlЫ рtшtlIИЯ систе.\\ы уравнений не­

:шнейных снсте.\! типа 

х f(x, п, [) 
(3) 

у = g(x, н, [) 
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Решение линейных систем с переЛ1енными параметрами 

~aK известно, путем решения дифференциа:IЫ!ОГО уравнения (1) век­
тор состоянпi1 выражается в с.lедующеi1 фор:не: 

t 
x(t) Ф(t,tо)х(tо) S Ф(t,т)В(т)u(т)clт. 

t, 
(4) 

А с другоi1 стороны, ест учесть второе, ВСПО.\!Огате.lьное уравнение ур. (1), 
то BeI,TOp выходного CIIfHa.la по.lучается в СlеДУlOщеi1 фор.че: 

t 
(5) 

-'- C(t) \' Ф(t, T)B(T)U(T)dT -'- D(t)п(t). 
" 'о 

в обоих решениях основная .\\аТРllца, или ПО друго.\\у названию переходная 

.\laтрица Ф(t, to) шрает важную роль. Эта .\1атрица Д.1Я систем с перемен­

ны.\ш парю\етрюш .\lOжет задаваться IIСI"lЮЧIIТельно в фор.\\е бесконечного 

ряда, так называе.\\ого ряда НЭЙ.\lаIIa: 

Ф(t, (о) 1 + Q(A) -+- Q(AQ(A)) -+- Q(AQ(AQ(A))) -;- .. " (6) 
гдt 

t 

Q(A) J (А(т))ат, (7) 

" 

т. е, Q ЯВ.lяется операторо.\\ интегрирования. В то.\! исключитеЛЬНО.\\Сlучае, 
когда выпо.lняется ЮШ.чутативное соотношение типа 

(8) 

то переходная .\lатр!ща рассчитывается в упрощенноi1 фОР:\lе: 

t 
Ф(t, (о) ехр \' A(T)dT схр Q(A). 

(, 

(9) 

Решение линейных систем с постоянными параметрами 

Ес.1И !!сс.lедуе.\lая систе.\Ia Iщеет постоянные паРЮ\tТРЫ, то Юlесто 

ур, (1) деi1ствительны уравнеНIIЯ пространства состояниi1 (2). В тако:н случае 
переходная .\lатрица приобретает с.lедующиi1 вид: 

Ф(t, to) = Ф(t to) = exp(t (о)А, (10) 

JI.1II. eC.l!I ПО.lОЖИТЬ ( о О, то 

(11) 
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в ПОС~lедне:\l с.lучае вектор пространства состояний вырю·кается в виде 

t 

x(t) Ф(t)х(О) J Ф(t- ~)Вu(-r)d-r, (12) 
о 

в то вре.\lЯ КШ~ выходной сшна.l СIlсте:ны II:\leeT фОР:\lУ: 

t 

y(t) СФ(t)х(О) С.С Ф(t - ~)Вu(-r)d-r -;- Dп(t). (13) 
о 

етоды определения переходной матрицы 

Ни:гке дается обзор "Iетодов опреде.lения переходной .\1аТ]ШЦЫ для 

:IlIнейных систе.\l с постоянньши пара"Iетрюш. 

Первый способ. Для исследования линейных систе.\i с постоянны.\1I 

паРЮlетрюlИ воЗ.\южно ПР!!.\lенять преобразование Лапласа. Путе.\l преоб­

разования однородного дифференциа:1ЬНОГО уравнения (и = О) пр!! началь­

lЮ.\l УСЛОВИИ х(О) получается 

рХ(р) х(О) = АХ(р) 

н, оттуда 

Х(р) [pI - A]-lХ(О). (14) 

п уте"I обратного преобразования: 

x(t) = Ф(t)х(О). (15) 

Итак, основная .\lатрица будет ПО:lучена С ПО.\10ЩЬЮ следующего соотношения: 

(16) 

Этот способ является nдНlШ из простейших, нn пре;ЩО:lагает знание преоб­

разоваНIIЯ Лап.lаса. 

Второй способ. Пn соотношеншо (11) переходная .\1атрица ЯВ.lяется 

экспnненциа.1ЬНОЙ функцией, ПОЭТОiYlУ она .\lожет быть ра3.10жена в ряд 

Тэйлnра: 

At 1~ "t" , -:-t,.-"'-
2! - : (17) 

Но расчет экспонентов .\lатр!щ с ПРШlенеЮlеj\1 ручного :\lетода -- доста­

точно УТОiYште.1ЬНЫЙ. Если ИСПО.lьзовать ЭЦВ1\!1, то оказывается целесооб­

раЗНЫ:11 выразить бескnнечный ряд в рекуррентной фОР"lе: 

еМ = 1 + ~ At ( (At)i-l J' 
..... . (' 1)! i=l l I - • 

(18) 
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При использовании такого подхода нет необходююсти предваритель­

ного расчета собственных значений. 

Третий способ. Можно ПРИ;\lенять и ряд Неймана в ур. (6). Это будет 
существенно проще для случая, когда параметры постоянные, но решение 

дается также в форые бесконечного ряда. 

В 3ТО;\1 случае нет необходи:ности предварительного расчета собствен­

ных значений. 

Четвертый способ. Один BapJlaHT первого подхода использует опре­
деление зле?llентов переходной ?llатрицы. В тако.\\ СJlучае i-тая пере.\lенная 

состояний выражается в фОР?llе 

II 

:ri(t) = ~ Фij(t)Хj(О)' (19) 
j=l 

Э;Jе;\\ент Фij(t) определяется путеы заiнены Xj(O) = 1 и ХЁ(О) = О. i j. Тогда 
.-Цt) определяет И?I\elШО зле.чент Фi/t). Уравнен!!я пространства СОСТОЯШIЙ 

.чогут быть наглядно изображены ПрII по:\ющи бсlок-схе.\\ ИЛI графин:ов про­

хода сигна.lОВ; тогда пере?llенные состояний ПОЯВ;JЯЮТСЯ на выхще интегра­

торов. Если на вход ]-того интегратора ФИI\ТIIВНО подать юшульс, то на вы­

ходе i-тОГО интегратора появляется II.\ШУ:lЬСШIЯ переходная ФУШ:ЦJlЯ. 

Значит зле?llент Фij(t) :.ю:;кно представить как весовую ФУНКЦИЮ, а его пр\::­

образование как передаточную фУНКЦИЮ. ПОСlеднюю фУНКЦИЮ :\lO:;ЮIО 

считывать с б.lо!,-схе:\lЫ или с грarIJИ!,а прохода СИГllа.1ОВ. Путе:\l обратного 

преобразоваНJIЯ Э.lе:\lент Фij(t) :\ю:;кет быть ПО:Jучен. 

Оцеш,а этого способа совпадает с оценкой первого подхща. 

ПЯЛIЫЙ Сl10СО6. Переходная .чатрица дается в за!;:рытой фор.\!е пр]! ГIO­

.\ЮЩJI теоре.\1Ы раЗ,lо:;кеШIЯ CII.lbBecTpa. Д.1Я .чаТРIIЦЫ А с ОДНо!'ратны.\\ 

собствеННЫ.\l значение?ll pz: 

Ф(t) 
n n А 

еМ = .2,' ! еР" 11 -
Ё=!. J.! Г! 

р)) . 
Pj ) 

(~O) 

J"F' 

Это соотношеНlI\:: ЯВ.1Я\::ТСЯ обобЩt'НII\::.Ч фор.\IУ:IЫ IIНТt'рrrОЛЩIIII ЛаграН:;I\а. 

При .\шогократно.Ч, наПРII.Ч\::Р 111i-кратно.Ч. сооспJt:IIIНШ значеll!!ll Р:. 

переХОДlIая ?llаТjШЩl Iшест СIСДУЮЩllli fJ1IД:. 

(пz,. 1 )! 
cl(П',-l) [111 Adj [pI А]] ----- _.. е ~- -----

clp(m -1) g (р - РУ"; р = 1', 

(21) Ф(t) 
1 

где операции су.\1.\шрован!!я I1 у.\lI!ожt!IIЫ распрострашшпся на все собст­

венные значения, но на ЩIOго!\ратные собственные значеН!IЯ .. - толы,() еднн­

ственный раз. 
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Формулы (20) и (21) непосредственно во временной области опреде­
ляют переходную матрицу, в аналитической форме. Это является БОЛЬШИ11-1 

преИ:VlущеСТВОJ\l данного подхода. Собственные значения Pi предварительно 
надо расчитывать. Нет необходимости в применении преобразования Лап­

ласа. Для ЭЦВМ надо составить довольно длинную програJ\1.l'tlУ. При расче­

тах вручную (или при помощи машины) следует рассчитывать экспоненты 

:vштрицы А до (n - l)-той степени. 

Шестой способ. На основе TeOpel'rlbI Кэйла-Гамильтона - по которой 

.\lатрица А удовлетворяет своему характеристичеСКО,\1У уравнению - ЛIOiКНО 

разрабатывать новый подход. Сначала здесь представляется способ Кэйла­

ГЮ1Ильтона на случай однократных собственных значений, при помощи 

которого переходная матрица выражается с ПРlшенением матричного поли-

но;,ш (n l)-той степени. 

Пусть обозначает К(р) характеристический детеРJ\шнант: 

К(р) = IPI AI. (22) 

С помощью этого детерминанта ПОЛИНОCil F(p) или бесконечный ряд выра­
/!,ается в следующей форме: 

F(p) K(p)Q(p) + R(p), (23) 

где R(p) называется остатОЧНЫJ\1 ПОЛШ!ОJ\lОМ или Ci\Инималь-полиномом, 

.\lаКСИМУ1l1 (n - l)-той степени: 

R( ) I .L I n-l 
р = То т T1P I ••• т Тn-1Р , 

Пnскольку D(Pi) = О, то: 

i=1,2, ... ,11, 

(24) 

(25) 

а коэффициенты остаточного полинома Иiненно из этих соотношений Ы0ГУТ 

оы1ъ получены. 

Подобньш образо;\!: 

F(A) = K(A)Q(A) + R(A), 

11 если соблюдать теорему КэЙла-Га.\1Ильтона: К(А) = О то: 

F(A) = R(A), 

Итак, если избрать F(A) = ехр At = Ф(t), то: 

Ф(t) = eAI = R(A), 
где 

1 О Periodi<'a Polytechnica EL. 171/:'. 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
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А если появляются i\шогократные собственные значения. то в систе;не урав­

нений (25) т; уравнения будут !шеть С.lедующиЙ вид: 

dkP(p) i 
dpk Ip=Pi 

(k = 0,1, ... , т; 

cllrePt ' 

dp!; [р=р, 

1) 

(30) 

II эти уравнеlllIЯ с.lедует ПРЮlенять для расчета !\оэффициентов I"и,' ..• 1";:-1' 

Этот подход является ОДНЮ1 из СЮIЫХ целесообразных. Способ ;щет 

I!епосредственно во вреыенной области переходную ;\1атрицу. в фор.че за­

!\рытой ФОРЛlУ,lЫ. Собственные значения р; Сlедует опреде.1ИТЬ предвари­

телыю. Составление ПРОГРЮ1l\1Ы на ЦВМ здесь требует таю·ке HeMa,loro 
труда. В ходе расчетов вручную надо выполнять операцию возведения в 

степень ЛlаТРIIЦ. 

СедыlOЙ сnосоИ. Ес.1И :vшогократные собственные значения ПОЯВ.1ЯЮТСЯ. 

то С при,ченениеЛl подходящего преобразования подобия типа х = Lz 
-- :натрица А преобразуется на фОРЛ1.у канонической лштрицы типа Джор­

дэна, т. е.: однородное диффереНЦlIальное уравнение пространства СОСТОЯНИЙ 

х=Ах (31) 

преобразуется на дифференциальное уравнение следующей фор:\1ыI: 

z L -lALz = Jz. (32) 

(8 .\штрице Джордэна в диагона.1Ь над главной Дl1агона.1ЬЮ .чатрицы встав­

:Iяется соответствующее количество единиц). 8 таКЮl с.lучае фОРЩl пере­
ходной ."\1аТРИЦЫ будет следующая: 

Здесь: 

(33) 

(34,) 

ЯВ.lяется диагональной Лlатрицей собственных значений р; (он!! I!е оБЯЗil­

тельно различаются друг от друга), в то вре;vlЯ кш,: 

(35 ) 
где 

1 
t'.!. t rni - 1 

2! (m; - 1)! 

U 1 
trn ,-2 

Ti(t) = 
(т, - 2)! 

(36) 

о о о 1 
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И наконец: 

x(t) = LT(t)ePtL-1х(0) = Le1tL-'х(О) = LeL-IАLtL-lх(О). (37) 

Итак, переходная ;натрица оригинальной систе,\lЫ (31) выражается в сле­

дующей фОР:\lе: 

(38) 

Естественно этот подход illОЖНО ПРИ:\lенять 11 в случае ПрI!СУТСТВI!Я ОДI!О­

l~paTHbIx собственных значений, но тогда: 

J(t) = P(t) = diag [Рl' P~, ... Pnl (39) 

I! 
T(t) = 1. (40) 

НедостаТкО:\l вышеуказанного подхода ЯКlяется необходи:\lОСТЬ при­

.\lенения il1Ногочисленных il1аТРИЧНЫХ преобразований для получения окон­

чательного Рf:dультата (38). В то же вре;ня его преЮlущеСТВОill iIlОЖНО счи­
тать, что переходная .\штрица определяется анаЛl!тически, непосредственно 

во вре.\lенноЙ облаСТI!. Собственные значения ДОЛЖНЫ быть определены 

предварительно, II, крО.\lе того, необхощшо опредеЛ!lТЬ также и i\ШТРИЦУ 

преобразования L. 

Решение нелинейных уравнений простран ства состояний 

Пока неизвестно обобщенное решение нелинейных уравнений прост­

ранства состояний (3). В то же вре:\lЯ известны не,\Iaлочисленные итератив­
ные :\lетоды, которые .1erKo реализуются на ЦВМ. В настоящей части 

статьи прпводится лишь представление ;\1етода Рунге-Кутта. 

Этот :\lетод, как известно, исходит из заданных значений х, п, t И К 

независииыи приращеЮIЮl 

.Jt = h; Llu = u(t + h) u(t) = m (41) 

при ПО,\lОщи этого подхода расчитываются зависииые приращения 

Llx = k. (42) 

Последние приращения определяются в четырех шагах. В ходе конкретных 

10* 
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расчетов следует расчитывать следующие приращения : 

k 1 = {(х, u, t)h 

( 
kl 

k 2 =f х 2 u -L.~ 
I 2' 

0- х-г-, k -f( I k 2 

" 2 
t+ ~) 

2 

l1+Ш, t + h). 

и тогда полное приращение в уравнении (42) будет равно: 

1 
k = б (k1 + 2kz 2kз k 4) • (44) 

А если величина h не слишком большая, то такой подход дает Becblla хорошее 
приближение. А в последующей процедуре вместо оригинюьных значениИ 

х, 11, t используются новые значения: 

x(t + h) = x(t) + k, l1(t + h) = 11 -L. ш, t = t 1~. 

и процедура повторяетзя. 

Естественно, итеративные методы могут быть ПРИ:'lенены и Д"lЯ реше­

ния линейных задач также. Общим их недостатком является тот факт, что 

в результате ПРИЛlенения этих методов нельзя делать общие выводы или ОН!! 

будут носить весьма ограниченный характер. 

3аl(лючение 

в настоящем докладе дается критический обзор методов решения 

уравнений пространства состояний. Сравниваются и оцениваются преIl­

:\lущества и недостатки отдельных подходов. 

Решение задач в области неш!Нейных систем и часто линейных СИСТбl 

с переменными паР3J'tlетрами вообще требует применения цифровой вычис­

лительной машины. 

Решение задач в области линейных систе:'l с постоянными парамет­

рами является более простой задачей. Для расчета переходной матрицы, 

играющей основную роль в этих задачах, представлены сеillЬ способов, 

которые с точки зрения трудоемкости расчетов мало отличаются друг от 

друга. В принципиальных исследованиях те методы являются са7l1Ы;шr 

преимушественными, которые определяют основную матрицу в замкнутой 

форме. С точки зрения программирования на вычислительных машинах, в 

то же время, часто оказываются более ПРОСТЫЛШ решения с помощью бес­

конечных рядов. 
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Резюме 

в ЭТО~l статье дается критическпi:i обзор :'lетодов решения уравнений прост­
ранства состояний. Сравниваются и оцениваются преlшущсства I! недостатки отдельных 

подходов. 
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