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I. Einleitung 

Eine der grundlegenden Schwierigkeiten in der Behandlung von Atom
und Molekularproblemen ergibt sich aus der Berücksichtigung der Wirkung 
des Atomrumpfes. Diese Schwierigkeit pflegt durch Einführung des Pseudo
potentials ausgeschaltet zu werden. 

Seinem Wesen nach besteht das Verfahren darin, daß man, statt die 
Wellenfunktionen der Valenzelektronen auf diejenigen der Rumpfelektronen 
orthogonal zu machen, in die Schrödingersche Valenzelektronen gleichung ein 
Abstoßungspotential einführt. Dieses Abstoßungspotential hat die gleiche 
Wirkung wie die Orthogonalisierung, d. h. es hält die Valenzelektronen außer
halb des Rumpfes. Die Einführung des Pseudopotentials haben - unab
hängig voneinander - HELL~IANN [1] und GOlHB_.\.S [2] vOl"geschlagen. 

HELLMANN bestimmte das Pseudopotential nach einer semiempirischen 
l\Iethode und bediente sich seiner zur Berechung der Energieterme von Atomen 
und der Bindungsenergie von Molekülen. GO}IBAS gab zur Bestimmung des 
Pseudopotentials zwei theoretische Ableitungen an. Das Verfahren "wurde von 
ihm selhst [3] so"wie von KO:,\YA und KOZ~IA [4] zur Ermittlung der Energie
terme von Atomen, u. zv .... sowohl für Metalle als auch für Festkörper ange
wandt. 

PREUSS [5] herechnete mit Hilfe des Pseudopotentials die Bindungs
energie von Molekülen. 

Wir unsererseits wollen uns hier ausschließlich mit dem von HELL~IAN:'\ 
[l] angegehenen Pseudopotential hefassen, hei dessen Bestimmung er von 
einem wasserstoffähnlichen Eigenfunktionsansatz ausging. Ermittelt man mit 
diesem die Dichteverteilung der Valenzelektronen, dann findet man, daß sie 
yon der Hartree-Fockschen Dichteyerteilung erhehlich ahweicht. Das Hell
mannsehe Verfahren stellt also in dieser Hinsicht eine grohe Annäherung der 
tatsächlichen Verhältnisse dar. 

Das von HELLlHANN angegehene Potential wird VOll einer Reihe yon 
Autoren angewendet, doch untersucht keiner von ihnen, "welche Dichtevertei
lung im Atom es ergiht. 
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Der v-orliegende Artikel konstruiert ein Modell, dessen Eigenfunktion und 
Pscudopotential so gewählt sind, daß die radiale Dichteverteilung, wie sie aus 
der gewonnenen Eigenfunktion folgt, unter vorgeschriebenen Bedingungen eine 
gute Annäherung der Hartree-Fockschen Dichtev-erteilung bietet. 

Daß sich diese Bedingung nur noch durch eine Eigenfunktion erfüllen 
läßt, die mehrere freie Parameter enthält, leuchtet ohne weiteres ein. Au;; 
diesem Grunde 'wählten wir als Funktionsansatz eine Slater-Funktion mit zwei 
freien Parametern, die wir derart bestimmten, daß die MaximumsteIle der so 
ermittelten Dichte und der dem Maximum zugehörige Dichtewert mit den Wer
ten übereinstimme, die dem äußersten :Maximum der Hartree-Fockschen 
Dichte zugeordnet sind. Anhand der so bestimmten Eigenfunktion berechneten 
wir die im Pseudopotential aufscheinenden Beiwerte. Die Berechnung stützt 
sich nicht auf die Experimental-Energiewerte, soll doch die Brauchbarkeit des 
Modells eben durch jene gute tbereinstimmung bewiesen "werden, die zwischen 
den durch diese Potentialberechnung bestimmten Energien eint'rseits und den 
gemessenen ",Verten andererst'its besteht. 

Beim Entwurf dieses Atommodells leitete uns die Absicht, ein Instrument 
an die Hand zu bekommen, mit dessen Hilfe zu einem späteren Zeitpunkt der 
"Versuch unternommen werden könntt', Molekularprobleme zu lösen. 

2. Das HelImannsehe Verfahren 

Zu Yergleichszweckell geben wir hier eine kurze Zusammenfassung de 
ein,;chlägigen Arheit HELL:3DL-\.:\"s. Bemerkt sei hierzu, daß im weiteren die ato 
maren Einheiten benützt werden. 

"Wie bereits eingangs el"\\-ähnL wurde das für Yalenzelektronen gültig 
Pauli-Prinzip für den aus der ge;;chlossenen Elektronenschale hestehenden 
Rumpf als nichtkIassische Ahstoßungskraft formuliert. 

Diese Kraft wirkt zwischen Atomrumpf und YalenzcIektroneu und 
liefert diesen ein zusätzliehes Potential, ,,-elches die Erfüllung des Pauli-Prinzips 
-verbürgt. Auf dic geschlosscne Schale bezogeIL ist diescs zusätzliche Potential 
kug:cbymmctrisch. Das modifizierte Potential für das i-tc Yalenzclektron 
,;chreiht sich zu 

U(il V(i) VT ( i), (1) 

worm V(i) das v-om Kcrn au:-gehcnde elektrostatische Potential, VT(i) hingegen 
die V;~irkung dcs Rumpfes auf das Yalenzelektron bezeichnet. 

Für seine Berechnungcn gal) HELDIA'-":\" der Formel, die dic 'Virkung des 
Rumpfcs he:-chreiht, die Form 

A 
exp (- ~%r). (2) 

r 



ATO}DfODELL Af;F GRf;.YD DER HARTREE-FOCKSCHE.Y DICHTEVERTEILLYG 

Für das vom Kern herrührende elektrostatische Potential hingegen gilt 

V(i) = - ~, 
r 

worin Z = 1, 2, 3 ... vom Ionisationsgrad abhängig ist. 
Das A und % in (1) und (2) sind Parameter, die HELL::\IANN aus experi

mentell gewonnenen Daten bestimmte. Solcherart lautet die Schrödinger-Glei
chung des i-ten Valenzelektrons in Einelektron-Annäherung (in atomaren 
Einheiten) 

r 1 l-z-L1i 
Z 

r 
A J -r- exp (- 2xr) per) = EP(r) , (3) 

worin für P 

per, e, cp) = Rnz (r) Y Zrn (e, cp) (4) 

gilt, weun Y 1m(0, cp) die normierte Kugelfullktion ist. Rnz ist eine normierte 
wasserstoffähnliche Radialfunktion mit Variationsparametern. Zur appro
ximativen Beschreibung des höheren Zustandes (s), des angeregten Zustandes 
(s) und des tiefsten Zustandes (p) des Valenzelektrons benutzte HELL::\IAN:'-; 

wasserstoffähnliche Wellenfunktionen, die beziehungsweise die Zustände 

(Is), (2s) und (2p) beschreiben. 
Die Parameter A und % sowie die Variationsparameter in Rnl bestimmt<· 

HELUIANN derart, daß die aus (1) und (3) ermittelte Energie des Grundzustan
des mit den experimentell gew-onnenen Werten übereinstimmten, und daß 
ferner die Energiewerte der angeregten Zustände in den ersten angeI'egten 
Zuständen p und s die übeI'haupt mögliche gute Übereinstimmung mit den 
experimentell bestimmten WeI'ten zeigten. Im einzelnen nimmt deI' BeI'ecll
nungsgang folgenden Verlauf: 

Nach SepaI'ation der Wellengleichung hat man für den I'adialen Teil der 
W ellenfunktion ~J die DiffeI'entialgleich ung 

~ R" (r) - ~ R' (r) 
2 r 

[
/(1 : Jl + ~ exp (- 2%1') - ~JR(r) = ER(r). (5) 

2r~ r r 

Für die drei tiefsten Zustände des Atoms gibt HELL:'VIANN folgende Funk

tionsansätze an: 
R(Is) = e-er , 

R(2s) = [1 - _8_3_1_
7 r J e-,;r , (6) 

R(2p) re-wr . 
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R(2s) i5t orthogonal auf R(Is), E, Ij und (;) 5ind die Variationsparameter. Aus (5) 
erhält man mit (6) die Beziehungen für die Energien EIS' E2s und E~p. 

Aus diesen Gleichungen ermittelte Hellmann die Parameter A, %, E,lj 

und «j. 

3. Atommodell mit Annäherung an die Hartree-Focksche Dichteverteilung 

Ein Vergleich der Dichten, wie sie sich aus den nach obigem Verfahren 
ermittelten Eigenfunktionen ergehen, mit der Hartree-Fockschen Dichte 
zeigt einc schlechte Übereinstimmung zwischen beiden. Insofern stellt also das 
Verfahren von HELLlVIA='i='i keine gute Approximation dar, doch leuchtet es ohne 
weiteres ein, daß sich nach dieser :Vlethode eine bessere Dichteverteilung auch 
gar nicht erreichen läßt. 

Außer den nach dem Hartree-Fockschen Verfahren numerisch ermittel
ten Atomfunktionen sind auch analytische Funktionen bekannt, die sich zur 
Behandlung von Atom- und lVIolekularproblemen eignen. Die hierbei aus ge
·wählten Funktionsansätze müssen jedoch einigen Forderungen genügen. Zum 
A.nsetzen der Atom-Eigenfunktionen sollen tunliehst wenige Funktionstypen 
herangezogen werden, die Funktion enthalte ausreichend viele freie Parameter 
für das Variationsverfahren und biete eine gute Annäherung der Hartree
Fochchen Funktionen. Sie soll schließlich von möglichst einfacher Form sein, 
damit man bei Durchrechnung der in den Energieausdrücken aufscheinenden 
Integrale mit einem :Minimum von Hilfsfunktionen auskomme. 

Diesen Bedingungen genügen im allgemeinen die Slater-Funktionen. W-ir 
·wählten also für unsere Berechnungen eine solche und stellten die Dichte der 
Valenzelektronen im Grundzustand dar. 

Die ge·wählte Dichte sei 

D(r) Nrn exp (- er), (7) 

worin D(r) die radiale Dichte, N den Normierungsfaktor bezeichnet, ·während 
n und c vorderhand freie Parameter sind. Für die normierte radiale Dichte 
ailt e 

cn +1 

D(r) = -- rn exp (- er). ren) 

Die Dichte D(r) genüge folgenden Bedingungen: 

(8) 

1. Es sei die lVlaximumstelle der Dichte rm gleich der Maximumstelle der 
Hartree-Fockschen Dichte: 

8D(r) I 
--I =0. 

8r Ir=r 
i NI 

(9) 
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Hieraus ist die Stelle des Maximums 

C 
T",=-. 

n 
(10 ) 

2. Das Dichtemaximum D(rm) seI gleich demjenigen nach Hartree
Fock, es sei also 

(11) 

Diese heiden Bedingungen können durch geeignete Wahl von c und 11 

erfüllt "werden. Damit sind c und 11 nun schon gegehene Größen und die Lösung 
der Schrödinger-Gleichung lautet: 

p = Cr"~~ exp (- ~ T ), 

2 

·wobei C ein Normierungsfaktor ist. 

(12) 

Der Hamiltonsche Operator des Atom problems 1Il atomaren Einheiten 
schreibt sich zu 

1 
H= -LI U(i) 

2 
(13) 

U(i) = -
Z B 

exp ( - 2;,r) . 
r T 

Bund }, sind hier unhekannte Parameter. Den Ausdruck für das modifi
zierte Potential behalten ·wir in der ,""on HELLl\IA'-"::-;- ,""orgeschlagenen Gestalt bei. 

Die Schrödinger-Gleichung des Yalenzelektrons ist 

HIp = E!p, 

die Energie hingegen 

c2 

E=----
8(n - 1) 

c c,,·n 
...LB-----

n I n(c + 2}.)" 

(14) 

Die Parameter Bund / .. hestimmten wir nach dem Ritzschen Yariations
verfahren, wobei ·wir die Parameter Tl und c vorühergehend als frei hetrachteten. 
Auf diese "leise gelangten wir zu zwei Gleichungen 

SE 

Sc 
o 
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aE = o. 
an ' 

d. h. zu den Beziehungen 

c _ 1 ..L B (' __ c_,)n [ __ 2_1'_ ..L ~J -0 
4(n - 1) Tl I C ~. • I '). I -, -I," C T _I. n 

c .) 

c' 
( 

, n -
B c ~ In 

c + 2/.) n l -~J=o, 
n 8(n - 1)2 

(15) 

Aus diesen Gleichungen und mit den bereits bekannten \Verten für c und 
n lassen sich nun auch Bund J, rechnerisch ermitteln. Offenbar verfügt das 
durch diese B- und 1.-W-erte gekennzeichnete Ahstoßungspotential üher die 
wichtige Eigenschaft, daß dic mit seiner Hilfe errechnete Dichte - ahwei
chend von der nach dem Hellmannschen Verfahren berechneten - die Hart
ree-Focksche Dichte gut annähert. 

4. Anwendung auf das Kalium-Atom 

Zur Illustration der obigen Ausführungen wollen wir hier als Beispiel das 
Kalium-Atom betrachten. In seinen Berechnungen gibt HELLMANK für das 
K-Atom folgende Paramctcrwerte an: 

(I) 0,29, 

A 1,989, 

% 0,898. 

Damit hat man für die }Iaximulllstcllc der Radialdichte des Elektrons 

(48) im Kalium 

1"mli 3,448 at. Einheiten 

und für den Wert der Radialdichte an dieser Stelle 

In der Hartree-Fock-Tabelle (6) figurieren die obigen Größen mit fol

genden Werten: 

1'mHF 4,4 at. Einheiten, 
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Wie aus den Daten und aus Abb. 1. hervorgeht, besteht in diesem Punkt 
eme schlechte Übereinstimmung. Die nach der Beschreibuna unter Punkt 3 

~ '" 
durchgeführten Berechnungen ergahen für Kalium folgendes zahlenmäßige5 

Resultat: 
c 1,364, 

Tl 6,25. 

D (r) --

j 0,22 

I 0,20, 

0,18 

0.16 

0,14 

0,12 

0,10, 

0.0,8 

0.0,6 

0,0,4 

0,0,2 

0, 
0, 0.5 I 2 3 4 5 6 7 8 9 10, 11 12 13 1:; 15 15 17 18 r (aD 

Abb. 1. Die radiale Dichteverteilung des Yalenzelektrons im K-A.tom als Funktion von r 
u. zw. nach Hartree-Fock (HF), n;ch Hellmann (H) und nach GI. (8). (r in ao-Einheiten. 

D in Ijao-Einheiten) 

Aus rechentechnischen Gründen setzen wir Tl = 6. Mit dieser Aufrundung 
erhält man zwar für die maximale Dichte einen W-ert, der et·was unter den -.;on 

Hartree-Fock angegebenen Tahellenwert liegt, doch lassen sich mit ihm die 
im Zusammenhang für die Energie aufscheinenden Integrale wesentlich ein

facher behandeln. In unseren Berechnungen hahen die ohigen Größen folgende 

Werte: 
r m 

B 

4,4 all-Einheiten, 

0,2230 I/au-Einheiten, 

0,649, 

8,061. 

Mit den so ermittelten W-erten für c, Tl, ;. und B errechnet sich die Energie 

des Kaliumelektrons (48) zu 

EiS 0,147812 at. Einheiten, wogegen sich in 
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der Hartree-Fockschen Annäherung eine Energie yon 

E4S = 0,14575 at. Einheiten 

ergibt, 'während der gemessene \Vert 

E exp =0,15864 at. Einheiten 

beträgt. 
Ohwohl das Pseudopotential grundsätzlich von den Nebenquantenzahlen 
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Abb. 2. Yergleieh der Pseudopotentiale im K-Atom als Funktion von T, u. zw. nach Hellmann 
(H) und nach der unter Punkt 3 beschriebenen niethode (nach Punkt 3). (r in ao·Einheiten, 

VT in e"/ao-Einheiten und in logarithmischer Skala) 

des Valenzelektrons ahhängt, hahen wir yon diesel' Ahhängigkeit abgesehen 
und orientierungshalber die Energie des K-Valenzelektrons im 4p-Zustand 
herechnet. Sie ergab sich zu 

E.1P = 0,099049 at Einheiten. 

Der gemessene \Vert heläuft sich auf 

E 4P exp = 0,10093 at. Einheiten. 

Bei der rechnerischen Ermittlung der Energie des (4p )-Zustandes variier
ten 'wir den Koeffizienten im Exponenten der Eigenfunktion; der Variation5pa
Tameter ergah 5ich zu 0,55. 

Die Ühereinstimmung mit den durch Messung hestimmten Werten ist 
überaus heruhigend und scheint zu hestätigen, daß das von uns konstruierte 
Modell gut zu gehrauchen ist. 

Den Verlauf der Pseudopotentiallinien yeranschaulicht die Abh. 2. 
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4. Diskussion 

Abschließend sei erwähnt, daß der Ausarbeitung des hier beschriebenen 
Modells eine ganze Reihe von Versuchsberechnungen yorausgegangen war. Sie 
ycrfolgten das Ziel, ein modifiziertes Pseudopotential zu bestimmen, welches 
auf beruhigenderen Grundlagen fußen sollte als das Hellmannsche Modell. 
Zwei dieser Yorberechnungen nahmen in großen Umrissen folgenden Verlauf. 

In heiden Berechnungen zur Bestimmung des Pseudopotentials folgten wir 
dem yon HELL}IA;-';-;-';- angegehenen Gedankengang, mit der Abweichung jedoch, 
daß wir für den Grundzustand den Funktionsansatz 

'P = r exp ( - Zl r) , 

fiir den angeregten Zmtand p hingegen den Funktionsansatz 

']=rexp Z2r) 

wählten und die Parameter A, J., Zl und Zz aus folgenden Yler Gleichungcn 
ermit telten: 

BJS = E 4S (B, ;., Zl) , 

E-1p = E 4P (B, J., Zz) , 

8 E 4s 

8Zl 
° , 

_8E4P 0. 
8Zz 

Als Ergebnis der Lösungen dieses Gleichungssystems ergaben sich für 
Kalium, das ·wir als Beispiel hearbeitetcn, folgende zahlenmäßige Parameter-
\\-erte: 

Zl 0,50, 

Z2 0,35, 

B 6,823, 

J. 0,711. 

Die Berechnungen ·wurden sodann wiederholt mit den Funktionsansätzen 

1j> = r 2 exp( -y r) 

für den Grundzustand hzw. 

cp r 2 exp (-il r) 

für den angeregten Zustand. 
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Die gleichfalls für Kalium ermittelten Parameter 1m Pseudopotential 
betrugen 

B 1,779, 

). 0,389, 

die \Verte der Variatiol1sparameter hingegen 

0,92, 

i) 0,54. 

Mit den so gewonnenen Eigenfunktionen konnten die unter Punkt 3 
angeführten Bedingungen nicht erfüllt werden. Überdies enthält die Bestim
mung der Parameter durch die Lösung des angeschriebenen Gleichungssystems 
zahlreiche rechnerische Unsicherheiten, die sich nur schwer ausschalten lassen. 
Derartige Sch·wierigkeiten treten in dem unter Punkt 3 beschriehenen Modell 
nicht auf, welches yon dem von HELLl\L\.:'\:'\ vorgeschlagenen insofern grund
legend abweicht, als es nicht die durch Messung bestimmten Werte henützt, 
sondern die Radialdichte des Valenzelektrons mit der Auflage yorschreibt, 
daß sie die Hartree-Focksche Diehte in vorgeschriebener Weise gut annähere. 
Dieses Modell ist sehr geeignet und gut anwendbar in den gleichen Fällen wie 
das Hellmannsehe Potential. 

* 
An dieser Stelle sage ich den wissenschaftlichen Mitarbeitern B. Uchrin und K. Könvves 

T6th Dank für die Ausa(beitung des Programms zur Lösung der unter Punkt 4 angefü~ten 
Gleichungssysteme und für die ';;orgfältig~ und fachgemäße ~Durchführung der Rechenarbeit. 

l'tlein verbindlichster Dank gilt schließlich Herrn Universitätsprofessor Dr. A. K6nya 
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ermöglicht hat. sowie für seine vielen nützlichen Bemerkungen und Ratschläge zur Ausarbei-
tung ~des l'tIan~skripts der vorliegenden Publikation. ~ ~ 

Zusammenfassung 

Verfasserin bestimmt zum l'tIodell von Atomen höherer Ordnungszahl eine Slatersche 
Eigenfunktion und ein Hellmannsches Pseudopotential, u. zw. derart, d;ß die durch die resul· 
tierende Eigenfunktion dargestellte radiale Dichteverteilung die Hartree-Focksche Dichtever
teilung nach vorweg festgesetzten Bedingungen gut an~ähert. Damit erübrigt sich die Anwen· 
dung der Experimentalenergiewerte, da sie in guter Ubereinstimmung mit denlVIeßwerten -
auch rechnerisch ermittelt werden können. Verfasserin demonstriert das Verfahren und einige 
Einzelheiten der Vorberechnungen am Beispiel des Kalium-Atoms. ~ 
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