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Die Entwicklung in den Mehrkanal-Trigerfrequenzeinrichtungen hat
gezeigt, dafl es keineswegs geniigt, die einzelnen Kanile auf ihre Dampfungse
charakteristik allein zu priifen. Die Voraussetzungen fiir eine verzerrungsfreie
Ubertragung wird man — in einem gegebenen Frequenzbereich — nur durch
geeignete gemeinsame Bestimmung der Démpfungs- und der Laufzeitcharak-
teristik schaffen konnen.

Gestiitzt auf die fritheren Publikationen, priift Verfasserin in vorliegender
Arbeit die Bandpisse von Trigerfrequenzeinrichtungen auf ihre Laufzeiteigen-
schaften. Sie bespricht die Methoden zur Berechnung der Laufzeitcharakteri-
stik fiir die drei bekanntesten Filtertypen und illustriert schlieBlich ihre Dar-
legungen an je einem Beispiel.

In der bisher publizierten Literatur — so z. B. in [1] — finden sich
je nach den an die Dampfung gestellten Anforderungen, verschiedene Unter-
suchungen iiber die den einzelnen Filtertypen zugeordneten Laufzeitcharak-
teristiken. Zunichst soll deshalb eine Ubersicht iiber die Laufzeitcharakteri-
stiken der wichtigsten fiir die Trigerfrequenztelephonie in Frage kommenden
Bandpisse gegeben werden.

1. Aligemeine Bestimmung der Laufzeit transformierter Filter
1.1. Frequen:tran.sformation

In allen Fillen, in denen die vom Bandpafl geforderte Dampfung als

I g plung
symmeirisch bezeichnet werden kann, ist es allgemein iiblich, ihn durch die
Frequenztransformation

Q:&(:i__f)_y (1)
§ e, W

aus einem Tiefpal herzuleiten [2]. In (1) ist

2 — die normierte Frequenz des Tiefpasses,
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Wy = m das geometrische Mittel der unteren (w,) und der oberen
(wgp) Grenze des praktischen Durchlaffbereichs.
8 = wgp — m, die Bandbreite,
o — die willkiirliche BandpaBfrequenz.

Sofern die Forderung gestellt wird, die BandpaBcharakteristik habe
eine streng lineare Symmetrie zu einer mittleren Frequenz zu zeigen, wird
man zu einem anderen Bemessungsverfahren [3] oder zu einer anderen Trans-

formation [4] greifen miissen.

1.2. Transformierte Gruppenlaufzeitcharakteristik

Im allgemeinen Fall wird die Gruppenlaufzeitcharakteristik, kurz die
Laufzeit eines transformierten Filters folgendermafien berechnet.
Bekanntlich 148t sich die Laufzeit aus dem fiir den Ubertragungsfaktor
I' giiltigen Zusammenhang I' = a 4 jb gemif
db

dow

ermitteln, worin b = arc I die Phasencharakteristik bedeutet.
Betrigt die Phasencharakteristik des Ubertragungsfaktors des ent-

sprechenden Tiefpasses
() = are I'(£2),

dann gilt nach den Regeln der indirekten Differentiation fir die Laufzeit

des transformierten Bandpasses

(o) r e . (@42 )
(w) = ar Q) — =1, () ——, 2
ag e do do -

worin t{w) die Laufzeit des entsprechenden Tiefpasses bezeichnet.

. df
Betrachtet man nun die Funktion ——, dann hat man aus (1)
do

) 1 [, )2 ,
S adty I IR M N B :
é]: ‘ (U)J:,A (3)

an w?

dQ oy (1
do 0 (

woraus hervorgeht, daf} die Laufzeitcharakteristik des transformierten Band-
passes zur Kreisfrequenz o, der Bandmitte nicht symmetrisch sein wird.

1.3. Die Frequenzabhingigkeit des transformationsbedingten Laufzeitunterschiedes

Unschwer 146t sich die Richtigkeit folgender Zusammenhinge beweisen:
1. In einem gegebenen Bandpaf tritt der hohere Laufzeitwert stets auf
der kleineren der dem gleichen | © | zugehdrigen Frequenzen auf. Bezeichnet
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man pimlich mit w; die niedrigere, mit @, die hohere der einem bestimmten
| Q |zugeordneten Kreisfrequenzen und priift man in diesen Punkten den
Wert von (3), dann hat man

de i 1 ]: w.,
i =—1-—= (4)
do i,_q, o N
dQ | 1 oy -
i =—|1+— (5)
do |y, 0 w,

Hieraus aber folgt eindeutig, dafl

2 a2
e B
do =0 R P

o

was im Sinne von (2) die Richtigkeit obiger Feststellung beweist.

2. Der durch die Frequenztransformation bedingte, an den Bandgrenzen
auftretende Laufzeitunterschied hidngt in der Praxis nicht von der Band-
breite, sondern lediglich von der Frequenz der Bandmitte ab.

Den Beweis hierfiir liefert die Betrachtung der Differenz zwischen den

de
Punkten w, und o, der Funktion — :
®
dQ | de ! 1 [y W, w,, + o, 2 -
dow - o do | o0 W, Wop oK 0,
Die hierin angewandte Niherung
Wop +— @
05 1 14 A C’)O
2

ist fiir je einen Kanal oberhalb 12 kHz zulissig.

3. Der Laufzeitunterschied an den Bandrindern ist im untersten Kanal
am groften, wie dies aus (0) gleichfalls erhellt.

4. Ihren Maximalwert erreicht die transformationsbedingte Laufzeit-
schwankung im untersten Kanal.

Nimmt man niamlich an, die Laufzeit habe ihren Minimalwert auf der

Frequenz der Bandmitte (wie beispielsweise beim Butterworth- und beim
dQ 2
Cauer-Filter geraden Grades), dann ist w = w,, —é— = -s— = Lkonstant (wenn
©
6 = konstant), und die Laufzeit hat auf dieser Frequenz bei gleichen Filter-
typen und gleichem Grad in jedem Kanal den gleichen Wert. Auf der Frequenz

des Laufzeit-Héchstwertes hingegen, im Punkt o = o, nimmt der Wert



330 M. HABERMAJER

f—;g, und damit auch derjenige der Laufzeit, im Sinne von (4) in den hoher
%)

gelegenen Kanilen allm#hlich ab. Unsere Behauptung behilt ihre Giiltigkeit
auch fir den Fall bei. daB die Laufzeit ihren Minimalwert nicht auf der
Frequenz der Bandmitte, sondern auf einer von dieser abweichenden, jedoch
hoheren Frequenz hat. (Bei niedrigeren Frequenzen kommt dies nidmlich
wegen der Eigenheiten der Transformation micht in Frage.) Ein solcher Fall

liegt bei den Tschebyscheffschen und bei den Cauer-Filtern von ungeradem

% T (ms] b.) T (ms/ )
a.j
: | |
0 2 o FlxHz] b f [xHz]
Abb. 1

Grad vor. Hierbei nimmt im Sinne von (3), sofern Jw die Abweichung der
Minimum-Stelle von der Bandmittenfrequenz bezeichnet, das

de | 1 14 ( N 2
’ wy + dw

dw ,_ 0
fitir die iibereinander liegenden Kanéle allmiahlich zu. Die Laufzeitschwankun-
gen im Bandpall nehmen also in den héher gelegenen Kanilen immer mehr ab.

wo—do

Solcherart werden also die Laufzeitkurven zweier iibereinander gelegener
Kanile im Verhiltnis zueinander den in 4bb. Ic dargestellien Verlauf zeigen.
Dies gilt allerdings nur fir Filter gleichen Grades, weil nur solche auch gleiche
TiefpaBBcharakteristiken haben.

Aus diesen Feststellungen geht hervor. daB sich die strengsten Anfor-
derungen aus dem untersten Kanal ergeben, weshalb im iiherwiegenden Teil
der folgenden numerischen Untersuchungen dieser betrachtet werden soll.

2. Die Laufzeitschwankung der bekannteren Filtertypen

Laufzeituntersuchungen kénnen auf verschiedene Weise vorgenommen
werden. Hier wollen wir uns der in der Praxis am meisten verbreiteten Methode
bedienen, die den komplexen ﬁbertragungsf&ktor aus dem reellen Teil der
Dampfungsfunktion bestimmt. Der Wert der Laufzeit kann entweder nach
dem Bausteinprinzip aus den Polen des komplexen Ubertragungsfaktors oder
durch Derivation des imaginidren Teiles des ﬁbertragungsfaktors ermittelt
werden.
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2.1. Butterworth- Filter

Die Dampfung des Butterworth-Filters wird durch die Gleichung

a=—lIn(l+e0%) (7)

4

beschriecben. Den Wert von & bestimmt die im DurchlaBbereich maximal
zuldssige Dampfungsschwankung. Da an den Grenzen des DurchlaBbereiches
101 =1, wird

IA

]/ PR (8)

Den Wert der erforderlichen Grade bestimmt die im Sperrbereich
geforderte minimale Ddmpfung. Bezeichnet man die kleinere der Sperr-
frequenz-Transformierten eines Bandpasses mit Qpp— 1, dann hat man aus (7)

e dmin — ]

g2
n_ _-W ' (9)

Aus den Eigenheiten der Transformation ergibt sich, dafl sich der Wert
von 2,5 mit der Aufwirtsverschiebung des Bandes erhoht, wihrend damit
zugleich auch die erforderlichen Grade abnehmen. Da von den Transformierten
(Qpp bzw. £) der BandpaB-Sperrfrequenzen die dem hoheren Frequenzwert
zugeordnete Transformierte den niedrigeren Wert liefert, wird im weiteren
O, die Grundlage der Berechnung bilden.

Wie aus (7) hervorgeht, schreiben sich die Wurzeln aus dem Quadrat
des Ubertragungsfaktor-Absolutwertes zu

20 = 1, d. h. e = 20

und hieraus

s

2n

[ (25-1)
e

w
ye

Wihlt man — weil der Zihler des Ubertragungsfaktors ein Hurwitsches
Polynom sein mul — die Wurzeln der oberen Halbebene, d. h. beriicksichtigt
man die dem s = 1,2, ....n zugehdrigen Wurzeln, dann errechnet sich der
ﬁbertragungsfaktor zu

n . T b
a—j~jb=§ln[1—.@}"§gkﬁ = 1)]. (10)

S=1
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Die weitere Ableitung der Laufzeit erfolgt auf Grund von [5].
Mit der Reihenentwicklung
= oxm
In (1 —x)= — N —
m=1 M
hat man
. mx
’ —jas—1) 2
) n o _Q /’é m e =il
atjp=— > 3 &1 _
= ey m
s==1 me==1

N he s ™=
= (_Q I,a)m i . Jj2s—1) o

=
1 m

s=1
Die zweite Summe in dieser Gleichung ist die Summe einer n-gliedrigen

geometrischen Reihe. Mit ihrem Wert wird

. —im .. mT
(21e)"e ™7 sin
a-+jh=— ¥ — -
vt} . mm
m= m-sin
2n
und hieraus
Lo m:x
O vy sin?
L (@yaymsin
b= ¥
- . mx

m=1 m-sin
2n

. 5 :-t . - - . 2
Da sin® m7bel geradem m gleich Null, bei ungeradem m dagegen

-

gleich 1 ist, kann die Gleichung
(0 .:/g)f_’m—l

b= N
s . .
m=l (2m — 1)sin(2m — 1)
2n

geschrieben werden.

Die Laufzeit errechnet sich als Ableitung ven b nach 2 zu

d .= 2m — 1)(Q ya)yrm—2
7 = g S J(27e) . (11)
de m=l" (2m -- 1)sin(2m — 1) id
) 2n

Da der Zahler die Periode 2n hat, gilt

1

- g _Q ;‘E 21— “_ o
o= w21 1 (QVE 4 (@78 —, — ...\,
) . :‘[ ‘
M=t sin(2m — 1) —
2n

n
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und damit endlich

n e ;}g)‘:m-—z

M=l sin (2m — 1) —

n 2
T, = Y& - o (12)
1-- (_Q )/g-)‘.’n

2.2, Tschebyscheff- Filter

Die Bestimmung der Laufzeitcharakteristik dieses Filters folgt dem
Gedankengang des vorhergehenden Punktes [3].
Die Didmpfung des Filters ist durch die Formel

2no + T,(2
a ::——l—ln ¢h Zno 2n($2) (13)
2 ch2n0 — 1

bestimmt, in der
n —der Filtergrad,
—eine fiir die Ddmpfung im DurchlaBintervall kennzeichnende Kon-

Q

stante und schlieBlich
Ton(£2)—das Tschebyscheffsche Polynom ist.
Diese Beziehung ist dquivalent mit der bekannteren Formel

1 ;
a=-—In[l + T, ()]

Es sei die im Durchlafintervall zulidssige Dampfung aya,. Dann ist

5 == ! arth em%eas | (14)

n

Der erforderliche Grad, (n) 188t sich auf Grund von Q2,5 und der mini-

malen Sperrdampfung aus (13) berechnen, wenn man beriicksichtiot, daf}
i g gte

T(2) = cosnl, (15)
worin
(J = arccos 2. (16)

Anhand der Formel (13) kann der Wert von n nicht in einem Schritt ermittelt
werden, weil in ithr auch der ¥ert von ¢ unbekannt ist. Setzi man diesen im
ersten Schritt gleich Null, dann 14fit sich aus dem so berechneten n ein o
bestimmen, mit dem sich dann nach neuerlichem Ansetzen der Gleichung (13)
der n- und schlieBlich der endgiiltige o-Wert ermitteln 146t.
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Aus (13) konnen die Wurzeln

2s — 1):
gszcos[w __]-G]

2n

aus dem Quadrat des Ubertragungsfaktor-Absolutwertes ahgelesen werden.
Mit den Wurzeln der oberen Halbebene kann fiir die komplexe Dampfung
folgende Gleichung mit Produktdarstellung geschrieben werden:

n i (2¢ — - ]
a—?jb:ZIn{cos{(L}—)‘—T ——jﬁ} —cos@§«+const.

2n

s=1

In dieser Gleichung ist das £ durch den cos O ersetzt. In Exponential-
form nimmt sie folgende Gestalt an:

n j('ls—l):z
a%—jb:éln{l—-eﬂge’“e n ]-}-
S=1

(17%)

. j('ls—-l):t
- 111[ 1 — e e 7% n ] ~ const.

Die in (17) figurierenden beiden Summen haben die gleiche Form wie

n . .

(10), wenn man (Vg _C)) durch die Ausdriicke e¢/® - ¢7° oder e™/? - ¢77 ersetzt.
Mit den bei der Berechnung des Butterworth-Filters benutzten Umgestaltun-
gen hat man

= 9 L—(2m-1)c s (9 o .
b— 2 2e co:&m_ 1;)70 _
m=1 (2m - 1) sin —-——(“m _7 ’
2n (18)
— *{ﬁ 2‘ e_(2"1~l) 7 T‘i’uz—l("o)
! 2m — 1)
m=l (Im — l)sin(—m——l—)—PI
2n
Wegen
d .
E Tfl ("Q) =nl r—1 (Q)'
worin
U, (Q) = sin(n+1)0
sin @

das Tschebyscheffsche Polynom zweiter Gattung darstellt, gilt

. L 2.7 Gm-V Y, ()
r - z .
R = “in (2m — D)=

2n
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B sin (2m — 1) . .
Setzt man statt Uyp—o(2) den Ausdruck o geht diese Glei-
sin
chung in die Form
- ~(2m—-1) ¢ 4j(2m-—1)@
e e
K @m—1)
= [ . sm — T
m=1 7 gin @ sin b
2n
w e—('zm—l)r; e—j(‘zm-l)@
- >
_~— . C2m -1~
m=L 7sin O sin (@m—1)=
2n

iiber. ,
Beide Summen sind dem Zusammenhang (11) #hnlich. Fithri man also

dieselben Vereinfachungen durch und beniitzt man die Symmetrie der
. (2m —1)=n . R
sin T -Glieder, dann erhdlt man nach Umordnung der Summen
und nach Zusammenzichung der dhnlichen Glieder die endgiiltige Formel fiir
7 in der Gestalt

12Uy, o(2)sh Cn—2m+ 1) o

ot Sin(.Zm — 1)z

2n 9
= ch 2no 4 T,,(2) ' (19)

Die in (19) figurierenden Polynome T, und U, finden sich in den

im Literaturverzeichnis unter [6] oder [12] angefithrten Publikationen.

2.3. Der Cauersche Filter

Die Laufzeit dieses Filters wollen wir nach der allgemein iiblichen
Methode der Bemessung auf Grund der Betriebsparameter bestimmen.
Die Anforderung an die Dampfung sei gegeben, als

1
2

i

a =

In I,

worin
»]1:"_’ — 1 __%_ '([352_

i

Im allgemeinen ist ¢ oder | ¢ | gegeben.

o7

)

Beim Butterworth-Filter ist | ¢ 2 = 20", beim Tschebyscheff-Filter
hingegen war es in der Form
Ty, ()41

ch2ns —1

19

4

gegeben.

uq
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Beim Cauer-Filter hingegen ist

n——]
PP
e(P)=H [] Pl wenn o gerade, (20a)
r=1 -
bzw.
et
5 _pe -
¢ {(Py=HP ]J _——-1—, wenn ¢ ungerade ist. (20b)
yu=l 1
Hierin ist
P =j0,
H = eine aus dem Verhiltnis der Durchlal- zur Sperrbereichsdimpfung
bestimmbare Konstante,
P, = Q%! die Wurzeln des Cauerschen Polynoms
o == der Grad des Filters.

Die Wurzeln P, des in (20) gegebenen Polynoms ¢(P) werden nach
Cauer so bestimmt, daf} sich sowohl im Durchiali- als auch im Sperrbereich
eine gleichmiflige Dimpfung ergibt. In den Schaubildern 192 und 193 des

Buches von Cauer [7] sind die Werte von Ilf fir die Fille o = 4 und p =

aufgetragen. Wie aus diesen Abbildungen hervorgeht, hat die im Durchlaf-
bereich angenommene Schwankung des Wertes von ¢{P) stets den gleichen

Wert — , und ebenso haben die im DurchlaBlbereich angenommenen Minimal-

werte die gleiche Grofie HL. Der Wert von L errechnet ¢ich aus den Beziehun-
gen (21a) baw. (21b):

g—1
a ‘—)
L=z 7 2.] . wenn o ungerade und (21a)
pa=] !
o 2
L= 1|7f8&_.1, wenn o gerade ist. (21h)
1 v =

/

Die Abbildungen 192 und 193 in Cauers Buch [7] zeigen auch, daf} der

DurchlaB3bercich bis zum Wert 2 = x veicht und der Sperrbereich beim Wert
2 =k beginat. Hier besteht der Zusammenhang k = »-L

Die die Funktion ¢(P) hestimmende Gleichheit P, == 07, und der
fiir die Stellen mit minimaler Ddmpfung kennzeichnende 12, -Wert kénnen
mit Hilfe der Jacobischen ellmumhen Funktion (sn) und des vollstindigen

elliptischen Integrals erster Gatiung (K) wie folgt ermittelt werden:

0 — 21 __ .
T K =1.2...., 002). (22a)
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Vo orin
1

(22¢)

dx
“r=ma—.
[}

Die Funktionen sn und K sind z. B. bei JABNKE und EMDE [8] tabelliert.
In unseren Berechnungen zur Ermittlung der Wurzeln hielten wir uns an die
von CAUER im Anhang seines Buches gegebenen Kurventafeln, die wir als
ausreichend genau betrachten, so dafl wir von der numerischen Lésung der
obigen Gleichungen Abstand nehmen konnten. Die den gegebenen Diampfungs-
vorschriften und dem gegebenen x (der Frequenzdiskrimination) zugehérigen
Werte fiir H, p, P, und Q,, wurden also den erwihnten Kurventafeln ent-
nommen.
= h(P) wird die Funktion [(P)= —‘5(5)
f(P) J(P)

folgendermallen bestimmt: Je nachdem, ob ¢ gerade oder ungerade ist, sucht
man die Wurzeln der Gleichung f -+ jh = 0 bzw. die der Gleichung f+ h = 0
und wihlt aus diesen die in der linken Halbebene gelegenen Wurzeln aus.
Mit diesen hat man die Moglichkeit, die Funktion g(P) in ihrer Produktdar-
stellung anzusetzen. Aus dem so bekannten ['(P) aber kann die Laufzeit nun
schon bestimmt werden.

Da damit g(P) in der Produktdarstellung bekannt ist, kann man sich
auch des Bausteinverfahrens bedienen, nach dem sich 7, aus den den ein-

Mit dem bekannten ¢(P)

zelnen konjugierten komplexen Wurzeln zugehérigen Teillaufzeiten zusammen-
setzen ldfit. Es sei nun der elementare Ubertragungsfaktor
y=(P—-E)(P-P,)

untersucht, in dem P, die Nullstelle des Ubertragunsfaktors bezeichnet.

Mit P = jQ wird
y=—0—joP,+P)+P-P,.

und fiir die Phase gilt:

—QF,+P)
Q@ = arctg T ————
PP
fiir die resultierende Laufzeit hingegen, sofern P, P, ..., P, die Nullstellen

des Ub ertragungsfaktors sind,

3% IreLB) e+ EP) (23)
< d0 <7 T Qi (PR PHQ2 (R Py

T Periodica Polytechnica El. XI[4.
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3. Zahlenbeispiele zur Untersuchung der bekannteren Filtertypen

Die hier folgenden Berechnungen sollen die im vorangehenden Abschnitt
erbrterten Methoden illustrieren und einen Vergleich der einzelnen Typen
miteinander erméglichen. Die Berechnungen gelten fir den Fall folgender
Anforderungen:

Zu bestimmen sei fiir den Fall eines 4-kHz-Tragerfrequenzrasters die
Laufzeitcharakteristik fiir den bei 12 kHz beginnenden ersten sowie fiir den
bei 32 kHz beginnenden sechsten Kanal, wenn der praktische DurchlaBbereich

a (N]
4

£ 0~
N

G 323 /e FlkH

154, 163
1558 3154 363

723
1162

"

Abb. 2

bei der iiblichen praktischen Bandbreite von 3.1 kHz in einem Abstand von
300 Hz von den Trigerfrequenzen beginnt und die zuldssige Dampfungs-
schwankung kleiner ist als 0,2 N, wenn ferner der praktische Sperrbereich
in der anderen Richtung in einem Abstand von 300 Hz von der Trigerfrequenz
heginnt und der Minimalwert der Dampfung 4 N betrigt. Im Sinne von Abb. 2
z. B. ist fiir den ersten Kanal f, = 12.3 kHz, f,. = 154 kHz und fp5 = 16.3
kHz.

3.1. Numerische Untersuchung der Laufzeitschiwankung des Buiterworth- Filters

Aus (8) bzw. (9) in Abschnitt 2.1 ergibt sich fiir den ersten Kanal ein
&7« 0,7 bzw. ein n = 11. Abnlich errechnete sich der erforderliche Grad fiir
den 6. Kanal zu 11.

Die anhand der Formel (12) ermittelten 7,-Werte eines Butterworth-
Filters vom Grad n = 11 gehen aus Tabelle 1 und aus Abb. 3 hervor. Bestimmt
wurde ferner die Laufzeitcharakteristik fiir den ersten und sechsten Kanal

eines transformierten Bandpasses,

i4 F

~




x)

Laufzeitwerte fite einen Butterworth-Tief- und Bandpaf}, n == 11

Tabelle 1

Fiefpal} 09 1,20 1,10 1,05 1,00

7, 8,31 11,72 143,37 1 13,77

7, ms 099 | 13 156 1,59

Bandpal} T, ms 0,75 1,07 1,23 E 1,27

12 kiz-~16 fi kHz 12,03 12,16 12,23 .1;2,3.0

kHz f. kHz 15,75 15,58 15,49 15,40
Ty ms 0,90 1,27 ] 44 l 18

Bandpaf} T, ms 0,81 | L5 [,31 1,35

32 kHz-- 36 Si kHz | 32,01 | 32,15 32,28 | 32,30

KHz fo KMz | 3570 | 3556 35.48 | 35,40

|
|

|

0,95 0,90 0,80 0,70 0,60
12,80 | 11,49 9,63 8,66 8,08
[
1.47 1,31 1,09 0,97 | 0,89
1.19 107 1 1,91 0,82 0.78
(2,37 | 12044 | 1258 | 1272 ' 12,86
15,31 | 15,23 | 15,06 ¢ 14,89 ] 14,72
1,37 1,23 B 1,03 0,92 ' 0,85
1,26 1,13 0,95 0,86 0,81
3237 | 3245 | 32,60 | 32,75 | 32,90
35,32 0 35,24 | 3508 | 34,92 } 34,76

0,40 0,20 0
7,43 7,12 7,03
0,80 0,75 0,72
0,73 0,72 0,72
13,16 | 13,46 | 13,76
14,40 | 14,08 | 13,76
0,78 0,74 0,72
0,75 0,72 0,72
33,20 | 33,51 | 33,81
34,44 | 34,13 | 33,81

NIILTIAANTFE NO.4 NTINAMNV MHISLIAZA NFT HId 9N AHINSHALNN

6ee
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Aus den gemdB (1) ermittelten -Werten berechnen wir sodann nach
Einfithrung des Zusammenhanges 6 = 2xf; die Frequenzwerte

2 if-Qp
— Jo == ] 8 ST | a2 9.
fa= D2 o[ 2 f (24)
. . . do
und multiplizieren die diesen zugehérigen —— -Werte mit den entsprechenden
®

7,-Werten. Die Produkte dieser Multiplikationen liefern die zur Auftragung

' . @2 n=it
{ms] 1 i§ & ! 22 kHz-26kHz (n=11)
S ] 2 kHz-16kHz (n=11)
12 "5 "
a8 <y
. < , . o [kHe]
72 13 74 5 16 Kanall
52 33 34 35 36 Kanal 2.
Abb, 4

der Bandfilter-Laufzeitkurve erforderlichen Werte. Sie sind gleichfalls aus
Tabelle 1 bzw. aus .4bb. 4 ersichtlich.

Die Berechnungen erfolgten auf sechs Dezimalstellen genau, in die Tabelle
wurden jedoch der besseren Ubersicht halber blof die auf zwei Dezimalstellen

genauen Werte aufgenommen,

3.2. Numerische Untersuchung der Laufzeitschwankungen des Tschebyscheff-
Filiers

Bei Bestimmung der Laufzeit eines den gegebenen Ddmpfungsanforde-
rungen geniigenden Tschebyscheff-Filters hatten Voruntersuchungen gezeigt,
daf die Dampfungskurve, die aus dem Tschebyscheffschen T'),-Polynom vom
ersten Grade (mit n = 6) hergeleitet wurde, die Ddmpfungsanforderungen
aller sechs Binder befriedigt. Unter solchen Umstinden konnten die Bestim-
mungen auf das erste Band Leschrinkt werden, welches hinsichtlich der Lauf-
zeit die strengsten Anforderungen stellt.

Im DurchlaBbereich ist die maximal zuldssige Dampfung anay = 0.2 V.
Nach (14) kann

ev? = ¢cth 6 ¢ = 1,221403

gesetzt werden, woraus

g =0,19215.

Zur Kontrolle des n-Wertes bestimmt man den der oberen Sperrbereichs-
grenze, d. h. den dem f = 16.3 kHz zugehérigen Wert der transformierten
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Kreisfrequenz. Aus (1) erhdlt man ein Qpp = 1,5, somit ist

T(Q05) = Tio(1,5) = 51600

und wetterhin

ch2n o = ch 2,306 = 5,05.

Damit hat man gemifl (13)

5,05 4 51 600

=4T4 N> 4N,
4.0

a(.QaB) = % ]n

[}

der Filtergrad entspricht also. Bei einem n = 5 ergibe sich nach dem gleichen
Rechnungsgang blof eine Sperrdampfung von 3,77 N <4 N.

Die zur Bestimmung der Laufzeitcharakteristik des Filters erforder-
lichen Tschebyscheffschen Polynome T,, vom ersten Grad und U; — Uy,
zweiter Gattung finden sich in den im Schrifttum unter [6] angefithrten
Tabellen. Unter Beniitzung dieser Polynome und der Formel (19} lassen sich
die 7,-Werte nun schon rechnerisch ermitteln. Die so bestimmten Worte der
relativen Laufzeit sind — auf zwei Dezimalstellen genau abgerundet —, in
Tabelle 2 zusammengefafit bzw. in 4bb. 5 aufgetragen. Die Laufzeiten fiir

Tabelle 2
Laufzeitwerte eines Tschebyscheffschen Tiefpasses, n = 6
; i i ! | i | i | i i
QL2 1 105 | 1,00 0,981 0,97 | 0,95 0.9 0,85§ 0,8 0,75 |0.7 [0,65
71 L91 437 879 20,00 22,69 120,81 16,18 8.56 7,01 | 8,01 |8.8 8,87 |7.55
Q106 055 05 | 045 04 | 035 03 025 02 | 01501 0050
7 472 481 527 602 665 679 632 55

.. 6.06 5.10 50 14,70 1434 1419

i
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den ersten und den sechsten Kanal eines auf Grund dieser Daten und der

Gleichung (24) transformierten Bandpasses gehen aus 4bb. 6 hervor.

25
Tims]

20

FlkHz]

<

f 3 74 15 Kanall 16
Je 33 J4 35 Kenal2 36

3.3 Numerische Uniersuchung der Laufzeitschwankung des Cauer-Filters

Da beim Cauerschen Filter unter der Einwirkung des DurchlaBintervalls
ransformation

nicht | @ | = 1, sondern | 2 |
figurierende Wert f; nicht die Breite des Durchlaflintervalls bedeuten.
Mit den Bezeichnungen der 4bb. 7Ta und 7b erhilt man aus der Gleichheit

o:_f_ l_
s UL f

und mit Beniitzung der Zusammenhénge

fr=fifo=fofo, wmd x =k

aln]
\

Amax= 02N L

fx fx o f T fLkH]
Abb. 7
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die Beziehungen

fE=(f = f=) (fe — =) -

pofemfoe g, (25)

s T
Die Berechnungen sollen zunichst fiir den wvon 12 kHz bis 16 kHz
reichenden Kanal durchgefithrt werden. Die Dampfungsanforderungen sind

die gleichen wie bei den vorangegangenen Berechnungen. Mit den Bezeichnun-
gen der Abb. 192 bzw. 193 des Buches von CAUER [7] ist mithin

Qmin = 4N Amax = 0,2 IV
fo,=154kHz, f_, =12,3kHz, f,, = 16,3 kHz,

o =11,62kHz

und aus (25)
f3;=23.8094kHz, x =0,814, k=1,23.
Auf Grund dieser Werte hat man aus Abb. 446 des gzitierten Werkes
o+1
:)

&

ein p = 4 bzw. einn = = 2.5. Aus (22) bzw. aus Abb. 433 des gleichen
Werkes ergeben sich die Werte der normierten Dampfungspole zu

B =0:1=0.7605 bzw. P, =22} = 0,35 und

Q, =145
aus diesen
L=(Q.,0.,)%=(02:10:1)> = 0,07085 und
L? ~ 0,005.

Da es sich bei diesen Ausgangsdaten fiir die Berechnung des Cauer-
Filters um graphisch bestimmte Werte handelt, rechnen wir auch im weiteren
nur mit der entsprechenden Genauigkeit.

Nach CaueR [7] ist

S %111(1 L BRI

und hieraus durch Substitution von . = 0,2 N
H=299.

Die der Kontrolle halber durchgefiilbrie Berechnung der minimalen
Diampfung ergibt

Qmin =

Lo ) goss an,
2 L)
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h(P)
J(P)

Mit den Werten von P,, P, und H kénnen ¢(P) = und im Sinne

&(P)
f(P)

Die Bestimmung der Wurzeln von g(P) ergibt sich als Lésung der

Gleichung

bestimmt werden.

von Punkt 2.3 auech I(P)=

f + jh = (P} Pi -+ jH) P* 4 (P} + P5) (1 + jH) P* +
+14-jHP}P;=0.

75 15 4 A :
Zp 12 kHz - 16 kHz T f‘ 32kHz-36 kHz
y:gx g:l; o
10 4
Ten
5 B
%
Ty 3
o ; ; 0 S0 R . ]
g g2 0% Q6 08 10 129 0 02 g% 06 08 10 12 @
Abb. 8a Abb. 8b

Nach Substitution der betreffenden Werte hat man fiir die in der linken
Halbebene liegenden Wurzeln von g(P)

P ; P, = —0,2375 70,3740,

F: Py= —0.0711 2= 5 0,7892.

Mit den so nun schon bekannten Werten lafit sich schreiben

¢(P)= AP — B)(P — P.)(P — P (P — B,).

worin A, = |/P# P} 4 H2.Da der Nenner f(P) von I'(P) identisch ist mit
dem von ¢(P), ist f(j2) real, wie dies aus dem Nenner der Gleichungen (20a)
und (20b) ersichtlich ist. Bei den Nulliibergingen wechselt f(j2) sein Vor-
zeichen, woraus sich ein Phasensprung bzw. im Verlauf von ¢ ein Dirac-Delta-
sprung ergibt, der jedoch keine zu Signalverzerrungen fithrende Laufzeit-
schwankung zur Folge hat.

Die Bestimmung der durch /'(P) verursachten Laufzeitschwankung
aphand der Formel (23) verursacht nun keine Schwierigkeiten mehr.

Die Werte der mit den Wurzeln P, und P; bestimmten Funktion z.({2)
gehen aus Tabelle 3 hervor, wihrend ihre Kurve in 4bb. 8a aufgetragen ist.
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Die auf vollig gleiche Weise durchgefiihrte Berechnung fiir den von 32—36 kHz
reichenden sechsten Kanal ergibt als erforderlichen Grad ein p = 4 und aus
der Lésung der Gleichung f + jh = 0 die auf der linken Halbebene liegenden
Wurzeln

P; P, = —0,2375 70,3681 bzw.
By By= —0,0696 40,7875

Die mit diesen Wurzeln berechneten 7,({J)-Werte sind in Tabelle 3 zusammen-
gefalt bzw. in 4bb. 8b aufgetragen.

Tabelle 3

Laufzeitwerte eines Cauerschen Tiefpasses, 0 =4

[EN
L

12 L1 L5 1 095 09

|
;
! A

T ' L = g Jigol — w39 1495
12 kHz'—rlﬂ kHz 0.84 1,23 1.57 : 2,11 ¢ 3.06 © 1.96 1~1,8..f 7,12 1 4,25
R U | . . SRR S P
‘ |
|

| : ; | |
99 LHy 36 kHy 0-80 | L16 | 1.23 ' 1,92 | 270 429 13,92 15,18; 7.95 | 4,38

,.,__
N
o
Ut
>
(&)
e
<
o
o
k=2
[BV]
)
=l
[
[=N)
wt

3.4, Vergleich der Laufzeitschiwankungen bei den Butterworth-, den Tschebyscheff-
und den Cauer-Filtern

Die Zahlenbeispiele der vorangehenden Punkte bieten die Msglichkeit,
die einzelnen Filtertypen — ohne Anspruch auf Allgemeingiiltigkeit — mit-
einander auf ihre Laufzeitcharakteristiken hin zu vergleichen. Zu diesem
Zweck sollen die in 4bb. 9 gemeinsam aufgetragenen drei Tiefpalicharakteri-
stiken betrachtet werden. Zu dieser Abbildung sel vorweg bemerkt, daf in
ihr die Charakteristik des Cauerschen Tiefpasses in gedndertem Mafistab auf-
scheint, damit die DurchlaBintervalle zur Deckung gelangen (s. Punkt 2.3).

Am Schaubild fillt sogleich auf, dal} der Tschebyscheff-Filter die stirk-
sten relativen Laufzeitschwankungen aufweist. Diejenige des Cauer-Filters ist
zwar gleichfalls grofier als die des Butterworth-Filters, zieht man jedoch in
Betracht, daB bei diesem letzteren ein Grad von n = 11, beim Cauer-Filter
hingegen blof} ein solcher von n = 4 erforderlich ist, leuchten die wirtschaft-
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lichen Vorziige des Cauer-Filters vor den beiden anderen Filtertypen sofort
ein, Dariiber hinaus hat die minimale Ddmpfung im Sperrbereich einen Wert
von gmin= 4.9 N > 4 N, in dieser Hinsicht ist also der Cauer-Filter iiber-
dimensioniert. Seine groBe Sperrdimpfung verdankt er den an der j{2-Achse
liegenden Polen, die die Laufzeitcharakteristik nicht beeinflussen, das Lauf-
_zeitmaximum hingegen dem nahe an der jQ-Achse gelegenen Wurzelpaar
von I'. Die relative Teillaufzeit, die aus dem nahe an der reellen Achse liegenden
Wurzelpaar resultiert, nimmt mit wachsendem Q monoton ab.

2

20 1

10 1

0

0 o 4z 63 0% 05 06 07 48 09 10
G814

Abb. 9

Hieraus folgt, dal sich beim Cauer-Filter im gréften Teil des Durch-
lafintervalls nur kleinere Laufzeitschwankungen zeigen. Enthiilt die den Kanal
durchlaufende Information nur wenige hochfrequente Komponenten, dann
tritt eine kleine Verzerrung auf. Mul hingegen der Filter das Informations-
spektrum limitieren, wird man wegen der an den Grenzen des DurchlaB-
intervalls auftretenden Laufzeitmaxima mit stdrkeren Verzerrungen rechnen
miissen. Trotzdem kann im Vergleich mit den beiden anderen Filtertypen
der Cauer-Filter als der vorteilhafteste bezeichnet werden.

Die Charakteristik des Tschebyscheff-Filters #hnelt derjenigen des
Cauer-Filters insofern, als sie an der Grenze des DurchlaBintervalls gleichfalls
ein scharfes Maximum aufweist und im DurchlaBbereich selbst um einen
verhdltnismifig konstanten Wert herum schwankt. Allerdings sind sowohl
die Schwankungen als auch die an den Réndern des Bereichs aufiretenden
Spitzen weit gréfler als beim Cauer-Filter.

Die relative Laufzeit des Butterworth-Filters steigt im DurchlaBbereich
mit wachsendem { monocton an, auch zeigt er am Ende des DurchlaBbereiches
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keine so steile Spitze wie die beiden anderen Filtertypen. Trotzdem ist seine
Verwendung wegen seines hohen Grades unrentabel.

Die Formel (2) bietet die Mbglichkeit zum Ubergang von der relativen
Laufzeit zur Laufzeitcharakteristik des transformierten Filters. Eine Zusam-
menfassung der Laufzeitschwankungen fiir den im Frequenzband von 12 bis 16
kHz gelegenen Kanal 1 bei einer Dampfungsvorschrift von apm,x = 0,2 N
und @mip = 4 NV und bei 3.1 kHz DurchlaBintervall enthilt die Tabelle 4.

Tabelle 4
Filtertyp Grad ; Argnax(ms)
Butterworth 11 0,87
Tschebyscheff 6 : 2,19
Cauer . 4 1.40

4. Filterbemessung hei vorgeschriebener Laufzeitschwankung

In der Praxis wird fiir Filter nicht nur die Dimpfungscharakteristik,
sondern auch die Laufzeitschwankung vorgeschrieben. Sofern die Laufzeit-
schwankung eines Filters mit der durch die Ddmpfungscharakteristik bestimm-
ten Minimalphase den zuldssigen Wert iibersteigt, bedarf es eines Phasen-
bzw. Laufzeitausgleichs, es sei denn, es besteht die Méglichkeit, die Ddmpfungs-
forderungen zu dndern. Wir wollen das letztere Verfahren priifen, mit dessen
Hilfe eine bestimmte Laufzeitschwankung auf zweierlei Arten realisiert werden
kann:

a) Durch schrittweise Anderung des Grades bzw. der Frequenzdiskri-
mination einer geeigneten Filtertype bestimmt man die zugehérigen Lauf-
zeitschwankungen und wihlt den den Anforderungen am besten entsprechen-
den Filter.

b) Man geht von einem tabellierten Polynom, wie etwa von den in [9]
oder [10] enthaltenen Tabellenwerten aus, die Laufzeiten mit bestimmten
Toleranzen ergeben. Mit Beniitzung eines solchen Polynoms und der an der
imagindren Achse liegenden Dampfungspole (die keine Laufzeitschwankung
verursachen) bildet man eine den gegebenen Zielsetzungen entsprechende
Dampfungscharakteristik aus.

Bei Befolgung des Verfahrens unter a) zeigt sich, dall die Laufzeit-
schwankung nur dann abnimmt, wenn auch der Grad des Filters kleiner wird.
So verringert sich die Laufzeitschwankung beim Butterworth- und bheim
Tschebyscheffschen Filter mit abnehmender Frequenzdiskrimination schneller
als beim Cauer-Filter. Nidheres findet sich in der im Literaturverzeichnis
unter [11] angefithrten Publikation.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit will an Hand einer Behandlung der drei bekanntesten Fiter-

typen eine Ubersicht iiber deren Laufzeitschwankungen bieten, doch will dies keineswegs
besagen, dal} sie auch die optimalen Werte angibt. Durch Ausgestaltung geeigneter Dimpfungs-
charakteristiken kann bei kleinerer Frequenzaufteilung auch die Realisierung geringerer Launf-
zeitschwankungen erzielt werden. Ohne Zweifel liele sich die Richtigkeit dieser Behauptung
fitr einen Filtertyp mit maximal flacher Didmpfungscharakteristik im DurchlaBbereich und
mit einer im Tschebyscheffschen Sinne schwankenden Démpfungscharakteristik auch
numerisch uachweisen. Dies wird aber weiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben miissen.
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