
UNTERSUCHUNG DER LAUFZEITSCHWANKUNGEN 
VON BANDFaTERN 

Von 

M. HABERl\IAJER 

Lehrstuhl für Automatisation, Technische Universität Budapest 

(Eingegangen am 31. März 1967) 

Vorgelegt von Prof. Dr. F. CS . .\.KI 

Die Entwicklung in den Mehrkanal-Trägerfrequenzeinrichtungen hat 
gezeigt, daß es keineswegs genügt, die einzelnen Kanäle auf ihre Dämpfungs!" 
charakteristik allein zu prüfen. Die Voraussetzungen für eine verzerrungsfreie 

Übertragung wird man - in einem gegebenen Frequenzbereich - nur durch 
geeignete gemeinsame Bestimmung der Dämpfungs- und der Laufzeitcharak
teristik schaffen können. 

Gestützt auf die früheren Publikationen, prüft Verfasserin in vorliegender 
Arbeit die Bandpässe von Trägerfrequenzeinrichtungen auf ihre Laufzeiteigen
schaften. Sie hespricht die Methoden zur Berechnung der Laufzeitcharakteri
stik für die drei bekanntesten Filtertypen und illustriert schließlich ihre Dar
legungen an je einem Beispiel. 

In der bisher publizierten Literatur - so z. B. in [1] finden sich 
je nach den an die Dämpfung gestellten Anforderungen, verschiedene Unter
suchungen über die den einzelnen Filtertypen zugeordneten Laufzeitcharak
teristiken. Zunächst soll deshalh eine Ühersicht üher die Laufzeitcharakteri
stiken der wichtigsten für die Trägerfrequenztelephonie in Frage kommenden 
Bandpässe gegehen werden. 

1. Allgemeine Bestimnllmg der Laufzeit transformierter Filter 

1.1. Frequen:::transformation 

In allen Fällen, in denen die vom Bandpaß geforderte Dämpfung als 
symmetrisch hezeichnet werden kann, ist es allgemein ühlich, ihn durch die 
Frequenztransformation 

(1 ) 

aus emem Tiefpaß herzuleiten [2]. In (1) ist 

D - die normierte Frequenz des Tiefpasses, 
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Wo = V W u • WOb das geometrische Mittel der unteren (w l1) und der oberen 
(Wob) Grenze des praktischen Durchlaßbereichs. 
o = (J)ob - W u die Bandbreite, 
W die willkürliche Bandpaßfrequenz. 

Sofern die Forderung gestellt 'wird, die Bandpaßcharakteristik habe 
eine streng lineare Symmetrie zu einer mittleren Frequenz zu zeigen, wird 
man zu einem anderen Bemessungsverfahren [3] oder zu ciner anderen Trans
formation [4,] greifen müssen. 

1.2. Transformierte GruppenlauJzeitcharakteristik 

Im allgemeinen Fall wird die Gruppenlaufzeitcharakteristik, kurz die 
Laufzeit eines transformierten Filters folgendermaßen berechnet. 

Bekanntlich läßt sich die Laufzeit aus dem für den Übertragungsfaktor 

r giiltigen Zusammcnhang r = a jb gemäß 

db 
T=--

dOJ 

ermitteln, worm b = arc r die Phasencharakteristik bedeutet. 
Beträgt die Phasencharakteristik des Übertragungsfaktors des ent

sprechenden Tiefpasses 
b(D) = arc r(D), 

dann gilt nach den Regeln der indirekten Differentiation für die Laufzeit 
des transformierten Bandpasses 

) d r 0 dD 0) dD T(W =--arc ( __ )-=Tr ( __ -, 
dD dw dw 

,yorin Tr( w) die Laufzeit des entsprechenden Tiefpasses bezeichnet. 
eI!J 

Betrachtet man nun die Funktion --. dann hat man aus (1) 
dw . 

dD = Wo (_1 + W~) = 1 [1 + r'~)' 2J, 
dw 0 Wo w- . b w 

(2) 

(3) 

woraus hervorgeht, daß die Laufzeitcharakteristik des transformierten Band
passes zur Kreisfrequenz Wo der Bandmitte nicht symmetrisch sein wird. 

1.3. Die Frequenzabhängigkeit des transJormationsbedingten LauJzeitunterschiedes 

Dusch'wer läßt sich die Richtigkeit folgender Zusammenhänge beweisen: 
1. In einem gegebenen Bandpaß tritt der höhere Laufzeitwert stets auf 

der kleineren der dem gleichen ' D i zugehörigen Frequenzen auf. Bezeichnet 
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man nämlich mit (01 die niedrigere, mit (02 die höhere der einem bestimmten 
I Q Izugeordneten Kreisfrequenzen und prüft man in diesen Punkten den 
Wert von (3), dann hat man 

_d_[)_~ i = 1 [ 1 

dw 1"'=Iil! 0 
(4) 

dQ 

dw 
(5) 

Hieran:;: aber folgt eindeutig, daß 

was 1m Sinne von (2) die Richtigkeit obiger Feststellung beweist. 
2. Der durch die Frequenztransformation bedingte, an den BandgrenzeIl 

auftretende Laufzeitunterschied hängt in der Praxis nicht von der Band
breite, sondern lediglich von der Frequenz der Bandmitte ab. 

Den Beweis hierfür liefert die Betrachtung der Differenz zwischen dm 
dQ ~ 

Punkten W u und Wob der Funktion -- : 
dw 

(6) 

Die hierin angewandte ~äherung 

2 

ist für je einen Kanal oberhalb 12 kHz zulässig. 
3. Der Laufzeitunterschied an den Bandrändern ist im untersten Kanal 

am größten, 'wie dies aus (6) gleichfalls erhellt. 
4. Ihren Maximalwert erreicht die transformationsbedingte Laufzeit

schwankung im untersten Kanal. 
Nimmt man nämlich an, die Laufzeit habe ihren Minimalwert auf der 

Frequenz der Bandmitte (wie beispielsweise beim Butterworth- und beim 
dQ 2 

Cauer-Filter geraden Grades), dann ist (j) = wo' dw = b = konstant (-wenn 

(; = konstant), und die Laufzeit hat auf dieser Frequenz bei gleichen FiIter
typen und gleichem Grad in jedem Kanal den gleichen Wert. Auf der Frequenz 
des Laufzeit-Höchstwertes hingegen, im Punkt (j) = wo' nimmt der \\' ert 
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d,Q 
und damit auch derjenige der Laufzeit, im Sinne von (4) in den höher dU) , 

gelegenen Kanälen allmählich ab. Unsere Behauptung behält ihre Gültigkeit 
auch für den Fall bei, daß die Laufzeit ihren lVlinimalwert nicht auf der 
Frequenz der Bandmitte, sondern auf einer von dieser abweichenden, jedoch 
höheren Frequenz hat. (Bei niedrigeren Frequenzen kommt dies nämlich 
wegen der Eigenheiten der Transformation nicht in Frage.) Ein solcher Fall 

liegt bei den Tschebyscheffschen und bei den Cauer-Filtern von ungeradem 

(I. ) 

o 

'C [ms} b. ) 

f\v\ 
I 
'r 
'0 

Abb. 

f[kHz! 

'Z" {ms! ('.) 

Grad vor. Hierbei nimmt im Sinne von (3), sofern .Jw die Ab"weichung der 
Minimum-Stelle von der Bandmittenfrequenz bezeichnet, das 

für die übereinander liegenden Kanäle allmählich zu. Die Laufzeitsch'wankun
gen im Bandpaß nehmen also in den höher gelegenen Kanälen immer mehr ab. 

Solcherart werden also die Laufzeitkurven zweier ühereinander gelegener 
Kanäle im Verhältnis zueinander den in Abb. le dargestellten Verlauf zeigen. 
Dies gilt allerdings nur für Filter gleichen Grades, weil nur solche auch gleiche 
Tiefpaßcharakteristiken habcn. 

Aus diesen Feststellungen geht hervor, daß sich die strengsten Anfor
derungen aus dem untersten Kanal ergeben, weshalb im überwiegenden Teil 
der folgenden numerischen Untersuchungen dieser betrachtet werden soll. 

2. Die Laufzeitschwankung der bekannteren Filtertypen 

Laufzeituntersuchungen können auf verschiedene \Veise vorgenommen 
·werdt'l1. Hier wollen wir um; der in der Praxis am meisten verbreiteten Methode 
hedienen, die den komplexen Ühertragungsfaktor aus dem reellen Teil der 
Dämpfnngsfunktion hestimmt. Der Wert der Laufzeit kann entweder nach 
dem Bausteinprinzip aus den Polen des komplexen Übcrtragungsfaktors oder 
durch Deriyatiol1 des imaginären TeileO" deO" Übertragungsfaktors ermittelt 
,\'PTflpl1. 
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2.1. Butterworth- Filter 

Die Dämpfung des Butterworth-Filters wird durch die Gleichung 

(7) 

beschrieben. Den Wert von 8 bestimmt die im Durchlaßbereich maximal 
zulässige Dämpfungsschwankung. Da an den Grenzen des Durchlaßbereiches 

I D 1= 1, wird 

1. (8) 

Den Wert der erforderlichen Grade bestimmt die im Sperrbereich 
geforderte minimale Dämpfung. Bezeichnet man die kleinere der Sperr
frequenz-Transformierten eines Bandpasses mit QOB- 1, dann hat man aus (7) 

(9) 

Aus den Eigenheiten der Transformation ergibt sich, daß sich der Wert 
von DOß mit der Aufwärtsverschiebung des Bandes erhöht, während damit 
zugleich auch die erforderlichen Grade abnehmen. Da von den Transformierten 
(Doß bzw. Du) der Bandpaß-Sperrfrequenzen die dem höheren Frequenz·wert 
zugeordnete Transformierte den niedrigeren Wert liefert, wird im weiteren 
DaB die Grundlage der Berechnung bilden. 

Wie aus (7) hervorgeht, schreiben sich die Wurzeln aus dem Quadrat 
des Übertragungsfaktor-Absolut·wertes zu 

und hieraus 

82 D'2Jl = _ 1, d. h. eh(2S-1) = 82 Q21' , 

0--"'s -

j~ (~S-l) 
e 2n 

Wählt man - weil der Zähler des Übertragungsfaktors ein Hurwitsches 
Polynom sein muß - die W-urzeln der oberen Halbebene, d. h. berücksichtigt 
man die dem s = 1, 2, ... ,n zugehörigen Wurzeln, dann errechnet sich der 
Übertragungsfaktor zu 

"~ [ n_j~~5-1)J. 
a j b = ~ In 1 - D {er ~Il 

5=1 
(10) 
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Die weitere Ableitung der Laufzeit erfolgt auf Grund ,"on [5]. 
Mit der Reihenentwicklung 

In (1 - x) = 

hat man 

" -j(2s-1) r:;" 
n (D fe)l1l e _ll 

a +jb= - ~ ~ 
3=1 m=l 

= (0 ;;;;)' m ::>' _., c. 

~ m 
m=1 

m 

Die zweite Summe in dieser Gleichung ist die Summe einer n-gliedrigell 
geometrischen Reihe. Mit ihrem Wert wird 

a jb 

H. -jm~. l1L:r 
(D I e)nl e 2 Slll-;-

~ -----~ --~ -
m=l m' sin In-;r 

2n 
und hieraus 

:r 
Da sinz m 2 bei geradem m gleich ~ull, bei ungeradem m dagegen 

gleich 1 ist, kann die Gleichung 

(2m 

geschrieben ·werden. 

:T 
1) sin (2m - 1) 

211 

Die Laufzeit errechnet sieh als Ableitung von b llach [] zu 

r -r -
db ';_ =. (2m 1) (Qte)Znl-2 -re' ,,--
dQ - ~ 1;::1 (2m -- 1) sin (2m 1)~ 

2n 

Da der Zähler die Periode 2n hat, gilt 

i --.--'---'--.:..---- 11 - (Q Ve)211 -t- (Q I/e)!ll 
- :T 

m=1 sin(2m --I) ---
211 

I ... I' 

(11) 



C;YTERSr:CHU.'·G DER LAUFZEITSCHILLVKC.\"GES ros B.·L'·DFILTERS :m 

und damit endlich 

n (D ;~e)2m-2 
~ ---'----'----

m=I sin (2m _ 1) :;r 

" 2 n 
T r = ye ------.-----

1 -+- (D jie)2T1 
(12) 

2.2. Tscheb)"scheff- Filter 

Die Bestimmung der Laufzeitcharakteristik dieses Filters folgt dem 

Gedankengang des vorhergehenden Punktes [5]. 
Die Dämpfung des Filters ist durch die Formel 

1 eh 2na + 7;n(D) a = --ln -----'--"'-'-'--'--
2 eh2nv - 1 

(13) 

bestimmt, in der 
n - df'r Filtergrad, 
a eine für die Dämpfung Im Durchlaßintervall kennzeichnende Kon

stante und schließlich 

T211 (n)-das Tschebyscheffsche Polynom ist. 
Diese Beziehung ist äquivalent mit der bekannteren Formel 

1 
(1=-ln[l 

C) 

Es s('i die Im Durchlaßinter-:all zuläs;;ige Dämpfung a m2X " Dann ist 

1 
r; = arth "-(1".",, . (14.) 

l! 

D"l' ,-rforderlichp Grad, (n) läßt ~ich auf Grund -:on nOB und der mlllI

mah~n 5p p rrdiimpfung ans (13) herechnl'IL \H'!1E man herücksichtigt, daß 

(15) 
worin 

e = are co,;: Q. (16) 

Anhand der Formel (13) kann der "\'{ ert von n nicht in einem Schritt ermittelt 

werden, weil in ihr auch der \Vert VOll v unbekannt ist. Setzt man diesen im 
ersten Schritt gleich :'{ull, dann läßt sich aus dem so herechneten TL ein a 
bestimmen, mit dem sich dann nach neuerlichem Ansetzen der Gleichung (13) 
der ll- und schließlich der endgültige v-Wert ermitteln läßt. 
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Aus (13) können die Wurzeln 

o [ (28 1)::t .] 
~~s = cos - ] a 

2n 

aus dem Quadrat des Übertragungsfaktor-Absolutwertes abgelesen werden. 
Mit den Wurzeln der oberen Halbehene kann für die komplexe Dämpfung 
folgende Gleichung mit Produktdarstellung geschriehen werden: 

a + jb = iln {cos lr (28 --: 1)::t - ja] - cos er + const. 
0=1 _n 1 

In dieser Gleichung ist das Q durch den cos f) ersetzt. In Exponential
form nimmt sie folgende Gestalt an: 

n [ . (25-1).,] 
a + jb = 2' In 1 - eF0 e-c; e - ] ~ 

s=1 
(1 i) 

const. 

Die in (17) figurierenden heiden Summen haben die gleiche Form wie 

(10), wenn man (Vs Q) durch die Ausdrücke e jG 
• e-a oder e-jC,} . e- a ersetzt. 

Mit den bei der Berechnung des Butterworth-Filters henutzten U mgestaltlln
gen hat man 

Wegen 

worin 

b = ~,_2 e-(2m-l)G cos (2m 1) e 
~I (" 1)' (2m - 1) :7 m- L.7n Sin "'-----'--

2n 

2 e-(2m-l) r, 

"" ------~:.::.:--=~--
~ ;r 

m=I (2m -l)sin '-----'--
271 

~T,,(Q) 
dD . 

U" (Q) = 
sm 1) e 

sine 

das Tschehyscheffsche Polynom zweiter Gattung darstellt, gilt 

db 

dQ 
Sin -'------'--

2n 

( 18) 
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sin (2m - 1) 
Setzt man statt Uzm-z(Q) den Ausdruck ----'----'

sin f) 
, geht diese Glei-

chung in die Form 

e-(~m-l) G ej(~m-l)0 

T r = ~ ------:-:=-----::-:-;z;-
m=l j sin e sin '----~-

2n 

über. 

e-(2m-l)" e-j (2m-l)0 

~ ----~~-~ 
m=l . . CI • (2m - 1);-r 

] SIn CI SIn '-----'--
2n 

Beide Summen sind dem Zusammenhang (11) ähnlich. Führt man also 
dieselben Vereinfachungen durch und benützt man dip Symmetrie der 

(2m -1);z; _ 
sin 2n -Glieder, dann erhält man nach U mordn ung der Summen 

und nach Zusammenziehung der ähnlichen Glieder die endgültige Formel für 
T in der Gestalt 

2U2m- 2(Q) sh (2n 2m -t- 1) a 

. (2m-1);z; 
sIn-'-------'--

Tl 

~ 
m=l 

2n 
T r = -------

ch 2na + 7;ll(Q) 
(19) 

Die in (19) figurierenden PoI)rnome T" und U o finden sich in den 
'-' -n-fTl 

Im Literaturverzeichnis unter [6] oder [12] angeführten Publikationen. 

2.3. Der Cauersehe Filter 

Die Laufzeit dieses Filters wollen 'wir nach der allgemein üblichen 
Methode der Bemessung auf Grund der Betriebsparameter bestimmen. 

Die Anforderung an die Dämpfung sei gegehen, als 

a 

wonn 

1 
--Inr. 2 .. 

Im allgemeinen ist (F oder rp l~ gegeben. 
Beim Butterworth-Filtcr ist . rp .~ = c~CJ/", heim Tschehyscheff-Filter 

hingegen 'war es in der Form 

1 

eh 2 n% - 1 
gegeben. 
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Beim Cauer-Filter hingegen ist 

hzw. 

Hierin ist 
P=jQ, 

P~+ P; 
(I' (P) = H EI ---'--'--, wenn C gerade, 

,·=1 F2 P'; 1 

r{(p) = HP 1J 
r=l 

F2+ 
~----:...-, wenn C ungerade ist. 
p2p; + 1 

(20a) 

(20b) 

H = eine aus dem Verhältnis der Durchlaß- zur Sperrhereichsdämpfung 
bestimmbare Konstante, 

P, = Q;:'~ die Wurzeln des Cauerschen Polvnoms 

Cl = der Grad des Filters. 
Die Wurzeln P,. des in (20) gegebenen Polynoms cp(P) 'werden nach 

Cauer so hestimmt, daß sich sO'wohl im Durchlaß- als auch im Sperrbereich 
eine gleichmäßige Dämpfung ergibt. In den Schauhildern 192 und 193 des 

Buches yon Caucr [7] sind die Werte YOIl ; für die Fälle Cl = '1, und e = 5 

aufgetragen. \Vie aus diesen Abbildungen hervorgeht, hat die im Durchlaß
bereich angenommene Schwankung des Wertes yon cp( P) stets den gleichen 

H 
\Vert - . und ebenso hahen die im Durchlaßhereich angenommenen Minimal-L . ~ 

'werte die gleiche Größe HL. Der 'Wert yon L errechnet sich aus den Beziehun
gen (21a) bZ\L (21h): 

D e wenIl '} ungerade uud (21 a) 

L = (11 Q co:,), wenn'} gerad(O i~t. 
,;·=1 ( 

(2lh) 

Die Abhildungen 192 und 193 in Cauers Buch [7] zeIgen auch, daß der 
Durchlaßbereich bis zum WeTt Q = % reicht und der Sperrbcl"eich beim \Vert 
n = k heginnt. Hipr besteht der Zusammenhang k = % -1. 

Dic C dif' Funktion cp(P) hestimmcnde Gleichheit P, == .0=; und der 
für die Stellen mit minimaler Dämpfung kennzpichncnde [Je, - \Vcrt können 
mit Hilfe dl'r J acobischen elliptischen Funktion (sn) und des yoUständigen 
elliptischen Int\'grals erster Gattung (K) wil' folgt ermittelt werden: 

1 
P=D-;:l; %SIl K(r 1.:2, ... ,IJI2), (22a) 

2)' 
D;:,l = % sn -=----.- K (r = 1. 2, ... , ). (22b) 
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v.orin 

K 
dx 

(22c) 

Die Funktionen sn und K sind z. B. bei JAHNKE und EMDE [8] tabelliert. 

In unseren Berechnungen zur Ermittlung der Wurzeln hielten wir uns an die 
von CAUER im Anhang seines Buches gegebenen Kurventafeln, die wir als 
ausreichend genau betrachten, so daß 'wir von der numerischen Lösung der 
obigen Gleichungen Abstand nehmen konnten. Die den gegebenen Dämpfungs
vorschriften und dem gegebenen r.: (der Frequenzdiskrimination) zugehörigen 
Werte für H, q, P,. und QCl' wurden also den erwähnten Kurventafeln ent
nOlnmen. 

Mit dem bekannten g;(P) 
h(P) 

f(P) 
. d d· F k· F(P) g(P) Wir le un -tlOn = --

f(P) 
folgendermaßen bestimmt: Je nachdem, ob rp gerade oder ungerade ist, sucht 
man die Wurzeln der Gleichung f jh = 0 bZ'L die der Gleichung f h = 0 
und wählt aus diesen die in der linken Halbebene gelegenen Wurzeln aus. 
Mit diesen hat man die Möglichkeit, die Funktion g(P) in ihrer Produktdar
stellung anzusetzen. Aus dem so bekannten F(P) aber kann die Laufzeit nun 
schon bestimmt werden. 

Da damit g(P) in der Produktdarstellung bekannt ist, kann man sich 
auch des Bausteinverfahrens bedienen, nach dem sich T r aus den den ein
zelnen konjugierten komplexen Wurzeln zugehörigen Teillaufzeiten zusammen
setzen läßt. Es sei nun der elemcntare Übertragungsfaktor 

j' = (P - I>,,)(P - F,) 

untersucht, III dem p" die Nullstelle des Übertragunsfaktors bezcichnet. 

Mit P = jQ 'wird 

I'==- Q2 _ jQ(~ 

und für die Phase gilt: 

-Q(I>" + i\) rp = arctg --':=------'-
I>" P, Q2 

für die resultierende Laufzeit hingegen, sofern P" Pr], ... , P:;. die Nullstellen 
des Übertragungsfaktors sind, 

(23) 

7 Pcriodica Poiytechnica Ei. XI/-L 
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3. Zahlenheispiele zur Untersuchung der hekannteren Filtertypen 

Die hier folgenden Berechnungen sollen die im vorangehenden Abschnitt 
erörterten Methoden illustrieren und einen Vergleich der einzelnen Typen 
miteinander ermöglichen. Die Berechnungen gelten für den Fall folgender 
Anforderungen: 

Zu bestimmen sei für den Fall eines 4-kHz-Trägerfrequenzrasters die 

Laufzeitcharakteristik für den bei 12 kHz beginnenden ersten sowie für den 
bei 32 kHz beginnenden sechsten Kanal, wenn der praktische Durchlaßbereich 

a f;;,l,N2j, __ j-,-~"","1H~'--u. l.', i'~1 

~~ .. )y 
12,3 15,4. 16;1 

11,62 15,'58 

,i:t 
JI,fii. '32,.3 sr f [kHzj 
31,5* 36,3 

~4bb. ') 

hei der üblichen praktischen Bandhreite von 3,1 kHz in einem Abstand yon 
300 Hz yon den Trägerfrequenzen heginnt und die zulässige Dämpfungs
schwankung kleiner ist als 0,2 l\", wenn ferner der praktische Sperrhereich 
in der anderen Richtung in einem Ahstand v'on 300 Hz von der Trägerfrequenz 
heginnt und der Minimalwert der Dämpfung 4 N heträgt. Im Sinne von Abb. 2 
z. B. ist für den ersten Kanal fll = 12,3 kHz, fo" = 15,4 kHz und fOB = 16,3 

kHz. 

3.1. Sumerische Untersuchung der Lnuf;;;eitschlrankllTlg des Bllttencorth-Filters 

Aus (8) hzw. (9) in Abschnitt 2.1 ergibt sich für den ersten Kanal ein 
i.' 0,7 bzw. ein n = 11. Abnlich errechnete sich der erforderliche Grad für 

den 6. Kanal zu 11. 
Die anhand der Formel (12) ermittelten T r- 'Verte eines Butterworth

Filter:;; yom Grad Tl 11 gehen aus Tahelle 1 und aus Abb. 3 hervor. Bestimmt 
'wurde ferner die Laufzeitcharakteristik für den t>rstpn und ;:;ec11:;;tel1 Kanal 
eines transformierten Bandpassps. 

14 r 
~~ 

I n=11 

\ :2 

10 

8 
0 

a2 a~ 0.6 0.8 1,0 1,2 

AM . .'3 
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Tiefpaß 

BalldpaB 

12 kHz---16 

kHz 

Bandpaß 

:12 kHz--36 

kHz 

Q 1,20 

T, IUl 

Tl IIlS 0,99 

T 2 IUS 0,7:; 

f, knz 12,0:\ 

j~ klIz IS,7:; 

Tl lllH 0,90 

7 2 IllH O,BI 

/, kHz 32,Ol 

j~ kITz :15,7[ 

'fnllcllc 1 

Lanfzcitwcrtc fiir cincn Bntl(~rworth-Ticf- und Bandpaß, TI ~= 1 I 

1,10 I,OS 1,00 I O,9S 
I 

0,90 O,BO 0,70 

11,72 I::,:l7 1:\,77 I l2,BO 11,'1.9 9,li:\ B,66 

1,;\7 1,:;6 1,S!) IA7 J,:\I 1,09 0,97 

1,07 1,2:\ 1,27 1,19 1,07 i 1,91 O,B2 

12,l6 12,2:\ 12,:\0 l2,:17 12A,I, 12,.1B J 2,72 

IS,SH 1S,.I,<) lSAO 1;;,:\1 IS,2:~ 15,O(i 1,1"H9 

1,27 l,q.,/. l"I,B 1,37 1,2:\ 1,0:\ 0,92 

1,1;; 1,:11 1,:15 [,26 [,1:1 0,95 O,B6 

32,lS :12,2:1 :12,:l0 :12,37 :12,45 :\2,60 :12,75 

:15,56 3!iAB :\S"I,O :15,:32 :\:',2,1, :I:',OB :\,1,,92 

c: 
~ 
t;j 
::0 
(f:. 

c: 
C'"l ::r; 
r; 
:.-
<;) 

0,60 0,40 0,20 0 
I;:j 
t<1 
::0 

B,OB 7,'1.:\ 7,12 7,0:\ t-< 
'-c: 
~ 

O,B9 O,BO 0,7:; 0,72 t<1 
::j 
Vi 

O,7B O,7il 0,72 0,72 C'"l ::r; 
J2,B6 1:lJ6 1:\,46 1:\,76 ~ 
14',72 1t\.,'1.0 H,OB B,76 

:..: 
~ 
~ 

--- ---~~--

I ;::; 
O,BS 0,7B 0,7'1, 0,72 t<1 

:..: 
O,BI 0,75 0,72 0,72 

ci 
32,!)O :13,20 :1:1,51 :l3,BJ < 

b:i 
,1 /1,,76 :1 /1,/1-:1, 3'1,,1:1 :1:1,1\1 '-

~ 
"1 
~ 
t;j 
::0 
~ 

w 
lß 
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Aus den gemäß (1) ermittelten [J-,Verten berechnen 'wir sodanll nach 
Einführung des Zusammenhanges b = 2-:r!o die Frequenzwerte 

· ( Jö~ Q r + Jo~ (24) 

dQ 
und multiplizieren die diesen zugehörigen -Werte mit den entsprechenden 

d(!) 
Tr-Werten. Die Produkte dieser Multiplikationen liefern die zur Auftragung 

?:" 16 
[ms] . ~. 

1," co 
1,2 ~-

32kHz-36kHz (n=lI) 

12 kHz-16 AHz In = 11) 

1,0. j 
O,a '" 
~ __ ~ __ ~ ________ ~ __ ~ ____ ~ __ ~ ____ ~.,~~MHd 

12 
32 

13 
33 

Abb, I 

15 
35 

16 Kanal!. 
36 Kanal 2. 

der Bandfilter-Laufzeitkurve erforderlichen W-erte. Sie sind gleichfalls aus 

Tabelle 1 bzw. aus Abb. 4 ersichtlich. 
Die Berechnungen erfolgten auf sechs Dezimalstellen genau, in dic Tabelle 

wurden jedoch der besseren Übersicht halber hloß die auf zwei Dezimalstellen 

genauen Werte aufgenommen. 

3.2. Numerische Untersuchung der LauJzeitschwankungen des TsclzebyscheJJ
Filters 

Bei Bestimmung der Laufzeit eines elen gegebenen Dämpfungsanforde
rungen genügenden Tschehyscheff-Filters hatten Yoruntersuchungen gezeigt, 
daß die Dämpfungskurve, die aus dem Tschehyscheffschen T12-Polynom vom 
ersten Grade (mit n = 6) hergeleitet wurde, die Dämpfungsanfordcrungcn 
aller sechs Bänder befriedigt. lTntcr solchen Umständen konnten die Bestim
mungen auf das erste Band heschränkt \\'erdell, 'welches hinsichtlich der Lauf

zeit die strengsten Anforderungen stellt. 
Im Durchlaßbereich ist die maximal zulässige Dämpfung amäx = 0,2 ~'Y. 

::'Il'ach (14) kann 
e lJ .:.' cth 6!] = 1,221403 

gesetzt ,,'erden, woraus 
!] = 0,19215. 

Zur Kontrolle des n-Wertes hestimmt man den der oheren Sperrhereichs
grenze, cl. h. den dem J = 16,3 kHz zugehörigen ,Vert der transformiertcn 
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Kreisfrequenz. Aus (1) erhält man ein DOB = 1,5, somit ist 

und weiterhin 

1;~(1,5) = 51600 

ch 2n ü = ch 2,306 = 5,05. 

20 

n=6 

15 

10 

5 

o ~ __ ~ __ ~ __ ~ ____ ~ __ ~ __ ~ ___ 
o 0,2 0,6 

Abb. 5 

08 w 1,2 Q 

Damit hat man gemäß (13) 

1 
a(DoB) = -ln 

2 

5,05 + 51 600 

4,05 
4,74N> 41V. 
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der Filtergrad entspricht also. Bei einem n = 5 ergäbe sich nach dem gleichen 
Rechnungsgang bloß eine Sperrdämpfung von 3,77 !V < 4 N. 

Die zur Bestimmung der Laufzeitcharaktcristik des Filters erforder
lichen Tschebyschcffschen Polynome Tl~ vom ersten Grad und U 1 - U10 

zweiter Gattung finden sich in den im Schrifttum unter [6] angeführten 
Tabellen. Unter Benützung dieser Polynome und der Formel (19) lassen sich 
dic T r- Werte nun schon rechnerisch ermitteln. Die so bestimmten Worte der 
relativen Laufzeit sind - auf zwei Dezimalstellen genau abgerundet , in 
Tabelle 2 zusammengefaßt In-w. in Abb. 5 aufgetragen. Die Laufzeiten für 

Tabelle 2 

Laufzeitwerte eines Tschebyscheffschen Tiefpasses, n=6 

i I i 
Q 1,2 1,1 1,05 i J,OO 0,98 0,97 0,95 0,9 0,85 0,8 '0,75 ' 0.7 0,65 

T r 1,91 4.37 8,79 i 20,00 .22,69 20,81 16.18 8.56 7,01 8,01 8,8 18,87 7,55 
Q 0,6 0.55 0,5 i 0,45 0,4 0.35 0,3 0,25 0,2 0,15 0,1 

1

0,05 0 

T r 6.06 5.10 ·1,7~ -L81 5.27 tl.02 6.65 6.79 6.32 ;).50 4,79 ,4.34 ,4.19 
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den ersten und den sechsten Kanal eines auf Grund dieser Daten und der 
Gleichung (24) transformierten Bandpasses gehen aus Abb. 6 hervor. 

2,5 

'Ums] 

2,0 

1,5 

, , 

n=6 

1,0 i,\ \ J2kHZ-15kHz I V'/32kHZ-36kHl 

av'I~! __ ~~ __ ~ __ ~~ __ ~ __ ~~ , t f[kHzl 
12 13 
32 JJ 

14 
3~ 

Abb. 6 

15 Kanal 1. 16 
35 Kanal2. 36 ' 

3.3 Numerische Untersuchung der LauJzeitschwunkung des Cuuer-Filters 

Da beim Cauerschen Filter unter der Einwirkung des Durchlaßintervalls 
nicht I Q I = 1, sondern I Q I = % gilt, wird der in der Frequenztransformation 
figurierende Wert J6 nicht die Breite des Durchlaßintervalls bedeuten. 

lVIit den Bezeichnungen der Abb. 7 u und 7b erhält man aus der Gleichheit 

Q -;)=;0 11 p' 
-~I 
J 

und mit Benützung der Zusammenhänge 

fe ~ t;. f{kHz] 

a[N] 

3 

1 
ama,=a2NE/~/5~::2~~ __ 

Xlk .Q 

A.bb. 7 
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die Beziehungen 

und % = Ix -i-x 
Ia 

343 

(25) 

Die Berechnungen sollen zunächst für den von 12 kHz bis 16 kHz 
reichenden Kanal durchgeführt werden. Die Dämpfungsanforderungen sind 
die gleichen wie bei den vorangegangenen Berechnungen. Mit den Bezeichnun
gen der Abb. 192 bzw. 193 des Buches von CAUER [7] ist mithin 

amin = 4N a max = 0,2 N 

f +x = 15,4 kHz , f -x = 12,3 kHz , I +i: = 16,3 kHz , 

I -k = 11,62 kHz 

und aus (25) 
fa = 3,8094 kHz, % = 0,814, k = 1,23. 

Auf Grund dieser Werte hat man aus Abb. 446 des zitierten Werke::: 

1 = ?,,:::, _AU~ ein p = 4 bzw. ein TL = --=--'--- -y:1." (22) bzw. aus Abh. 433 des gleichen - 2 ~ 

Werkes ergeben sich die Werte der normierten Dämpfungspole zu 

aus diesen 

~ Q;:[ = 0,7605 hzw. ~ = Q:~ = 0,35 und 

Qel = 1,45 

L = (Q"'lQ",J-2 = (Q:iQ:~)2 = 0,07085 und 

V ~ 0,005. 

Da es sich hei diesen Ausgangsdaten für die Berechnung des Cauer
Filters um graphisch IJestimmte Werte handelt, rechnen wir auch im weiteren 
nur mit der entsprechenden Genauigkeit. 

Nach CAUER [7] ist 

1 
a max = -ln (1 + HZ V) . 2 

und hieraus durch Suhstitution von a max = 0,2 N 

H=9,9. 

Die der Kontrolle halber durchgeführte Berechnung der minimalen 
Dämpfung ergiht 

amin = ~ln(l 
2 

HZ) 
-) = 4 .• 94;» 4N. V . 
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h(P) . . 
Mit den Werten von PI' P 2 und H können rp(P) = -- und 1m SInne 

f(P) 

von Punkt 2.3 auch F(P) = g(P) bestimmt werden. 
f(P) 

Die Bestimmung der W-urzeln von g(P) ergibt sich als Lösung der 
Gleichung 

f -L 'h - (P2 p 2 -L 'H) p4 -L (P2 _1.. P2) (1 I 'H) p2 , 
I J - 1 2 I J i 1 I 2 ,J , 

1 + jHPi P~ = 0. 

15 

12 kHz -16 kHz 321<Hz-36 kHz 

10 10 

5 5 

0,2 o,~ 0,6 0,8 1.0 1,2 Q 0,2 o,~ 

Abb. Ba 

Nach Substitution der betreffenden Werte hat Inan 
Halbebenc liegenden Wurzeln von g(P) 

P,; P" = -0,2375 j 0,3740. 

Iß; Pß = -0,0711 ...l... j 0,7892. 

0,6 0/3 

Abb. 8b 

für die 

lVIit den "0 nun schon bekannten Werten läßt sich schreibcn 

1,0 1,2 .Q 

in der linken 

worin Ao = VPi Pi + H2 .Da der Nenner f(P) von r(p) identisch ist mit 
dem von rp(P), ist fUD) real, wie dies aus dem Nenner der Gleichungen (20a) 
und (20b) ersichtlich ist. Bei den Nullübergängen wechselt fU Q) sein Vor
zeichen, woraus sich ein Phasensprung bzw. im Verlauf von 7: ein Dirac-Delta
sprung ergibt, der jedoch keine zu Signalverzerrungen führende Laufzeit
schwankung zur Folge hat. 

Die Bestimmung der durch F(P) verursachten Laufzeitschwankung 
anhand der Formel (23) verursacht nun keine Schwierigkeiten mehr. 

Die Werte der mit den Wurzeln Pet. und P,'! bestimmten Funktion 7:r(Q) 
gehen aus Tabelle 3 hervor, während ihre Kurve in Abb. Ba aufgetragen ist. 
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Die auf völlig gleiche Weise durchgeführte Berechnung für den von 32-36 kHz 
reichenden sechsten Kanal ergibt als erforderlichen Grad ein e = 4 und aus 

der Lösung der Gleichung J + jlz = ° die auf der linken Halbebene liegenden 
Wurzeln 

~; p~ = -0,2375 : j 0,3681 bzw. 

Pp; Pp = -0,0696 : j 0,7875. 

Die mit diesen Wurzeln berechneten T r( D)-Werte sind in Tabelle 3 zusammen
gefaßt bzw. in Abb. Sb aufgetragen. 

Tabelle 3 

Laufzeitwerte eines Callerschcn Tiefpasses, !! = ·1 

D 1,2 1,1 1,05 0,95 0,9 0.8 0, i8· 0,7 0,6 

_._~-~_. -------

T r 0,8'1 L~3 lXi 2.11 3.06 4.96 14-.82 
12 kHz~16 kHz 

T r 0,80 
! 

1.16 1.23 1,9~ 2,70 4,~9 13,92 3-) kHz-36 kHz 

LI.;; 0,-1, 0,3 0,2 0.1 0 

·1,·12 5,02 ·1,65 3.62 2.79 2,65 

l.12 s.r!4 -l.i 4 3.71 2.96 2,70 

--~-"~~,--~----_._-~~._--"-"-------

3.-1. Yergleich der LallJzeitschlwnlwngen bei den Bllttenvorth-, den Tschebyscheff
und den CUller- Filtern 

Die Zahlenbeispiele der vorangehenden Punkte bieten diE' :\Iöglichkeit, 
die einzelnen Filtertypen - ohne All5pruch auf Allgemeingültigkeit - mit
einander auf ihre Laufzeitcharakteristikcll hin zu vel'gleichen. Zu diesem 
Zweck sollen die in Abb. 9 gemeinsam aufgetl'agenen dl'ei Tiefpaßcharakteri
stiken betl'achtet werden. Zu dieser Abbildung sei vorweg bemerkt, daß in 
ihr die Charakteristik des Cauel'schen Tiefpasses in geändertem }Iaßstab auf
scheint, damit die Durchlaßintervalle zur Deckung gelangen (5. Punkt 2.3). 

Am Schaubild fällt sogleich auf, daß der Tschebyscheff-Filter die stärk
.~tell relativen Laufzeit5ch'wankungen aufweist. Diejenige des Cauer-Filters ist 
zwar gleichfalls größer als die des Butterworth-Filters, zieht man jedoch in 
Betl'acht, daß bei diesem letzteren ein Grad von Tl = 11, beim Cauer-Filter 
hingegen bloß ein solcher von TZ 4 erforderlich ist, leuchten die wirtschaft-
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lichen Vorzüge des Cauer-Filters vor den beiden anderen Filtertypen sofort 
ein. Darüber hinaus hat die minimale Dämpfung im Sperrbereich einen Wert 
von amin= 4,9 N ~ 4 N, in dieser Hinsicht ist also der Cauer-Filter über
dimensioniert. Seine große Sperrdämpfung verdankt er den an der jD-Achse 
liegenden Polen, die die Laufzeitcharakteristik nicht beeinflussen, das Lauf-

. zeitmaximum hingegen dem nahe an der jD-Achse gelegenen Wurzelpaar 
vonF. Die relative Teillaufzeit, die aus dem nahe an der reellen Achse liegenden 
Wurzelpaar resultiert, nimmt mit wachsendem D monoton ab. 

Abb. 9 

Hieraus folgt, daß sich beim Cauer-Filter 1m größten Teil des Durch
laßintervalls nur kleinere Laufzeitschwankungen zeigen. Enthält die den Kanal 
durchlaufende Information nur wenige hochfrequente Komponenten, dann 
tritt eine kleine Verzerrung auf . .Muß hingegen der Filter das Informations
spektrum limitieren, wird man wegen der an den Grenzen des Durchlaß
intervalls auftretenden Laufzeitmaxima mit stärkeren Verzerrungen rechnen 
müssen. Trotzdem kann im Vergleich mit den beiden anderen Filtertypen 
der Cauer-Filter als der vorteilhafteste bezeichnet werden. 

Die Charakteristik des Tschebyscheff-Filters ähnelt derjenigen des 
Cauer-Filters insofern, als sie an der Grenze des Durchlaßintervalls gleichfalls 
ein scharfes Maximum aufweist und im Durchlaßbereich selbst um einen 
verhältnismäßig konstanten Wert herum schwankt. Allerdings sind sowohl 
die Schwankungen als auch die an den Rändern des Bereichs auftretenden 
Spitzen weit größer als beim Cauer-Filter. 

Die relative Laufzeit des Butterworth-Filters steigt im Durchlaßbereich 
mit wachsendem D monoton an, auch zeigt er am Ende des Durchlaßbereiches 
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keine so steile Spitze Wle die beiden anderen FiltertypeIl. Trotzdem ist seine 
Verwendung 'wegen seines hohen Grades unrentabel. 

Die Formel (2) bietet die Möglichkeit zum Übergang yon der relativen 
Laufzeit zur Laufzeitcharakteristik des transformierten Filters. Eine Zusam
menfassung der Laufzeitschwankungen für den im Frequenzband von 12 bis 16 
kHz gelegenen Kanal 1 bei einer Dämpfungsvorschrift von a max 0,2 IV 
und amin = 4 IV und bei 3,1 kHz Durchlaßintervall enthält die Tabelle 4. 

Filtertyp 

Butterworth 

Tschehyscheff 

Cauer 

Tabelle 4 

Grad 

11 

6 

-1 

..:JTmax(m!-'} 

0.87 

~.19 

1.10 

4. Filterbemessung bei vorgeschriehener Laufzeitschwankung 

In der Praxi;; 'wird für Filter nicht nur die Dämpfungscharakteristik, 
sondern auch die Laufzeitschwankung vorgeschrieben. Sofern die Laufzeit
schwankung eines Filters mit der durch die Dämpfungscharakteristik bestimm
ten Minimalphase den zulässigen Wert übersteigt, bedarf es eines Phasen
bzw. Laufzeitausgleichs, es sei denn, es besteht die Möglichkeit, die Dämpfungs
forderungen zu ändern. Wir wollen das letztere Verfahren prüfen, mit dessen 
Hilfe eine bestimmte Laufzeitschwankung auf z'weierlei Arten realisiert werden 
kann: 

a) Durch schritt,.,-eise Anderung des Grades hzw. der Frequenzdiskri
mination einer geeigneten Filtertype bestimmt man die zugehörigen Lauf
zeitschwankungen und wählt den den Anforderungen am besten entsprechen
den Filter. 

b) Man geht yon einem tabellierten Polynom, wie et'wa VOll den in [9] 
oder [10] enthaltenen Tabellenwerten aus, die Laufzeiten mit bestimmten 
Toleranzell ergebe!1. Mit Benützung eines solchen Polynoms und der an der 
imaginären Achse liegenden Dämpfungspole (die keine Laufzeitsclrwankung 
verursachen) bildet man eine den gegebenen Zielsetzungen entsprechende 
Dämpfungscharakteristik aus. 

Bei Befolgung des Verfahrens unter a) zeigt sich, daß die Laufzeit
schwankung nur dann abnimmt, wenn auch der Grad des Filters kleiner wird. 
So verringert sich die Laufzeitschwankung beim Butterworth- und heim 
Tschebyscheffschen Filter mit abnehmender Frequenzdiskrimination schneller 
als beim Cauer-Filter. Näheres findet sich in der im Literaturyerzeichni8 
unter [11] angeführten Publikation. 
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Zusammenfassung 

Die vorliegende Arbeit will an Hand einer Behandlung der drei bekanntesten Filter
typen eine Über;ieht über deren Laufzeitschwankungen bi;ten, doeh will dies keineswegs 
besagen, daß sie auch die optimalen Werte angibt. Durch Ausgestaltung geeigneter Dämpfungs
charakteristiken kann bei kleinerer Frequenzaufteilung auch die Realisierung geringerer Lauf
zeitschwankungen erzielt werden. Ohne Zweifel ließe sich die Richtigkeit dieser Behauptung 
für einen Filtertyp mit maximal flacher Dämpfungscharakteristik im Durchlaßbereich und 
mit einer im Tschebyscheffschen Sinne schwankenden Därnpfungscharakteristik auch 
numerisch llachweisen. Dies wird aber weiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben müssen. 
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