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1. Einleitung

Charakteristische Groflen der ﬁbergangsfunktionen linearer selbsttédtiger
Regelungssysteme konnen recht einfach abgeschidtzt werden, wenn zwei
konjugierte komplexe Pole der Ubergangsfunktion des geschlossenen Systems
— die sogenannten dominierenden Pole — in der komplexen Ebene verhiltnis-
miflig nahe an der imagindren Achse, die anderen Pole hingegen hinreichend
weit liegen. In solchen Fillen vernachlissigt man der Einfachheit halber in
der ersten Approximation diese letzteren, weitliegenden Pole und rechnet nur
mit den dominierenden. Die charakteristischen Grof3en der ﬁbergangsfunktion
kénnen in solchen Fiéllen durch die Parameter des dominierenden Polpaars

Pia = Oy (—— ;IJ Vl — :l) (1)

in geschlossener Form ausgedriickt werden, d. h. durch die natiirliche Kreis-
frequenz w, und durch den Dampfungsfaktor .

Der vorliegende Aufsatz stellt sich die Aufgabe zu untersuchen, wie
der nichtlineare Verstdrkungsfaktor im Falle von dominierenden Polpaaren
die charakteristischen GroBlen der Ubergangsfunktion beeinfluBt.

2. Beschreibung eines nichtlinearen Regelungssystems

Mit den in der Regelungstechnik gewohnten Bezeichnungen ergibt sich
das Blockdiagramm des unmittelbar riickgekoppelten nichtlinearen Systems
gem#f 4bb. 1. Hier ist x,(¢) die Eingangsgriéfie, der Sollwert oder die Fithrungs-
grofle, x,(t) die Ausgangsgréfle, der Istwert oder die RegelgrsBe. Die Differenz

* Erweiterter Text eines Vortrages, den der Verfasser anlidfilich der vom 25, bis 30. Mai
1964 von der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin in Zusammenarbeit mit der

Tschechoslowakischen Akademie der Wissenschaften und der Polnischen Akademie der
‘Wissenschaften veranstalteten III. Konferenz iiber nichtlineare Schwingungen gehalten hat.
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der beiden ist die Regelabweichung x,(t). Infolge der nichtlinearen Verstirkung
letzterer entsteht das mittlere Signal x,(r), welches ein integrierendes Glied
und ein Verzégerungsglied durchfliet. Bemerkt sei hierzu, daf} die natiirliche
Kreisfrequenz — der Einfachheit halber — als Einheitsfrequenz aufgefafit
wird, daf} also w, = 1. Die Beriicksichtigung der hiervon abweichenden Kreis-
frequenzen bedeutet ndmlich die einfache Verdnderung der Zeitskale.

Im Falle der Linearitit schreibt sich also die ﬁbertragungsfunktion des
gedffneten Regelungskreises zu

1
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Abb. 1

die des geschlossenen Svstems hingegen zu

L G 1 3
Hip)= 1+-G(p) p+2p+1’ )

Die zentral-symmetrische Nichtlinearitdt wird mit einem Polynem dritten

Grades ausgedriickt. Ebenso seien die Koeffizienten zur Verminderung der
Zahl von Parametern gleich 1 gesetzt. Wenn man sich einer mechanischen
Analogie bedient, heiflt es bei »harter« Verstarkung
. .8

Xm = X — Xp , (‘1)
bei »weicher¢ Verstirkung hingegen

o 3 .

Xy = Xy T Xy . (5)
Im linearen Falle ist natiirlich

Xy = X, . (6)



DIE UNTERSUCHUNG DER UBERGANGSPROZESSE 3

Da in nichtlinearen Systemen die Signalamplitude eine wichtige Rolle
spielt, muf} auBer der Einheits-Sollwertinderung oder der Einheits-Fithrungs-
grofeniinderung auch die Wirkung der anderthalbfachen und zweifachen Ein-
gangsgrofie bei verschiedenen Dampfungsfaktoren untersucht werden, d. h.

die Fille

%(t) = 1,0 - I(r) , (7)
x,(t) = 1,5 - 1(1) . )
x(t) = 2,0 - 1(1) )

wo I(t) die sogenannte Einheitssprungfunktion ist.

3. Die gesuchten charakteristischen Gréssen

Zur Beschreibung des Zeitverhaltens des geschilderten Regelungs-
systems, u. zw. zur Kennzeichnung des Ubergangsprozesses der Ausgangs-
grofe sollen folgende charakteristische Gréflen dienen:

t500, » die Halbwertzeit, d. h. jene Zeit, deren es bedarf, damit die Ausgangs-
gréfie (die Regelgriofie) 509, ihres stationdren Wertes erreiche,

tyoo, » die zum Erreichen von 90%, des Endwertes nitige Zeit, die sogenannte
Anregelzeit,
ty, die zum Erreichen der ersten ﬁberschwimgung erforderliche Zeit,
tg . die Einstellzeit oder, mit anderen Worten, die Ausregelzeit, d. h. jene
Zeit, nach deren Ablauf die Regelabweichung auf unter 59 absinkt,
oy . das relative Uberschwingungsverhéltnis gemf}
op = X (IL) - xa(oo) . (10)
x,(=°)

4. Integralwerte als Giitekriterien

Zur Charakterisierung der aus aperiodischen Vorgingen und auch aus
geddmpften Schwingungen bestehenden ti'bergangsfunktionen gebraucht man
oft auch Integralwerte. Aus den vielen méglichen Integralwerten seien hier
folgende vier ausgewihlt:
der absolute oder betragslineare Integralwert

I,=( %y (0)de, (11)

0

1*



4 : F. CSAKI
der quadratische Integralwert

I = [ &y (0)ds, (12)
o

de

i

mit der Zeit multiplizierte absolute Integralwert
Ipa= [ txn()dt, (13)
b

das sogenannte ITAE-Kriterium (Integral of Time multiplied Absolute-value
of Error) und
der mit der Zeit multiplizierte quadratische Integralwert

Lo= [ taiy(0)dt. (14)

In diesen Formeln kommen die normalisierten Regelabweichungen

_ &) 3
Xy (1) = 2 0) - (15)

vor. Thre Einfithrung ist nétig, weil sonst die Integralwerte — bei verdnder-
lichen Signalamplituden — nur schwer verglichen werden kénnen.

5. Ergebnisse der Untersuchungen

Die Untersuchungen mit der Analogie-Rechenmaschine lieferten fol-
gende Ergebnisse:

Abb. 2 zeigt die Ubergangsfunktion im linearen Fall bei verschiedenen
Dimpfungsfaktoren [,

Abb. 3 die gleiche Funktion bei sharter,

Abb. 4 dagegen bei »weicher« nichtlinearer Verstirkung. 4bb. 3a¢ und
4/a betreffen den Einheitssprung I(z) als Eingangsgrofle, Abb. 3b und 4b hin-
gegen die aus dem doppelten Einheitssprung bestehende Fiihrungsgréfien-
inderung. ‘

Abb. 5 veranschaulicht in Abhingigkeit vom Dampfungsfaktor { die
Halbwertzeit bei verschiedenen Eingangssignalamplituden als Parametern.
Hier und iiberall im weiteren bezieht sich die volle Linie auf die »harte«, die
punktiert-gestrichene Linie auf die lineare, die gestrichelte Linie auf die
vweiche« Verstidrkung.
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Abb. 6

Ahnlich stellt 4bb. 6 die zur Erreichung von 909 des Endwertes nétige
Zeit, d. k. die Anregelzeit.

Abb. 7 enthilt das Diagramm der tberschwingungszeiten.

In den -bb. 8a und 8b sind die Kennlinien der Einstellzeiten zusammen-

gefalit.
Abb. 6 zeigt den Verlauf der relativen Uberschwingung,
In den 4bb. 10, 11. 12 und 13 siaa die Integralwerte als Fuuktionen

verschiedener Ddmpfungsfaktoren und bei 1-, 1.5- und 2-facher Fiihrungs-

groBendnderung als Parameter d
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SchlieBlich zeigt A4bb. 14 und 15. welche Abweichung bei »harter, »wei-
cher« und linearer Verstdrkung die Beriicksichtigung eines weiteren, \w:‘
entfernten reellen Pols oder Doppelpols bei einem Dampfungsfaktor von { =
0,5; 0,6 und 0,7 verursacht wird.

Folgerungen
= B2

Aus den Untersuchungen auf dem Analogrechuer lasse
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die Polynome dritten Grades eine gute Approximation B(“ie tten unt

s



10 F. CSAKI

nige Beriicksichtigung des dominierenden Polpaars statthaft ist, auch quan-
titativ gute Resultate zu erzielen sind.

Beziiglich einzelner charakteristischer GroBen des Ubergangsprozesses
kann folgendes festgestellt werden:

& "
75
XA =x,+x,3
501 e Xy = X
———n = Xy +X,‘3,
257
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Abb. 10

1. Bei gegebenem Dédmpfungsfaktor vermindert sich die Halbwertzeit
(Abb. 5) bei »harter« Verstdrkung, wihrend sie sich bei »weicher« Verstdr-
kung im Vergleich zum linearen Fall vergroflert. Diese Tendenz nimmt bei
stirkerer Auderung der Fiihrungsgrée zu. Im allgemeinen verlidngert sich
die Halbwertzeit mit wachsendem Dadmpfungsfaktor. Bei »weicher« Verstar-
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kung ist der Einflufl des Dampfungsfaktors auf die Halbwertzeit grofler,
wihrend er bei »harter« Verstirkung, besonders bei kleineren Ddmpfungs-
faktoren verhdltnismiflig kleiner wird.

2. Hinsichtlich der Anregelzeit zur Erreichung von 909 des Endwertes

(Abb. 6} kénnen ganz dhnliche Folgerungen gezogen werden.
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Abb. 12

3. Die soeben gemachten Feststellungen gelten auch fiir die Zeit der
ersten Uberschwingung (4bb. 7).

Wie man also sieht, vollzieht sich der Anlauf des ﬁbergangsprozesses
bei gegebenem Dampfungstaktor bei »weicher« Verstirkung langsam, hbei
»harter« Verstirkung dagegen schneller als im linearen Falle,
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Abb. 13

4. Die Einstellzeit (A4bb. 8¢ und 8b) ist bei aperiodischem Ubergangs-

prozell eine stetige Funktion des Didmpfungsfaktors. Fiir diese Falle gilt
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die eindeutige Feststellung, daB sich eine vorgeschriebene Ein
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»weicher« nichtlinearer Verstirkung mit einem kleineren Damp

Abb. 14a
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bei »harter:« Verstirkung dagegen mit einem grofleren Déampfungsfaktor
erreichen 148t als im linearen Fall. Diese Tendenz wichst mit dem Ansteigen
der sprungweisen Sollwertdnderung.

Beim geddmpften periodischen Gbergaugsprozeﬁ ist -die Einstelzeit
keine stetige, sondern nur eine stiickweise stetige Funktion der Dimpfungs-
faktoren. Die RiBstellen treffen bei verschiedenen Démpfungsfaktoren ein.
So entsteht z. B. auch die minimale Einstellzeit bei verschiedenen Démpfungs-

Xz (i

Wip) = =06

7
(2 +25p+j(pT+1)’

Abb. 14b

faktoren. Wegen der sich kreuzenden Kurven ist es schwer, eindeutige Fest-
stellungen zu machen. Was die Einstellzeit betrifft, kann man héochstens die
Tendenz erkennen, dal} die Einstellzeit bei gegebenem Diampfungsfakior und
bei »weicher« Verstirkung wichst und sich unter gleichen Umstdnden bei
vharter« Verstirkung vermindert, u. zw. in allen Fillen um so mehr, je groBer
die Verdnderung des Sollwertes ist. Ausnahmen von dieser Tendenz zeigen sich
in der Nihe der RiBstellen.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dafl die minimale Einstellzeit bei
»weicher« Verstirkung etwas wichst und ungefihr bei etwas kleinerem Didm-
pfungsfaktor als 0,7 eintritt, wihrend sich das Minimum bei »harter« Verstir-
kung vermindert, und die minimale Einstellzeit eintritt, wenn der Dampfungs-
faktor grofler ist als 0,7. Dies bedeutet auch, daB sich der kritische Ddmpfungs-
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faktor, der die Grenze des periodischen und des aperiodischen Ubergangs-
prozesses bestimmt und der im linearen Fall ungefdhr 0,7 betrdgt, bei nicht-
linearer »weicher« Verstdrkung um etwas vermindert, bei »harter« Verstiarkung
jedoch zunimmt.

5. Die relative Uberschwingung (4bb. 9) bei gegebenem Diampfungs-
faktor wird bei der nichtlinearen »weichen« Verstdrkung kleiner als im linearen
Fall, wogegen sie bei »harter« Verstirkung wachst, u. zw. um so mehr, je grofler
die Auderung des Sollwertes ist.
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6. Die zur Beurteilung des Ubergangsprozesses dienenden Integralwerte
wachsen im allgemeinen bei »weicher« Verstirkung, wihrend sie bei »harter«
Verstiarkung abnehmen. Genauer formuliert: die Kurve der Integralwerte, die
als Funktion des Dimpfungsfaktors aufgetragen wurde (40b. 10, 11, 12, 13)
verschiebt sich bei »weicher« Verstdrkung im allgemeinen nach links und auf-
wirts, bei vharter« Verstirkung dagegen nach rechts abwérts. Dasselbe gilt
fiir die Minimumwerte. Bei »harter« Verstdrkung wird das Minimum des Abso-
lutwertintegrals und das Minimum des mit der Zeit multiplizierten Absolut-
wertintegrals in Abhéngigkeit von der Didmpfung schirfer. Die Stelle des
Minimums verschiebt sich bei »harter« Verstirkung mit zunehmender Soll-
wertdnderung immer mehr in Richiung der gréBeren Didmpfungen. Die fiir
lineare Systeme angenommene Faustregel, dafl ndmlich der giinstigste Dam-
pfungsfaktor um 0,7 liegt, ist also bei nichtlinearer Verstdrkung véllig unhaltbar.
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7. SchluBibemerkungen

Zu Beurteilung der Berechtigung der Rechnung mit dem dominierenden
Polpaar wurden die Diagramme in 4bb. 14 und Abb. 15 auf dem Analog-
rechner aufgenommen. Aufler dem dominierenden Polpaar spielt hier auch
ein weiter entfernter negativer reeller Pol cine Rolle, dessen Wert im ersten
Falle p, = —20, im zweiten Falle p, = —10, im dritten Falle p; = —35 ist.
(Das entspricht den Zeitkonstanten T, = 0,05 sec, T, = 0,1 sec und T; =
= 0,2 sec.) Bei linearer Verstirkung schreibt sich hierfiir die Ubertragungs-
funktion des geschlossenen Systems zu

20 1
W/(P): N L3 9 = L LT = ! (11)
(p*+2lp+1)(p+20) (p>+20p+1)(0,05p+1)
bzw. zu
. 10 1
W(p)=— oo ' - — — (12)
(pP+2p+H(p+10) (p+2Ip+1)(0.1 p+1)
bzw. zu
5 1

W(p) = — = - . (3)

Mit diesen Verhiltnissen sind die ﬁbergangsfunktionen fiir eine Soll-
wertdnderung x.,(t) = 2 - 1{¢) mit den Didmpfungsfaktoren { = 0,5; 0.6; 0,7 in
Abb. 14a, b, ¢ graphisch dargestellt.

Ahnlich wurden sodann statt einzelner weit entfernter negativer reeller
Pole Doppelpole mit den vererwihnten Werten angenommen. Fiir lineare
YVerstdrkung sind damit die ﬁbertragungsfunktioneu des geschlossenen

Systems
. 400 1 )
W<P): 2 19~ i [ n: o 7 OF P 1 fud ) 2 (14)
(p*+2lp+1)(p+20p (p*+2ip-+1)(0,05p+1)
hzw.
i 160 1 .
W(p)=——— — = ——= {15)
(PP +22p+L(p+ 10 (pP+2ip+1)(0,1p+ 1)
bzw.
o=
W(p) = — = = ! . (16)

(pr+2p+(p=37 (PP+2-p+1(0.05p 1)

Fiir dieselbe Sollwertdnderung x,(¢t) = 2 - I(z) mit den gleichen D&m-
pfungsfaktoren { = 0,5; 0,6; 0.7 gibt Abb. 15a, b, ¢ die zum Vergleich dienenden
Ubergangsfunktionen in Form von Kurvenschaaren.
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16
Laut A4bb. 14 und 4bb. 15 ergibt die Berechnung mit dem dominierenden
Polpaar bei linearer und noch mehr bei »weicher« nichtlinearer Verstirkung
weit bessere Resultate als bei sharter« Nichtiinearitit, bei der man immer mit

Abweichungen rechnen muf.

Zum SchluBl sei noch erwihnt, daB alle Kurven auf Berechnungen
beruhen, die mit dem Analogrechner durchgefithrt wurden, weshalb mit

gewissen Ungenauigkeiten gerechnet werden muf.

e

Abb. 15a
spreche ich meinen Dank dem wissenschaftlichen Mitarbeiter J.

Hier

GYURKI aus, der mir bei Durchfithrung der Berechnungen mit dem Analog-
rechner wertvolle Hilfe erwiesen hat.

ANHANG

1. Einige Bemerkungen zu den linearen Systemen

Wenn die Ubertragungsfunktion des geschlossenen linearen Systems
. :
o}

w3 o
+ 20wy p + of (p+ 0y —jwg) (p + 05 + J ®4)
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ist, kann fiir einen Einheitssprung die Ubergangsfunktion in der Form
? ted twl o

/G2 1o 2
x(t) =1+ lﬂ%ﬁd—w—d e~ sin (w4t — Pg) =
1 .
=14 —————vl — e~ sin (J1 — oyt — vy)
(0=
e 1
Wipj = Fvaet
Ky ) ﬂ Xa
3
Abb. 16

Abb. 18
ausgedriickt werden, wobel
Wy | —:
P,y =T — arc tg =m — arc tg ———m
g, ¢

ist.
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Aus diesem Ausdruck lassen sich einige charakteristische Gréflen ver-
héltnismiBig leicht errechnen. So ist z. B. die Einstellzeit fiir 5% Regel-
abweichung

Abb. 19

—BAni kel

i %M

= Bt

Abb. 20

die zum Erreichen der ersten Uberschwingung nétige Zeit

. 7 7
U’ = — = "—‘- -
w; Y1102

das relative Uberschwingungsverhéltnis

oy = e—:xcgl'wd — e_n;:rvl_;z

usw.

2, Zusammenfassung der qualitativen Programmbilder fiir die Losung
der linearen und nichtlinearen Aufgaben

Hier in Anhang 2. sind die angewandten prinzipiellen Rechenschaltungen
kurz zusammengefal3t. 4bb. 16 zeigt das Programmbild, wenn in die Rechuung
nur das dominierende Polpaar einbezogen wird. Abb. 17 gibt die qualitative
Rechenschaltung fiir den Fall, daB einzelne weit entfernte negative reelle

9=
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Pole vorhanden und &hnlich 4bb. 18 die Rechenschaltung fiir den Fall, da
weit entfernte negative reelle Doppelpole beriicksichtigt sind.

In den Abb. 17, 18, 19 sind stets die Ubertragungsfunktionen des geschlos-
senen linearen Systems aufgetragen. In diesen Fillen miissen die Punkte, in
denen x, bzw. x, erscheint, weil x, = x,,, kurzgeschlossen werden.

Fiir die Fille von »harter« und »weicher¢ nichtlinearer Verstirkungen
veranschaulichen die 4bb. 19 bzw. 20 die angewandten Rechenschaltungen
fiir die Losung der Gleichungen x, = 2% 4+ 27 bzw. x, = x5, - . Die Fakto-
ren B in Abb. 19 und 20 wurden wegen MaBstabinderungen eingefiihrt.

Zusammenfassung

In linearen Regelungssystemen ist der EinfluB von dominierenden Polpaaren auf die
charakteristischen Gréflen der Ubergangsprozesse, wie z. B. auf Uberschwingungsverhaltnis,
Einstellzeit, Schwingungszahl. Zeitpunkt der ersten Uberschwingung usw. bekannt.

Die in Rede stehende Abhandlung untersucht als Resultat der mit Analogie-Rechen-
geriten durchgefithrten Berechnungen in Form von Kurvenschaaren den Einfluf der Ein-
gangssignale auf die erwihnten charakteristischen Grofen in einfachen nichtlinearen Systemen.
Es wird auch kurz erdrtert, wie die Amplitude und die Nichtlinearitiit gewisse Integralkriterien
beeinflussen. i
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