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1. Einleitung 

Charakteristische Größen der Übergangsfunktionen linearer selbsttätiger 
Regelungssysteme können recht einfach abgeschätzt werden, wenn zwei 
konjugierte komplexe Pole der Übergangsfunktion des geschlossenen Systems 
- die sogenannten dominierenden Pole - in der komplexen Ebene vcrhältnis­
mäßig nahe an der imaginären Achse, die anderen Pole hingegen hinreichend 
weit liegen. In solchen Fällen vernachlässigt man der Einfachheit halber in 
der ersten Approximation diese letztercn, weitliegenden Pole und rechnet nur 
mit den dominierenden. Die charakteristischen Größen der Übergangsfunktion 
können in solchen Fällen durch die Parameter des dominierenden Polpaars 

( -, .)r-,..» 
P1.2 = Wo - ~ . i ] • 1 ~- (1) 

in geschlossener Form ausgedrückt werden, d. h. durch die natürliche Kreis­
frequenz (1)0 und durch den Dämpfungsfaktor ~. 

Der vorliegende Aufsatz steUt sich die Aufgabe zu untcrsuchen. wie 
der nichtlineare Verstärkungsfaktor im Falle von dominierenden Polpaaren 
die charakteristi3chen Größen der Übergangsfunktion beeinflußt. 

2. Beschreibnng eines nichtlinearen Regelnngssystems 

Mit den in der Regelungstechnik gewohnten Bezeichnungen ergibt sich 
das Blockdiagramm des unmittelbar rückgekoppelten nichtlinearen Systems 
gemäß Abb. 1. Hier ist xe(t) die Eingangsgröße, der Soltwert oder die Führungs­
größe, xa(t) die Ausgangsgröße, der Istwert oder die Regelgröße. Die Differenz 

* Erweiterter Text eines Vortrages. den der," erfasser anläßlich der vom 25. bis 30. :Mai 
1964 von der Deutschen Akademie de; Wissenschaften zu Berlin in Zusammenarbeit mit der 
Tschechoslowakischen Akademie der Wissenschaften und der Polnischen Akademie der 
Wissenschaften veranstalteten II!. Konferenz übel' nichtlineare Schwingungen gehalten hat. 

1 Periodie. Poiytcchnic. Ei. X/I. 
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der beiden ist die Regelabweichung xr(t). Infolge der nichtlinearen Verstärkung 
letzterer entsteht das mittlere Signal xm(t), welches ein integrierendes Glied 
und ein Yerzägerungsglied durchfließt. Bemerkt sei hierzu, daß die natürliche 
Kreisfrequenz - der Einfachheit halber - als Einheitsfrequenz aufgefaßt 
wird, daß also Wo = 1. Die Berücksichtigung der hiervon abweichenden Kreis­
frequenzen he deutet nämlich die einfache Veränderung der Zeitskale. 

Im Falle der Linearität schreibt sich also die Übertragungsfunktion des 
geöffneten Regelungskreises zu 

1 
G(p) = --_._-

p(p + 2~) 

_x~e'_'[)_Üj-A_'{_II-l~Xd: " Am(/} I 
o p(p~25) J Xe/!) = 1.0 l{t) 

x,i!)= 1,5-1/1} 
xeil! = 2,Olit! '---_____________ . 

xo(t) 

Xm ;;;:: Xr T x] 
Xm == X,-

Xr -= Xm + x~ 

50 0. = )'-a/1ü! - Xo {=) 

Xa(OO) 

Abb. 1 

die des geschlossenen Systems hingegen zu 

W(p) - __ "_'0 .. -"_-
1 + G(p) 

1 

2~p + 1 

(2) 

(3) 

Die zentral-symmetrische Nichtlinearität wird mit einem Polynom dritten 
Grades ausgedrückt, Ebenso seien die Koeffizienten zur Verminderung der 
Zahl VOll Parametern gleich 1 gesetzt. Wenn man sich einer mechanischfn 
Analogie hedient, heißt es hei »harter« Verstärkung 

bei »weicher« Verstärkung hingegen 

Xr 

Im linearen Falle ist natürlich 

X m = Xr • 

3 
X r , 

3 
X m • 

(4) 

(5) 

(6) 
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Da in nichtlinearen Systemen die Signalamplitude eine wichtige Rolle 
spielt, muß außer der Einheits-Sollwertänderung oder der Einheits-Führungs­
größen änderung auch die \Virkung der anderthalbfachen und z"weifachen Ein­
gangs größe bei verschiedenen Dämpfungsfaktoren untersucht werden, d. h. 
die Fälle 

Xe(t) = 1,0 . l(t) , 

xe(t) = 1,5 . l(t) , 

xe(t) = 2,0 . l(t) , 

(7) 

(8) 

(9) 

wo 1 (t) die sogenannte Einheitssprungfunktion ist. 

3. Die gesuchteu charakteristischen Grössen 

Zur Beschreibung des Zeitverhaltens des geschilderten Regelungs­
systems, u. zw. zur Kennzeichnung des Übergangsprozesses der Ausgangs­
größe sollen folgende charakteristische Größen dienen: 

die Halbwertzeit, d. h. jene Zeit, deren es bedarf, damit die Ausgangs­
größe (die Regelgröße) 50% ihres stationären Wertes erreiche, 
die zum Erreichen von 90% des End"wertes nötige Zeit, die sogenannte 
Anregelzeit, 
die zum Erreichen der ersten Überschwingung erforderliche Zeit, 
die Einstellzeit oder, mit anderen Worten, die Ausregelzeit, d. h. jene 
Zeit, nach deren Ablauf die Regelabweichung auf unter 5 % absinkt, 
das relative Überschwingungsverhältnis gemäß 

(10) 

4. Integralwerte als Gütekriterien 

Zur Charakterisierung der aus aperiodischen Vorgängen und auch aus 
gedämpften Schwingungen bestehenden Übergangsfunktionen gebraucht man 
oft auch Integralwerte. Aus den vielen möglichen Integralwerten seien hier 
folgende vier ausgewählt: 
der absolute oder betragslineare Integralwert 

1* 

JA. = J XrN (t) dt , 
o 

(ll) 
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der quadratische Intr'gral"wert 

1z = J x;N (t)dt, 
o 

der mit der Zeit multiplizierte absolute Integralwert 

1ZA = J txrN(t)dt, 
o 

( 12) 

(13) 

das sogenannte ITAE-Kriterium (Integral of Time multiplied Ahsolute-value 
of Error) und 
der mit der Zeit multiplizierte quadratische Integralwert 

1zQ = J tX;N(t)dt. 
o 

In diesen Formeln kommen die normalisierten Regelabweiehungen 

X r (t) x (t)---
rN. - x

r 
(0) 

(14) 

(15) 

vor. Ihre Einführung ist nötig, weil sonst die Integralwerte - bei veränder­
lichen Signalamplituden - nur schwer verglichen werden können. 

5. Ergebnisse der Untersuchungen 

Die Untersuchungen mit der Analogie-Rechenmaschine lieferten fol­
gende Ergehnisse : 

Abb. 2 zeigt die Ühergangsfunktion im linearen Fall hei verschiedenen 
Dämpfungsfaktoren C, 

Abb. 3 die gleiche Funktion bei »harter«, 
Abb. 4 dagegen bei »weicher{( nichtlinearer Verstärkung. Abb. 3a und 

4!a betreffen den Einheitssprung l(t) als Eingangsgröße, Abb. 3b und 4b hin­
gegen die aus dem doppelten Einheitssprung bestehende Führungsgrößen­
änderung. 

Abb. 5 veranschaulicht in Abhängigkeit vom Dämpfungsfaktor C die 
Halbwertzeit bei verschiedenen Eingangssignalamplituden als Parametern. 
Hier und überall im weiteren bezieht sich die volle Linie auf die »harte «, die 
punktiert-gestrichene Linie auf die lineare, die gestrichelte Linie auf die 
»weiche« Verstärkung. 
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o 6 10 12 ! sec 

Abb. 3b 

:s = 0.1 

1,5 

1.0 

o 6 10 12 sec 

Abb. 4a 
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xalll 

3 

2 

o 2 6 8 10 

Abb. 4b 

L ____ ------~X\.,:!:_;;,.)= 2·1:0 

o 0,5 1,5 2.0 

Abb. 5 

12 t sec 

---Xm = xr+x,! 

'-'-'Xm = xr 

----xr = xm+x~ 

2.5 ;; 

7 
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.",_ ~ seC' 
e 

5 

·_·_·'>:,7i::::X~ i 

2 
--- - Xc = ;:~~x.; I 

Abb. 6 

Ahnlieh stellt Abb. 6 die zur Erreichung "on 90% des Enclwertes nötige 

Zeit, d. h. die Anregelzeit. 
Abb. 7 enthält das Diagramm der therschwingungszeiten. 
In den Abb. Ba und Bb sind die Kennlinien der Einstell zeiten zusammen­

grfaßt. 
AbU. 6 zeigt den Yerlauf der relativen tLerschwingullg. 
In den Abb. 10, 11, 12 und 13 sind di .. Intl:gralwerte als 

yel'schiedn1f.~r DämpfungsfaktoT<>ll uud lwi J-, J,.'i- und 2-facher 
größcnänderung als Parameter darge;:tdlt. 

Abb. -

Funktionen 

Fiihruu:.::~-
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Abb. 8a 

Schließlich zeigt Abb. 14 und 15, wddH' Ab\\-eiehung }Jei "harter<!, ')Wel­

cher« und linearer Verstärkung die Bcrücksichtigung eines ·weiteren. w;>it 

entferntcn reellen Pols oder DoppclpoL- h:>i einem Dämpfungsfaktor yon ~ 

0,5; 0,6 und 0,7 yernrsacht wird. 

6. Folgerungen 

_.\.U3 dr'H l ntersuchnngen auf denl _Analogrerhncr la~:3{·n :::ich hauptsäch­
lich qua]itati\"(~ Folg('rungf~n zi('hcn~ \\-enngleich in einigen FäHen. in dencn 
dip Polynome dritten Grades eine gutt' Appl'O:\:imation bedeut-"n und diealki-

Abb. 8b 
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nige Berücksichtigung des dominierenden Polpaars statthaft ist, auch quan­
titativ gute Resultate zu erzielen sind. 

Bezüglich einzelner charakteristischer Größen des Ühergangsprozesses 
kann folgendes festgestellt werden: 

o 0,25 0,5 

/ 

.1 

D 0,5 

0.75 

Abb. 9 

/ ./ 
/~,(I; 

/ ./' 
/ / 

/ /' 
/ . 

1,0 1,5 

Abb. 10 

1,0 

2:0 

_-xmexr+x; 

·_·-·Xm=Xr 

----xr =xm+x~ 

1,25 5' 

2,5 ~ 

1. Bei gegebenem Dämpfungsfaktor vermindert sich die Halbwertzeit 
(Abb. 5) bei »harter« Verstärkung, während sie sich bei »'weicher« Verstär­

kung im Vergleich zum linearen Fall vergrößert. Diese Tendenz nimmt bei 
stärkerer Anderung der Führungsgröße zu. Im allgemeinen verlängert sich 
die Halhwertzeit mit wachsendem Dämpfungsfaktor. Bei »weicher« Verstär-
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kung ist der Einfluß des Dämpfungsfaktors auf die Halbwertzeit größer, 
während er bei »harter« Verstärkung, besonders bei kleineren Dämpfungs­
faktoren verhältnismäßig kleiner "w·ird. 

2. Hinsichtlich der Anregelzeit zur Erreichung von 90% des Endwertes 
(Abb. 6) können ganz ähnliche Folgerungen gezogen werden. 

la 

/,5 

---Xm = X,+Xr 
'---'Xm::=XI' 

- --- XI' = Xm f X,; 

x,!Ii= 1511tJ 

0,5 

0 0,,5 1.0 1.5 2,0, 2.5 ~ 

Abb. 11 

IZA I 

/ 
I 

I 

6 

5 
--Xm 

I 
--_. "rn;: XI' ! 

3 
---- X =.x ;-.x~ I r ;Tl ", i 

:1 
0 0,5 1,0 '< I," 2.0 25 ~ 

Abb. 12 

3. Die weben gemachten Feststellungen gelten auch für die Zeit der 
ersten Überschwingung (Abb. 7). 

\Vie man also sieht, vollzieht sich der Anlauf des Ühergangsprozesses 
bei gegebenem Dämpfungsfaktor bei »weicher« Verstärkung langsam, bei 
»harter« Verstärkung dagegen schneller als im linearen Falle. 
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Abb. 13 

--- /m :::: .~ . ... x! 

'-'-'X-r-=/' 

----x._ ;::/~-f,;" 

.X.~i1J=2·I(n 

4. Die Einstellzeit (Abb. Ba und Sb) ist hpi aperioJischcm Übergangs­
prozl·ß eine stelige Funktion des Dämpfungsfaktors. Für diese Fälle gilt 
dit, eindputigc Feststellung, daß sich eine yorgeschriehene Einstpl!zeit bei 

»weicher« nichtlillearer Verstärkung mit einem kleineren Dämpfungsfaktor, 

Abb. f.!!1 
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bei »harter<· Verstärkung dagegen mit einem größeren Dämpfungsfaktor 
erreichen läßt als im linearen Fall. Diese Tendenz ·wächst mit dem Ansteigen 

der sprungweisen Sollwertänderung. 
Beim gedämpften periodischen Übcrgangsprozeß ist· die Einstellzeit 

keine stetige, sondern nur eine stückweise stetige Funktion der Dämpfungs­
faktoren. Die RißsteIlen treffen bei verschiedenen Dämpfungsfaktoren ein. 

So entsteht z. B. aueh die minimale Einstellzeit bei verschiedenen Dämpfungs-

Xa(t} 

3 

2 

6 8 10 12 sec 

Abb. 14b 

faktoren. ·"iegen der sich kreuzenden Kurven ist es schwer, eindeutige Fest­
stellungen zu machen. Was die Einstellzeit betrifft, kann man höchstens die 
Tendenz erkennen, daß die Einstellzeit bei gegebenem Dämpfungsfaktor und 
bei »weicher« Verstärkung wächst und sich unter gleichen Umständen bei 
»harter« Verstärkung vermindert, u. zw. in allen Fällen um so mehr, je größer 
die Veränderung des Sollwertes ist. Ausnahmen von dieser Tendenz zeigen sich 

in der Nähe der RißsteIlen. 
Bemerkens·wert ist die Tatsache, daß die minimale Einstellzeit bei 

)>"weicher« Verstärkung etwas wächst und ungefähr bei etwas kleinerem Däm­
pfungsfaktor als 0,7 eintritt, während sich das Minimum bei »harter« Verstär­
kung vermindert, und die minimale Einstellzeit eintritt, wenn der Dämpfungs­
faktor größer ist als 0,7. Dies bedeutet auch, daß sieh der kritische Dämpfungs-
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faktor, der die Grenze des periodischen und des aperiodischen Übergangs­
prozesses bestimmt und der im linearen Fall ungefähr 0,7 beträgt, bei nicht­
linearer »weicher« Verstärkung um etwas vermindert, bei »harter« Verstärkung 
jedoch zunimmt. 

5. Die relative Überschwingung (Abb. 9) bei gegebenem Dämpfungs­
faktor "wird bei der nichtlinearen »weichen « Verstärkung kleiner als im linearen 

Fall, wogegen sie bei »harter« Verstärkung wächst, u. ZW. um so mehr, je größer 
die Äuderm:.g des Sollwertes ist. 

J 

2 

fJ 6 10 12 

Abb. 14c 

6. Die zur Beurteilung des Übergangsprozesses dienenden Integral"werte 
wachsen im allgemeinen bei »weicher« Verstärkung, während sie hei »harter« 
Verstärkung abnehmen. Genauer formuliert: die Kurve der Integralwerte, die 
als Funktion des Dämpfungsfaktors aufgetragen wurde (Abb. 10, 11, 12, 13) 
verschiebt sich bei »weicher« Verstärkung im allgemeinen nach links und auf­
wärts, bei »harter« Verstärkung dagegen nach rechts abwärts. Dasselbe gilt 

für die Minimum"..-erte. Bei »harter« Verstärkung wird das Minimum des Abso-
lutwertintegrals und das Minimum des mit der Zeit multiplizierten Absolut­
wertintegrals in Abhängigkeit von der Dämpfung schärfer. Die Stelle des 
Minimums verschiebt sich bei »harter« Verstärkung mit zunehmender Soll­
wert änderung immer mehr in Richtung der größeren Dämpfungen. Die für 
lineare Systeme angenommene Faustregel, daß nämlich der günstigste Däm­
pfungsfaktor um 0,7 liegt, ist also bei nichtlinearer Verstärkung völlig unhaltbar. 
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7. Schlußhemerkungen 

Zu Beurteilung der Berechtigung der Rechnung mit dem dominierenden 
Polpaar -wurden die Diagramme in Abb. 14 und Abb. 15 auf dem Analog­
rechner aufgenommen. Außer dem dominierenden Polpaar spielt hier auch 
ein weiter entfernter negativer reeller Pol eine Rolle, dessen \Vert im ersten 

Falle Pl = -20, im zweiten Falle P2 -10, im dritten Falle P3 = -5 ist. 
(Das entspricht den Zeitkonstanten Tl = 0,05 sec, T2 = 0,1 sec und T.1 = 

0,2 sec.) Bei linearer Verstärkung schreibt sich hierfür die ÜbertragungE­
funktion des geschlossenen Systems zu 

W( ) _ 20 1 
(11) P -( 2-L')- -L-)( 20) (p2 + 2;p 1) (0,05 P + 1) P , w~p , 1 P 

bzw. zu 

Jf7(p) 
10 1 

(12) 
(p2 + 2; P + 1) (p 10) (p2+2;p + 1)(0,1 p+l) 

bzw. zu 

W(p) = 
5 1 

(13) 
(p2 + 2;p + l)(p + 5) ( :~ I 2'- I 1) (0') I 1) P I~P I ,wp I 

Mit diesen Verhältnissen sind dip Übergangsfunktionen für eine So11-
wertänderung xe(t) = 2 . 1(t) mit den Dämpfungsfaktoren ; = 0,5; 0,6; 0,7 in 
Abb. 14a, b, c graphisch dargestellt. 

Ähnlich wurden sodann statt einzelner weit entfernter negativer reeller 
Pole Doppelpole mit den vorerwähnten Werten angenommen. Für lineare 
Verstärkung sind damit die Ühertragungsfunktionen des geschlossenen 

Systems 

W(p) 
400 1 

(14) 

bzw. 

JT7( ) _ 100 
P - ( 2 -L '):- -L 1) ( P , w~p I P 

1 
(15) 

10)2 (p2 + 2;p + 1) (0,1p + 1)2 

bzvr. 
')-

W(v) _ w;) 

~ - (p2+2;p 1)(p+5)2 

1 
(16) 

(p2+2;p 1)(O,05p+1)2 

Für dieselbe Sollwert änderung xe(t) 2· 1(t) mit den gleichen Däm-
pfungsfaktoren; = 0,5: 0,6; 0,7 gibt Abb. 15a, b, c die zum Vergleich dienenden 
Ühergangsfunktionen in Form von Kurvenschaaren. 
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Laut Abb. 14 und Abb. 15 ergibt die Berechnung mit dem dominierenden 
Polpaar hei linearer und noch mehr bei »weicher« nichtlinearer Verstärkung 
weit hessere Resultate als hei »harter« Nichtlinearität, bei der man immer mit 
Abweichungen rechnen muß. 

Zum Schluß sei noch erwähnt, daß alle Kurven auf Berechnungen 
beruhen, die mit dem Analogrechner durchgeführt wurden, 'weshalh mit 
gewissen Ungenauigkeiten gerechnet werden muß. 

c~:;/ 
1I \\ 
; 1 1\ 
,I \\ 
i! \ \ 
1I \ \ 

I \,' 

,= . 

6 12 sec 

Abb. 1Sa 

Hier spreche ich meinen Dank dem 'wissenschaftlichen Mitarheiter J. 
GYÜRKI aus, der mir bei Durchführung der Berechnungen mit dem Analog­
rechner wertvolle Hilfe erwiesen hat. 

A~HA~G 

1. Einige Bemerkungen zu den linearen Systemen 

Wenn die Ühertragungsfunktion des geschlossenen linearen Systems 

W(p) 
(p 
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xo{t) 

3 Iv'(p} = z 1 ~( 2; 't = 0,5 
(p f2:;pfl pTflj 

2 

o 2 8 10 12 I sec 

Abb. 15b 

ft ",3 
X'~=,/\~"" )0,-

, =1../1 

r G05 

o 

2 10 12 sec 

Abb. 15c 

2 Pcriodica Polytechnica EI. X,!. 
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ist, kann für einen Einheitssprung die Übergangsfunktion in der Form 

v u~ -L w~ 
o I d e-Go1 sin (w t _ 7p ) = 

W
d 

d d 

= 1 + 1 e-~wj sin (JIl '2 w t - 7pd) VI - '2 0 

(0 t) 

1 
WIP) rJ+2 S'p + 1 

Abb. 16 

Abb. r 

-Xe 
Xc 

Abb. 18 

ausgedrückt werden, "wobei 

W d VI - '2 
7p d = ::r - are tg -- = ::r - are tg 

U
u 

, 

ist. 
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Aus diesem Ausdruck lassen sich einige charakteristische Größen ver­
hältnismäßig leicht errechnen. So ist z. B. die Einstellzeit für 5% Regel­
abweichung 

3 3 

Abb. 19 

Abb. 20 

die zum Erreichen der ersten Überschwingung nötige Zeit 

7C :n: 
t ü =-=----

wd Wo VI - '2 
das relative Überschwingungsverhältnis 

usw. 

2. Zusammenfassung der qualitativen Programmhilder für die Lösung 
der linearen und nichtlinearen Aufgahen 

Hier in Anhang 2. sind die angewandten prinzipiellen Rechenschaltungen 
kurz zusammengefaßt. Abb. 16 zeigt das Programmbild, "wenn in die Rechnung 
nur das dominierende Polpaar einbezogen wird. Abb. 17 gibt die qualitative 
Rechenschaltung für den Fall, daß einzelne weit entfernte negative reelle 

2* 
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Pole vorhanden und ähnlich Abb. 18 die Rechenschaltung für den Fal1, daß 
weit entfernte negative reelle Doppelpole herücksichtigt sind. 

In den Abb. 17, 18, 19 sind stets die Ühertragungsfunktionen des geschlos­
senen linearen Systems aufgetragen. In diesen Fällen müssen die Punkte, in 
denen X r hzw. X m erscheint, weil X r = Xm , kurzgeschlossen werden. 

Für die Fälle von »harter« und »weicher« nichtlinearer Verstärkungen 
veranschaulichen die Abb. 19 hzw. 20 die an gewandten Rechenschaltungen 
für die Lösung der Gleichungen X m = x~ + x'; hzw. X r = x~ + X m • Die Fakto­
ren B in Abb. 19 und 20 wurden wegen Maßstahänderungen eingeführt. 

Zusammenfassung 

In linearen Regelnngssys~.emen ist der Einfluß von domi~~renden Polpaaren auf die 
charakteristischen Größen der Ubergangsprozesse, w1~ z. B. auf Uberschwingungsverhältnis, 
Einstellzeit, Schwingungszahl, Zeitpunkt der ersten Uberschwingung usw. bekannt. 

Die in Rede stehende Abhandlung untersucht als Resultat der mit Analogie-Rechen­
geräten durchgeführten Berechnungen in Form von Kurvenschaaren den Einfluß der Ein­
gangssignale auf die erwähnten charakteristischen Größ~n in einfachen nichtlinearen Systemen. 
Es wird auch kurz erörtert, wie die Amplitude und die Nichtlinearität gewisse Integralkriterif'n 
beeinflussen. 
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