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A propos de l'étude des conditions de démarrage des moteurs à courant 
continu, à excitation dérivée et à démarrage en un temps, nous avons exposé 
dans une communication précédente [1] une méthode pour calculer la pointe 
de courant de démarrage. Dans le présent article, nous rendons compte de nos 
résultats relatifs au calcul de la durée du démarrage. L'application simultanée 
des méthodes esquissées dans les deux études permet de déterminer facilement 
les paramètres qui créeront les conditions de démarrage optima, c'est-à-dire: 
la durée minimum de démarrage en cas de pointe de courant prescrite, ou la pointe 
de courant minimum en cas de durée de démarrage prescrite. 

1. Définition de la durée du démarrage 

Théoriquement, le moteur Il' atteint sa vitesse stationnaire qu'après un 
temps infini. C'est pourquoi la littérature considère généralement comme durée 
de démarrage le temps que nécessite l'ohtention d'un nombre de tours inférieur 
au nomhre stationnaire. Il n'existe pas encore un point de -vue homogène à 
cet égard. 

Afin de permettre l'extension des recherches à la zone périodique, nous 
considérons pour notre part comme durée de démarrage le temps nommé 
temps de réglage (treg) en automatique. Le temps du réglage (donc dans notre 
cas le temps t d du démarrage) est le temps à partir duquel la quantité examinée 

.y(t) (ici la vitesse angulaire) demeure à l'intérieur de la bande .d'y tracée au
tour de sa valeur constante'y = (fig. 1). 

La largeur de la bande .d'y varie. La plus courante, celle que nous 
utilisons nous-même, est la hande de : 5 %. 

Pour le cas apériodique, les -valeurs du temps de réglage correspondant 
à différents amortissements. pourraient être déterminées, par exemple, à la 
base des courhes qui indiquent le déroulement du processus à deux constantes 
de temps en cas de rapports T I IT2 différents (où Tl et Tz sont les constantes de 
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temps de l'équation décrivant le proce"sus, en l'e;,:pèce de [6] -11)*. Tl et T:? 
permettent de déterminer l'amortissement. Kous trouvons ces mêmes courbes 
dans [2] et [3]. Pour le cas périodique, nOUE trouvons des indications par ex. 
dans [4]. 

:\ ous trouvons dans [5] un diagramme correspondant directement à 

nos buts, qui se rapporte donc à la bande :;::;) (;0 et représente le temps du 
réglage t reg en fonction de l'amortissement. Dans nos examens ultérieurs, nous 
considél'erons cette figure commc point de départ. La figure représente non 

y f yltJ 
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Fig. 1. Figure explicatiye pour la définition de la durée de démarrage 

en fonction de pas directement le temps de réglage t reg , mais le rapport 
Tn 

l'amortissement, où T(j est la durée d'une période de l'oscillation non amortie 

(1) 

(.0 0 = ::. :-rfo est la fréquence circulaire de l'oscillation non amortie.) 
Étant donné que, par la suite, le temps de hase auquel seront rapportés 

les autres temps ne sera pas le temps Tt)' mais 

Tmin 
1 

(2) 

nous avons tracé sur la figure 2 le diagramme du temps de réglage relatif 

(j = t reg = 2:-r t reg 

T min Tu 

(3) 

en fonction de l'amortissement. Dans ce qui suit, la fonction (j = f(z) consti

tuera la base de comparaison de nos examens. 
Remarquons encore, pour compléter n05 observations, que la fonction 

(j = f(z) n'est pas continue en cas périodique, ce qui découle de la définition 

* ::\'ous renvoyons dans cette étude à des formules figurant dans nos articles précédents. 
Le premier chiffre placé entre crochets désigne chaque fois le numéro de la référence biblio
graphique se trouvant à la fin de cet article, le second indiquant le numéro de la formule dans 
la communication citée. 
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du temps de réglage. Avec une bande =5%, la courbe de la fonction ne dépasse 
pas cette bande jusqu'à z 0, ï, ainsi la fonction est continue pour les valeurs 
z > O,ï. ~otons encore que (d'après la fig. 2) 

(J 2:1"Z, si z > 3. (3a) 

2. Approximation de la durée de démarrage avec différentes constantes de 
temps 

La durée de démarrage (temps de réglage) définie sous l est assez diffi
cile à suivre par des calculs. C'est pourquoi nous essayons d'approcher la durée 
du démarrage avec des constantes de temps différentes, procédé que motive 
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Fig. 2. Le temps de réglage relatif en fonction de l'amortissement [a =f(::;)] 

aussi l'extension de l'examen de la durée du démarrage au cas de couples ré
sistants différents. A la base des résultats obtenus, nous faisons des suggestions 

pour une méthode de calcul approximative. 

2.1. La constante de temps de valeur plus grande et la constante de temps de la 
courbe enveloppante 

L'une des méthodes approximatives est celle décrite dans l'article [6]. 
Nous avons calculé la durée de démarrage pour un processus apériodique à 
cette approximation près que nous avons remplacé la courbe à deux constantes 
de temps correspondant à l'équation ([6]-1l) par une courbe à une constante 
de temps, dont la constante de temps est égale à la plus grande (Tl) des deux 

3* 
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constantes de temps 

et 

T. KELEME.V 

1 
T 1 =--

Q .1 

1 
T~=--- . 

- Q + ~1 

(4) 

(5) 

On sait qu'au cas d'une constante de temps, la fonction atteint les 95% 
de sa valeur stationnaire en un temps correspondant au triple de la constante 
de temps. Étant donné qu'au cas de deux constantes de temps la fonction atteint 
cette même valeur en un temps plus long que le précédent, nous avons défini 
la durée du démarrage sans en donner une analyse plus détaillée - sous la 
forme suivante: 

(6) 

Pour le cas périodique, nous avons remplacé la fonction par sa courbe 
enveloppante, et avons défini la durée du démarrage par la constante de temps 
T env de cette courbe, de la façon suivante 

(7) 

Ici, nous avons considéré que la fonction atteint plus tôt (ou tout au plus 
en même temps) que la courhe enveloppante le moment à partir duquel elle 
l'este à l'intérieur de la bande, de sorte qu'avec l'application de la formule 
(7), l'erreur est à l'avantage de la sécurité. 

Examinons à présent plus minutieusement les deux constantes de temps 
suppléantes. 

a) Cas périodique 

A la base de l'équation ([6]-9), la constante de temps de la courbe enve
loppante est 

1 
T env = --. (8) 

Q 

ou, en utilisant l'équation ([1]-14) 

1 
T env =--. 

~O 
N -.0 

9) 

En cas périodique on a z < l, en cas limite z = 1. Il en résulte que la 
constante de temps est la plus petite lorsque z = 1; sa valeur est alors 

l 
T min =--

{20 
(2) 
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Si z < 1, Tenv > T min' Voyons comment varie Tenv en fonction de z. 

Afin d'obtenir une solution de valeur générale, introduisons la constante de 
temps relative 

T env 
a p =--. 

T min 

La valeur de ap sera, d'après (9) et (2) 

1 
a D =-· . z 

b) Cas apériodique 

(10) 

(11) 

La valeur de la constante de temps Tl est, en utilisant (4) et ([1]-14): 

(12) 

En cas apériodique z > 1, en cas limite z = 1. La constante de temps est 

la plus petite lorsque z = 1 [car si z -.> 1, (z -+- V z ~-l) 1; tandis que si z ->- 0;:, 

(z + Vz2-1) -+- 2z] et sa valeur est alors 

1 
T min = - (2) 

Q[J 

de même que dans le cas périodique. 
Examinons ici également le changement de valeur de la constante de 

temps relative 

T 
a = _1_ (13) 

T min 

en fonction de z. En comparant (12) et (2), on a: 

a z-:-- 1. (14) 

Au fur et à mesure que z augmente, a tend vers la valeur limite 2z. Si 
z > 3, la valeur de la différence existant entre a et 2z, rapportée à a, est infé
rieure à 3%. Au lieu de (14) nous pouvons donc écrire à titre approximatif: 

a ~ 2z, si z > 3 . (15) 

Pour plus de facilité, nous désignerons par a dans ce qui suit la constante 
de temps relative se rapportant aussi bien à la partie périodique qu'à la partie 
apériodique, en observant qu'en cas périodique a = ap ' 
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Sur la figure 3, nous ayons indiqué la courbe (j = f(z) du temps de réglage 
relatif, ainsi que la courbe 40. = f(z) de la durée relative du démarrage définie 
à la base des équations (6) et (ï). On yoit que, abstraction faite de l'entourage 
immédiat de la valeur z = l, la courbe 40. passe partout au-dessus de la courbe 
(j, ainsi, en utilisant les équations (6) et (7), nous faisons erreur dans le sens de 
la sécurité. La différence est grande principalement dans la partie périodique. 
En comparant les formules (3a) et (15), nous voyons que si z > 3, (j = ;ra. 

] 5 :0 JO z 

Fig. 3. Comparaison de a =f(z) et (j =f(::.) 

Nous ayons également porté sur la fig. 3 la courbe de la fonction ;ra = f(z). 
Celle-ci donne une meilleure approximation que la précédente sur la plus gran
de partie de l'interyalle. 

2.:2. La constante de temps «résultante)! 

Comme seconde approximation, nous ayons choisi la constante de temps 
définie par ;.Veclzleba [7] et connue dans la littérature sous le nom de <<résultan
te,). Nechleba ne définit la constante de temps résultante que pour le cas apé
riodique, de la façon suiyante (ayec les symholes de la fig. 4a): 

l' . A 
T re:; = ----- \ (x", - x) dt = . 

x" x(O). xc, -;\:(0) 
(16) 

o 

Par la suite et particulièrement dan;;; la littérature consacrée aux amplifi
cateurs (y. par ex. [8], [9]) - la notion de constante de temps résultante a été 
étendue aussi au cas faiblement périodique. Dans ce cas, la définition de la 
constante de temps résultante est par analogie (fig. 4b) 

Tres 
x", -- x(O) 

(17) 



CALCC-L DE L4 DURÉE De DÉJURK4GE DES JIOTECRS 39 

Voici les avantages de la constante de temps résultante définie par la 

formule (16): 
a) La constante de temps résultante étant le rapport de l'aire située 

entre la valeur stationnaire et la courhe de la fonction, et de la valeur station
naire (si la valeur initiale est zéro), elle caractérise le processus indépendam
ment de la grandeur de la valeur stationnaire. Dans nos examens, elle fournit 
donc une valeur caractéristique non seulement au cas du nombre de tours en 
marche à vide, relatif à la pure accélération de masse, mais aussi au cas d'un 
.couple résistant NIT = 0 concernant un nombre de tours stationnaire, inférieur 
à celui de la marche à vide. 

)( 

bJ 

Fig. 4. Figure explicative pour la définition de la COllstante de temps (,ré!'ultante» 

b) Elle peut être définie directement par la calculatrice analogique. 
c) Elle e5t facile à déterminer à la hase de l'oscillogramme par plani

métrage. 
Comme nous l'avons déj à indiqué, la définition primitive (16) de la con

stante de temps résultante ne;;e rapporte qu·au cas apériodique. C'est pourquoi 
nous allons commencer nos examens par le cas apériodique. 

A) Cas apériodique 

Dans notre cas, la valeur de la constante de temps résultante ([7], [3] 

etc.) est 

(18) 

(Il est indiqué de calculer la constante de temps résultante dan;; un cas 
général à partir de la forme d'équation transformée de Laplace. A ce sujet, 
nous nous contentons de citer la littérature (par ex. [8].) 

En substituant les valeur;; de Tl et T~, on a, à la base de (4) et (.3) 

Tres 
1 1 

(19) 
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Si nous exprimons les valeurs de Il et .il par l'amortissement à l'aide de ([1]-
14) et ([1]-16), et les substituons dans (19), compte tenu de l'équation (2) 
nous avons 

2z 
Tres =-

Qi' 
2z T min' (20) 

Introduisons ici encore la notion de constante de temps résultante rela-
tive: 

B) Cas périodique 

_ Tres _ ':J. 
.a----~ .. 

T min 

(21) 

~ous avons indiqué que certains auteurs considèrent la constante de 
temps résultante définie selon (16) comme pouyant caractériser aussi les pro

cessus faiblement périodiques. Étant donné que nous nous proposons d'étendre 
nos examens à la zone périodique complète, il conyient de sayoir quel est le 
résultat donné par la définition de la constante de temps relative (16) dans le 
cas périodique. 

A la base de (17), il est éyident que la yaleur de Tres diminue sans cesse 
ayec la diminution de z, et qu'au cas de z = 0 (oscillation non amortie), Tres = O. 
Ceci est un résultat erroné, car en cas d'oscillation non amortie, il n'y a pas 
d'état stationnaire, donc la valeur de la constante de temps caractéristique 

ne peut être qu'infinie. 
A l'Annexe 8.1, il est démontré que la yaleur de la constante de temps 

résultante relative dans la phase périodique est également 

,u = 2::, 

c'est-à-dire qu'elle diminue jusqu'à zéro en raison directe de l'oscillation. 
~ous ayons vu (fig. 2), qu'ayec la réduction de z jusqu'à la valeur z r'J 0,7, 

le temps du réglage diminue, puis commence à augmenter et tend yers l'in
fini. En partant de ce fait, nous pouvons dire que la constante de temps ré
sultante Tres peut être réellement caractéristique de la durée du démarrage 
jusqu'à la valeur z 0,7 en cas périodique aussi, - mais qu'en cas d'a
mortissement plus faible, elle donne un résultat erroné. 

2.3. La constante de temps «d'aire» 

~ous pouyons obtenir un résultat général -valable aussi pour la zone 
périodique complète, avec la constante de temps définie sur le modèle de Tres 

et nommée constante de temps «d'aire»: 

1 
T A =------

x(O) x 
o 

x -. x dt. (22) 
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(L'indice A rappelle d'une part le mot aire et d'autre part la valeur absolue.) 
En vertu de la définition (22), nous additionnerons donc les aires situées 

entre la valeur stationnaire et la courbe de la fonction non pas selon leurs 
signes, mais selon leur valeur absolue. On peut voir que, conformément, la 
valeur de TA tend vers l'infini avec la réduction de z, ce qui est juste. 

A l'Annexe 8.2, nous avons calculé l'expression de la constante de temps 
d'aire relative 

T= 
T min 

(23) 

valable pour notre cas: 

r ,;a] exp l~) 
tga 

T = 2 cos a + 2 exp (24) 

1 

(Si nous prenons en considération que z = cos a, le premier membre de 
droite de l'expression (24) est 2z fi. C'est donc le deuxième membre de droite 
qui donne la différence, en cas périodique, entre les constantes de temps rela
tives {<résultante» et {<d'aire».) 

A titre de comparaison, nous avons tracé sur la fig. 5 la courbe G = f(z), 
de même que les courbes 47: = f(z) et :1'r = f(z), conformément au raisonnement 

./ ... ~. 

.. . 

CJ 03 0507 1 3 10 JO z 

Fig. 5. Comparaison de T = f(z) et (J = f(z) 

SUIVI au point 2.1. La figure montre que la courbe :;ri approche davantage la 
courbe Œ pour les valeurs approximatives z > 0,42, alors que la courbe 4, 
l'approche davantage pour les valeurs z < 0,42. Étant donné que généralement, 
dans la pratique z > 0,5, nous pouvons accepter la corrélation :7T = f(z) com
me une bonne approximation de la corrélation Œ = f(z). 
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(Toujours à titre de comparaison, nous avons tracé au pointillé les droites 
41' f{:;;) et :r:,U = f(:;;) relatives à la constante de temps «résultante»,) 

Étant donné que la constante de temps d'aire présente une courbe d'al
lure analogue à celle de la fonction du temps de réglage =5% définie comme 
durée du démarrage, et que d'autre part elle possède tous les avantages énu
mérés au déhut pour la constante de temps résultante, nous considérerons 

cette constante de temps comme la caractéristique de la durée de démarrage. 
A propos de la constante de temps résultante (et d'aire), nous jugeons 

nécessaire d'indiquer que, comme le mentionne la littérature (voir par ex. 
[10]) et comme le démontre aussi directement le rapprochement des équations 
(20), ([1J-4) et ([1]-3): 

Re -T 
1(2 - m 

(25 ) 

-c'est-à-dire qu'en cas de moteur à courant continu et à excitation dérivée. 
la constante de temps résultante est égale à la constante de temps dite électroméca

nique du moteur (et des masses actionnées), que nous avons désignée par Tm' 
(Outre la constante de temps électromécanique Tf1!' on considère habi

tuellement comme une autre constante de temps (<Ilaturelle» du moteur, la 
constante de temps électrique 

L 

R 

);ou- sayons aussi de la littérature (y. par ex. [10], [11]), que 

d'olt rOll a. selon (25): 

T 

2.1. La constante de temps «quadratique» 

(26) 

(27) 

(28) 

Dan,. l'article précédent, nous avons précisé qu'en cas périodique. c'est le total (absolu) 
de .. aire,. située,. entre la valeur stationnaire et la courbe de la fonction qui caractérise le pro
cessus du point de "ue du temps de réglage. II est logique de prendre, à la place de l'intégrale 
difficile à calculer de x'" - x " celle de la valeur qui totalise à son tour les aires indépendam· 
ment des signes. En vertu de ce raisonnement (correspondant. en automatique. à la méthode 
de l'erreur quadratique). nous pouvons définir la constante de temps <'quadratique» de la façon 
SUiyallte: 

2 l' T Q = [x~-x(O)]'. (x,o xFdt. (29) 

o 
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(:'{ous donnerons l'explication du facteur 2 figurant dans l'expression, à propos de l'examen du 
processus à une constante de temps. Soit par exemple 

x = 1 - exp (- ~ ) ; x'" = 1 et x (0) = 0, 

on aura alors, sans le facteur :2 

T 
x)" dt :2 ' 

donc pour obtenir un résultat correct, il faut réellement multiplier par 2.) 

nE,-------------------~--------------~ 

ô 

50r---------------~--__ ~-------

30 

10 

5 

3 

Dt J] 0,5 J 5 10 30 z 

Fig. 6. Comparaison de E = f(:;) et (J = f(:;) 

A l'Annexe 8,3. nous avons calculé la valeur de la constante de temps quadratique T Q 
et celle de la constante de temps quadratique relative E. La valeur de cette dernière est 

2:; . (30) 

Sur lafigllre b. nous avons comparé la courbe a = f(=) à la courbe :Té' = f(=). La figure indique 
que, pour les valeurs = < 3. la courbe ::rI' diffère sensiblement de la courbe rI et présente aussi 
une allure différente (son minimum est à :; 0.5), c'est pourquoi nous ne pouvons cOll5idérer 
la constante de temps quadratique T Q COlllme quantité caractéristique du point de vue de nos 
examens. 

3. Méthode d'approximation proposée 

A la base des examens effectués, nous proposons ce qui suit pour déter
miner approximati...-emellt la durée du démarrage. 

A) En cas de pure accélération de masse, on calcule la durée approxi-
mati...-e du démarrage à la hase de la fonction 'i = f(z) tracée sur la figure 
7 -- de la durée approximatiye relati...-e du démarrage 

1)= 

T min 

tda 
(31 ) 



44 T. KELEME.Y 

(nous désignons par tda la durée approximative du démarrage). D'après la 

figure, 
si .. >0,7, Ti = 2;rz, (32a) 

si z< 0,7, 
3 

(32b) li =-
z 

(Le minimum de Ti est - exactement - à la valeur z = 0,691.) 
D'après ces équations, ainsi que des équations (20), (25), ([1]~14), 

([l ]-5) et (27), la durée approximative du démarrage (tda ri T min) est 

'001------

50~------------------~---------

]Ob-----------------~~------~~~·---

;O~--~~----~~-----------------

]~--------~------------------~ 

Q, 03 0,5 3 5 

Fig. 1. La fonction de la durée relatiye approximatin '/ du démarrage 

si z >0,7: 
2;rz Re 

=;rTrn : (33a) tda = ;r 

Do ](2 

si z < 0,7: 
3 

=6
L 

6 Tc. (33b) tda 
z[}o R 

Remarquons que pour les valeurs de l'ordre de z > 3, t da coïncide avec 
la durée exacte du démarrage, et qu'au cas de z < 3, il donne des valeurs 
supérieures à cette dernière; donc en l'appliquant, on approche la sécurité. 

B) S'il Y a aussi un couple résistant, nous devons, en calculant la durée 
pu démarrage, prendre en considération les résultats de nos examens relatifs 
à la constante d·e temps d'aire, indiqués au chapitre 6. 

4. Calcul des paramètres optimaux du démarrage 

En mettant à profit simultanément nos considérations ci-dessus concer
nant le calcul approximatif du temps de démarrage, et la méthode de calcul 
de la pointe de courant de démarrage, exposée dans notre article précédent 
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[1], nous pouvons déterminer - en cas de pure accélération de masse - les 
paramètres optimaux du démarrage. Plus exactement: en cas de pointe de 
courant prescrite, on peut calculer la durée de démarrage minimum pouvant 
être réalisée, ou déterminer, pour une durée de démarrage donnée, la pointe 
de courant minimum pouvant être obtenue. 

(D ans ce qui suit, nous ferons état de la méthode présentée dans [1] et 
utiliserons les formules qui y ont été obtenues - sans nous livrer à aucune ex
plication détaillée. Les formules seront désignées de la même manière que 

jusqu'à présent.) 
Dans la pratique, le problème se présente généralement de sorte que la 

pointe de courant admise est d'une valeur prescrite, tout comme la durée de 
démarrage demandée. De cette façon, le problème devient surdéterminé. Le 
raisonnement et la méthode à exposer nous permettent de maintenir l'une des 
exigences (par ex. la pointe de courant) à une valeur fixe, et de réduire l'autre 
(par ex. la durée du démarrage). 

4-.1. Réduction de la durée du démarrage et calcul de la durée de démarrage 
minimum 

Dans ce cas, la valeur de la pointe de courant est donc fixée. 
La marche du calcul consiste alors à déterminer, en connaissance des 

données du moteur, l'amortissement nécessaire à la base de la courbe /3 -f(z), 
et d'en déduire la valeur de la résistance en série. (Dans la pratique, la 
pointe de courant admise est généralement d'une valeur telle que le processus 
du démarrage devient apériodique. Notre raisonnement ultérieur n'est va
lable que pour ce cas.) 

Après cela, nous contrôlons la durée du démarrage à la base de la formule 
(33a). Si elle se trouve être supérieure à la durée prescrite, nous pourrons rai
sonner comme suit pour la réduire (d'après la méthode de calcul approxima
tive décrite à l'article 3): 

a) Tant que z > 0,7, la durée du démarrage ne dépend pas de l'inductance 
(car lorsque cette dernière change, :::; et Q 0 changent dans un sens et une pro
portion identiques), mais uniquement de la résistance [cf. (33a)]. 

b) Si nous augmentons l'inductance du circuit d'induit par une inductance 
en série, la pointe de courant diminue. 

Ceci est logique d'après la formule de la pointe de courant 

i m = f3 ~ ( [1]-44) 
r 

si l'on considère que 
1. avec l'augmentation de l'inductance (par ex. à un multiple a), l'a-

mortissement diminue, d'après l'équation ([1 ]-3) à une fraction ~ de sa 
la 

valeur; 
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par suite, la yaleur de /3 augmente bien (r après la courhe {j = f(z), 
malS en même temps 

3. la valeur de la résistance transitoire r s'élève également à un multiple 
V~, conformément à la relation ([1]-31). Or, étant donné que 

4. r augmentation de (J est inférieure à celle de r, la valeur de i m di

minue. 
c) Donc, en cas de pointe de courant prescrite et si nous utilisons une 

inductance en série, - la valeur de la résistance peut être réduite, ce qui di
minue aussi proportionnellement la durée du démarrage selon la formule 

(33a). 
L'inductance du circuit d'induit peut être augmentée (donc la durée du 

démarrage réduite) tant que nous n'ayons pas atteint la valeur limite:: = O,ï). 
Si nous continuons à réduire z, la durée du démarrage augmente conformément 

à la formule (33b). 
Ces considérations se rapportaient à l'approximation selon li = f(::). 

En cas de (J = f(::) , la durée exacte du démarrage est donc inférieure à celle 
2,8 

calculée ici (dans la proportion de -'- par ex., si :: = O,ï, d'après la fig. ï). 
4,3 

Exemple numérique 1. Calculons la durée minimum de démarrage pouvant être réalisée 
ayec une pointe de courant im 600 A, par le moteur de 18 k,'Ç et de 1500 tours/min-1 décrit 
dans l'article [6], effectuant une pure accélération de masse. 

Les données initiales nécessaires sont: 

L- 150 Y. 

K 0,955 Vs. 

El 0.85 \\'s", 

La 3, 10- 1 H. 

RQ 0.0225 ohm. 

(l) Calcul de la résistance correspondant à la pointe de courant prescrite. 

ra K li ~a 0.01783 ohm. 

F 
im~J=

ra 
8-100 A, 

p = ~ = O,OïU < O,l. 
Zmo 

,,- 1 l' .., r.; bous pOUY ons donc caku er ayecapproXlmatlOil lm = If . 
D'oit 

F 
R = -. - = 0,25 ohm. 

lm 

([1]-31) 

([1]-32) 

(1-26) 

b) La durée du démarrage est, si nous démarrons seulement ayec la résistance R : 

:r R G ~3' 
tda = K" = 0, i 2 sec. (33a) 
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c) :.\OUS pouvous réduire cette durée de démarrage en utilisanL en plus de la résistance, 
une inductance en série. 

La durée du démarrage est la plus petite si = 0, Î. Avec la résistance R que nOti!' ve-
nons de calculer, la valeur de l'amortissement est 

R = 7.01. ([1)-33) 

Dé"ignons par R, et L, la résistance et l'inductance satisfaisant aux conditions = 0, ï et im 
= 600 A. La valeur de R, peut être calculée de la valeur de la nouvelle résistance tramitoire Ti' 

A = = 0, Î correspond, conformément à il = f(=): 

rlmin = OA6. 
D'oil 

([1)-26 ) 

= 0,115 ohm. ([ 1]·3~) 

Étant donné que 

Oll a 
R, 0.161 ohm. 

On voit que R, < R. La durée du démarrage diminue proportionnellement aux résistances: 

0,472 sec. 

A la base de 

T, ([ 1]-31) 

la valeur d'inductance nécessaire du circuit d'induit est: 

L, 

~1.2. Réduction de la pointe de courant et calcul de la pointe de courant minimum 

Dans ce cas, la valeur de la durée de démarrage est fixe. Le problème 
peut être résolu par un raisonnement semblable au précédent. Tout d'abord, de 
la durée de démarrage prescrite (33a), nous calclùons la valeur de la résistance 
en série R, puis nous choisissons pour cette valeur de R UIie inductance qui 
donne::; = O,ï. 

Exemple numérique 2. Choisissons de nouveau le moteur figurant dans l'exemple 1. 
Soit la durée de démarrage prescrite Id 1 sec. Conformément à (33a), la résistance s'y rappor-
tant est 

Comme R~ est supérieur à R calculé dans l'exemple 1. nous pouvons calculer de nouveau par 
approximation 

U 
i m = R, = 439 A. 
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Cette pointe de courant peut être réduite par une inductance en série. (Comme nous l'avons 
indiqué. la durée du démarrage ne change pas.) La pointe de courant est la plus petite si;;; = 0,7. 
On a alors 

et la pointe de courant est 

L'inductance nécessaire est 

R., 
TZ = ? 0- "' = 0,244 ohm 

- ~ 1 

e 
im,min = Pm in - = 283 A

T,,! 

5. Résultats des expériences 

([1]-33 ) 

([l]-44) 

Dans la communication [1 J, nous avons fait connaître les résultats de 
mesures relatifs à la pointe de courant, obtenus avec un moteur effectuant 
une pure accélération de masse, et évalués d'après les oscillogrammes relevés. 
Ces derniers nous ont également donné les résultats concernant la durée du 
démarrage. ~ous nous contenterons de parler ici des valeurs mesurées de la 
constante de temps d'aire TA et du temps de réglage treg de 5%. Nous 
avons déterminé TA par planimétrage, tandis que les valeurs de t reg ont été 
obtenues par lecture directe. 

J 
[sed 

il. 'rEg 

0,5 

0,3 

0,1 ~ 
O,D5po..-'---~_·~~ ,~" 

0,0,3 05 07 Z J 5 
3 5 10 

10 20, 

Jo' 50, 100 (ohmj R 

Fig. 8. Les yale urs mesurées de la constante de temps d'aire et du temps de réglage de =5S o 

Sur la figure 8, nous avons marqué les valeurs de TA par ùes cercles pleins, 
et celles de t reg par des cercles. Nous avons également porté sur la figure les 
courbes TA = f(z) et t reg = f(z). 

D'après les figures, nous pouvons constater qu'en cas apériodique, les 
résultats théoriques et pratiques montrent une bonne concordance. Pour le 
cas périodique, nous ne disposions pas d'un nombre suffisant de mesures, mais 
sur la figure 8, l'écart important entre la valeur mesurée à z = 0,583 et la 
valeur calculée, nous avertit qu'il faut prendre garde en calculant la durée du 
démarrage en cas périodique. 
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6. Changement de la durée du démarrage en cas de couple résistant 

Les résultats que nous avons obtenus jusqu'à présent se rapportaient 
au moteur effectuant une pure accélération de masse. 

Pour nous renseigner sur la valeur de la durée de démarrage, au cas où 
le moteur doit non seulement effectuer une accélération de masse, mais aussi 

vaincre le couple résistant 111, pendant le démarrage, nous devons recourir de 
nouveau à la calculatrice analogique. (La programmation de celle-ci a été 
étudiée dans l'article [1].) 

Il convient néanmoins d'observer que, sur la durée de démarrage d'un 
moteur chargé, nous ne pouvons obtenir des indications aussi générales que 
celles qui ont été données sur la pointe de courant [1]. La cause en est que le 
nombre de tours stationnaire d'un moteur chargé dépend de la chute de ten
sion du circuit d'induit, qui dépend à son tour de.la valeur de la résistance 
(de l'amortissement) du circuit, et de la valeur, à ce nombre de tours station
naire, du courant d'induit nécessaire pour vaincre le couple résistant. Comme 
la durée du démarrage est rapportée au nombre de tours stationnaire, il ne 
suffit pas d'effectuer les examens en fonction du couple résistant et de l'amor
tissement, mais il faut aussi déterminer chaque fois le nombre de tours station
naire dépendant des paramètres donnés j'Ii[, et z. 

La recherche de relations tenant compte de tous ces points de vue n'en
trait pas dans noS intentions. Les examens effectués sont en premier lieu d'in
térêt théorique en ce qu'ils permettent d'obtenir un tableau qualitatif des 
conditions prévues. Les résultats pouyant être utilisés quantitatiz:ement sont 
peu importants. 

La méthode choisie est la suivante: 
1. A la base des considérations indiquées à l'article 2.3., nous avons 

admis, COIllme approximation, la constante de temps d'aire comme caracté
ristique de la durée de démarrage. La calculatrice analogique permet de dé

terminer directement la constante de temp" d'aire sous charge TAr• (L'indice 
r désigne le couple résistant.) 

2. :\ous avons calculé le quotient des constantes de temps TAr et T mi,!, 

c'est-à-dire la constante de temps relative: 

TAI' 
ï,...==--. , T

mill 

(34) 

3. :\ous avons calculé. en outre, pour des amortissements identiques, le 
quotient des constantes de temps d'aire relatives se rapportant à l'accélération 
sous charge et à la pure accélération de masse, le coefficient 

,)= (35) 
T 

4 Periodicn Polyt('chniea El. IX). 
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Ce coefficient montre le multiple du temps nécessité par le moteur pour at
teindre la bande de 5% de sa vitesse angulaire stationnaire avec une charge, 
par rapport à la pure accélération de masse. 

(Si nous calculons la durée de démarrage en cas de pure accélération de 
masse par la formule approximative (33), la durée de démarrage approxima
tive sous charge sera 

(36) 

4. La vitesse angulaire 5tationnaire dépend comme nous l'avons dit 
plus haut - des valeurs de ];Jr et de z. 

Si le moteur effectue une pure accélération de masse, la vitesse angulaire 
stationnaire est la vitesse angulaire en marche à vide û)"" indépendamment 
de l'amortissement (en supposant une marche à vide idéale). 

a) Si nous mettons en marche le lnoteur avec un amortissement naturel 

Zn (R = Ra, démarrage «brutah), la vitesse angulaire stationnaire est la vitesse 
angulaire nominale W n (nous supposons - comme nous l'avons fait jusqu'à 
présent - que le moteur est chargé nominalement). 

b) Enfin, si r amortissement du circuit d'induit du moteur est Z > Zn' 

la vitesse angulaire stationnaire est w r < COn et peut être calculée en vertu des 
considérations suivantes. 

--\. l'état stationnaire, conformément à ([1]-1) et ([1]-40): 

(3i) 

(38) 

Ici nous avons désigné par i r le courant d'induit stationnaire, et par f«(I)r) 
le facteur qui tient compte du changement du couple résistant en fonction de 
la vitesse angulaire (cf. [6, 2.2.]). 

Les deux équations donnent 

( 39) 

et après transformation: 

. R Ra J;J n f )' K 
L=-- (w - -(1) . 

Ra KU r U r 
(40) 

Considérons que 
(41 ) 

et que d'après ([1]-33) 
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Il faut observer en outre, qu'en cas d'amortissement naturel 

et que par analogie avec (40) et compte tenu de (41): 

1 = Ra NIn 
KU 

qui donne, à la base de ([1]-41) 

RaJI"=1_2 JWTl 

KU W", 100 

En substituant ces formules dans (40) on a, après transformation 

W = w~ [1 r _. 

51 

(3ï a) 

(38a) 

(40a) 

(42) 

(40h) 

Les expressions de COn en fonction de f( (Or), sont les suivantes (en négligeant la 
déduction) : 

où 

l, c'est-à-dire JI, 

O)n 

(1)00 fI _ :;; JWTl 'J'. 
1 :;;" 100 

(1) 

c'est-à-dire J{ = JIn --

Ü)n 

100 

100-JOJ 1~-1) , Tl 

Zn 

(
' W 1

2 

c'est-à-dire JI, = lvln --

, W Tl 

(40e) 

(40d) 

(40e) 

( 43) 
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6.1. Les valeurs du coefficient b d'aprés les résultats obtenus sur la calculatrice 
analogique 

Les figures 9 et 10 montrent, d'après les résultats obtenus sur la calcula

trice analogique, la sene des fonctions b = f(z", z), pour une chute de vitesse 

nominale de iJw" = 5%. 

f,Zr-------------~-

5" 

1.15r----------+-------~-=::::~,---
-"z,o= 0. 1 

rf ::=.l(z'1 z 
LlU-\,.t=5% 

0.1 O,Z 03 0.5 07 t 3 

O,Z 
0;3 
,05 
,07 

09 

10 z 

Fig. 9. Les yaleurs du coefficient h en fonction de l'amortissement, pour e cas de Jlr ;U" 

1,2 

li 

Oi; I-T'-----

02r------------------------------------

o 
al 0.2 (J] Q3 97 • 2 7 :0 z 

Fig. 10. Le .. yaleurs du coefficient Ô en fonction de l'amortissement. en cas de couples ré"istant .. 
différents 

La figure 9 se rapporte au cas 11fr = J.11w Il est intéressant de remarquer 

que, pour des amortissements peu importants, la valeur de b est la plus grande 
en cas de z = 0,7, donc à la yaleur d'amortissement où la durée du démarrage 

est la plus petite en cas de pure accélération de masse. - Si Zn ~ l, b -~ 1 et 

reste à peu près constant, indépendamment de z. 
Pour faciliter l'éventuelle interpolation, nous ayons tracé sur la figure la 

courbe reliant les points z = Z/1' 

Lafig. 10 est valable pour des couples résistants augmentant proportion-
nellement avec la vitesse angulaire et ayec le carré de cette yitesse. Nous n'y 
ayons représenté que les cas Z/1 = 0,1, 0,5, et 1. A titre de comparaison, nous 
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avons égalément tracé sur la figure (au trait mixte) les courbes correspondant 
aux cas NIr = NIn et prises dans la fig. 9. 

On voit sur lafigure 10 que si z = z (dans ce cas les valeurs de la durée de 
démarrage peuvent être comparées directement, car elles se rapportent toutes 
à la vitesse angulaire (l)n), le moteur atteint le plus vite sa vitesse nominale 
lorsque le couple résistant varie selon le carré de la vitesse angulaire. La diffé· 

)1,~= oz=. Zrr=D.t 

,~"/~~ = !1n 5n 

® 

o o 

z=zn=01 

/1,. :: 

o o 

Fig_ 11. Changement de la vitesse angulaire dans le temps sous l'effet de couples résistants 
différents_ en cas de démarrage brutal, si =n = 0,1 

rence entre les trois cas est la plus grande au cas de Zn = 0,1, et diminue avec 
l'accroissement de l'amortissement naturel. L'explication en est plausible: 
le couple dépendant de la vitesse angulaire représente un amortissement addi
tionnel, et c'est pourquoi le processus d'oscillation se termine plus vite qu'au 
cas de NIr = lvIn • (Si (1) est supérieur à con' lvlr > IvI,l' le moteur devient sur
chargé dans une mesure d'autant plus grande que le couple résistant croît 
avec la vitesse angulaire selon un exposant plus élevé.) Cet amortissement 
additionnel intervient d'autant moins que l'amortissement naturel est plus 
important. 

Ce qui a été dit ressort clairement des figures 11-13, relevées avec 
l'enregistreur de diagrammes adapté à la calculatrice analogique. La figure 
11 se rapporte au démarrage «brutal» du moteur à amortissement naturel 
Zn = 0,1. Lesfigures a), b) et c) comparent les vitesses angulaires des moteurs 
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différement chargés et démarrant à vide, tandis que la figure d) offre une 
comparaison des trois cas de charge. Les figures 12 et 13 représentent respecti
yement le démarrage brutal d'un moteur à amortissement naturel Zn = 0,5 et 
~" 1. Les différences entre les diverses charges n'y sont plus perceptihles. 

w f\M,=O w 11, = I1n w 11,= I1n/j w I1r = I1n(11-
f\ f\ n f\ n, 

@ ® @ @ 

o 1 0 o o 
Fig. 12. Changement de la ,itesse angulaire dans le temps sous l'effet de couples résistants 

~ différents, en cas ~ de démarrage brutal. si zn = 0.5 

Z = Zn = Î 

Fig. 13. Changement de la ,-itesse angulaire dans le temps SOU" l'effet de couple,. résistants 
différents. en cas de démarrage brutal, si =.1 = 1 

:'\ous soulignons de nouyeau que les déductions que nous venons de faire 

ne 50111 valable:> que pour le cas Z = :;n (R = Ra)' Si:; > :;n (R > Ra), le moteur 
atteint différents nomhres de tours stationnaires en cas de couples résistants 
différents (il s'agit du démarrage en un temps !). Par ex., si :; 10 :;n' 011 a, 
d'après le:> formule:> (4,Oc-e), 

au cas où NI, - JIn w, - 0,.3 w co' 

au cas où NI, AIn 
(j) 

co, - 0,66 w ... et 
(!)n 

au cas où 1\1, J!Jn I~r w 0,72 co r 
(!)n . 
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Exemple nllmériqlle 3. Dans l"article [1] nous avons calculé. en guise de comparaison, 
la pointe de courant de démarrage du moteur à démarrage brutal figurant dans les exemples 
16-18 du livre de K.W. Wagner [12, pp. 315-318]. Poursuivons la comparaison et calculons 
la durée du démarrage. 

Dans l'article [1] nous avons calculé que = =" = OA33. Connne ainsi = < 0,7, en cas 
de pure accélération de masse, nous aurons la durée du démarrage par la formule (33b): 

(33b) 

(étant donné que L = 10-3 H et Ra 0,012 ohm). 
Au démarrage avec une charge l1fr :11" 

(36) 

où la valeur de 0 est prise dans la fig. 9. _-\ la base du diagramme 0 = 1,044, ceci donne 

tdar = 0.522 sec. 

'Vagner ne définit pas la durée du démarrage, mais trace la ...-ariation de la vitesse 
angulaire en fonction du temps et déclare. après l'examen de la courbe, que le démarrage ,,'est 
{'pratiquement terminé,) en 0.6 sec. 

7. Conclusion 

L'étude se proposait de calculer la durée du démarrage de moteurs à 
courant continu, à excitation dériyée, démarrés en un temps. Nous nou:" étions 
assigné l'examen d'ensemble de la question et la déduction de formules simples. 

Comme durée de démarrage, nous ayons adopté le temps de réglage se 
rapportant à une bande de =5°;). Pour calculer approximatiyement la durée 
du démarrage, il est préférable d' utiliser la constante de temps d' aire T.l.,' 

En cas de pure accélération de masse, nou;; calculons la durée du démarrage 
à la base des rclations approximatiyes 

(33a) 

et (si::;; < 0,7). (33h) 

En cOIlnaissant ces formules approximati,-es et la fonction;1 f(::;;) [1], 
nous pouyons calculer pour une pointe de courant prescrite la durée minimum 
de démarrage, ou pour unc durée de démarrage prescrite la pointe dc courant 
minimum - toutes deux en cas d'utilisation d'une inductance en série. 

(L'utilisation de l'inductance cn série peut être éyentucllement limitée 

par des considérations d'économie dont nous n'ayons pas fait mcntion.) 
En cas de démarrage avec un couple résistant, le nombre dc tours station

naire dépend de r amortissement et du couple résistant. La durée de démarrage 
rapportée au nombre de tours stationnaire peut être calculée à r aide des for
mules approximatives yalables pour la pure accélération de masse, et du coef
ficient b expliqué au chapitre 6 et représenté par un diagramme. 
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8. Annexe 

8.1. Valeur de la constante de temps résultante en cas périodique 

Selon la définition (16): 

x) dt. 

Dans notre cas x = w, x", = w", et x(O) = O. Après avoir ordonné l'équation, on a 

1" (1 
Ô 

~)dt. 
W'" 

(A.1) 

En cas périodique, d'après ([6]-9) 

1-~ = ('~ sin DI ~ cos Dt') exp (- el). 
W co ".... . 

([6]-9a) 

Substituons les valeurs '2 = ;; Do([1]-14) et Q = Y1-z~ Do ([1]-15), puis introdui
sons la nouvelle variable a d'après l'équation;; = cos a ([1]-19). Supposons enfin que Do = l, 
ce qui signifie qu'au lieu de la constante de temps résultante T rcs ' nous calculons la constante 

de temps résultante relative ,Li rapportée à T min -i-. On a ainsi 
...... 0 

Q cos a, 

D = sin (1, 

qui, substitués dans ([6]-9a) et ordonnés, donnent 

1

" [Sin «(1 -.: 1 sin (1) ] 
,u = sm (1 exp (- t cos (1). dt. 

Ô 

Désignons l'intégrale indéfinie 

par J, et calculons d'abord la valeur de 

sin (1 J .\' [exp (-1 cos (1) sin (a ~ 1 sin (1)] dl. 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

:Nous pouvons calculer l'intégrale de droite selon les règles de l'intégration du produit, mais 
on peut aussi prendre sa valeur dans des tables (v. par ex. Siemens Formel- und Tabellenbuch, 
2e édition. W. Girardet, Essen, p. 48). :Nous aurons ainsi, après avoir ordonné l'équation 

J
= _ sin (2(1 + 1 sin (1) 

exp (- t cos a). 
sin a 

Si nous passons à l'intégrale définie, après substitution des limites nous aurons 

sin 2a 
!l = -.-- = 2 cos a = 2:::. 

SIn a 

(A.5) 

(21) 
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8.2. Valeur de la constante de temps d'aire en cas périodique 

Conformément au raisonnement précédent, nous calculons cette fois encore la constante 
de temps d'aire relative, donnée par la formule 

T= 
1

" 

o 
à la base de la définition (22). 

ru ' 
1-- dt 

ru"" 
(A.6) 

Pour obtenir l'intégrale de la valeur absolue, nous procédons par étapes à l'aide de l'in-

tégrale indéterminée J. Les limites des diverses étapes sont les zéros de la fonction 1 _ ru 
(!)cc 

d'où 

A la base de (A.4), la valeur de la fonction est zéro lorsque 

sin (a + t" sin a) = 0 , 

t,,= 
nn- a 

sin a 
(n = 1,2, .... ) 

donne les temps cherchés. 
On anra ainsi 

T J(O) 

- J(O) 2 J(t,) - 2 J(t~) 

Les diverses valeurs d'intégrales sont 

J(O) - 2 cos a. 

( n - a) exp ---- , 
tg a 

,( 2n - (l ) 

exp - tg a ' 

exp (-
3n a 

tg a 

En les substituant dans (A.8), on a 

(' n - a ) [ (n J' (2n ') ] T = 2 cos a + 2 exp - 1 ~ exp - -- -+- exp - -- 7." . 
" tg a tg a tg a 

(A.i) 

(A.8) 

::\ ons avons, entre crochets, une progression géométrique infinie convergente, dont il 
résulte 

T = 2 cos a ~ 2 exp ( -
n-a 

tg a 
( 

n 
exp -

tg a 

On a enfin, en ordonnant l'équation 

T 2 cos a + exp (_a_) __ -:-_1_-:-__ 
tg a _ 1 exp 

(24) 
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8.3. Calwl de la constante de temps quadratique 

D'après la définition, la constante de temps quadratique est 

TQ 
2 

[x", - x(O)]' 
l' (x", - x)" dt. 

à 

Étant donné que. comme dans 8.1., x", co'" : x(O) = 0 et x = co, on a 

co)' dt = 2 .1' (1 - ~)' dt. 
W:;:::, 

u 

(29) 

<--\..9) 

La valeur de cu peut être écrite de la façon sui"ante (avec les symboles usuels de la tramfor
w'" 

mation de Laplace): 

(0 
(A.I0) 

où 

(A. 11) 

02 
--0 

--p:;H' (Pl) , 

car H'(p,) = -H'(PI)' 
En ordonnant et éle .... ant au carré (A. 10) 

= Ai exp (2PI t) pc) t] -:- A5 exp (2 p, t) . (A.13) 

Après substitution dans (A.9) et intégration, on a 

TQ (A.14) 

Après substitutioll de,. .... aleurs de Al et A, 

(A.15) 

En rédui,.ant au même dénominateur l'expression mise entre parenthèses, on a 

TQ 
DJ (pi + .3Pt p, p~) (Pl - p,y 

[H'(PI»)' prp~(Pt pc) 
(A.16) 

Si nous inscri .... ons la .... aleur de H(P) sous forme de facteur radical, nous obtenons 

H(p) (P-Pl) (p-p,) , (A.l i) 
d'où il ressort que 

(A.18) 

En substituant cette valeur dans (A.16), on a, après réduction 

(.-\..19) 
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Comme 

et 

après substitution dan", (A.19) et réduction. on obtient 

l 
TQ=o---~-

-- 0 

qui donnera la constante de temps quadratique relative 

E = -.I!L 
T min 

1 
2" -;- 2" 

Résumé 
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(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

(30) 

Après la définition de la durée de démarrage, l'auteur utilise différentes constantes de 
temps pour simplifier le calcul approximatif de la durée de démarrage cn cas de pure accéléra
tion de masse. La constante de temps dite «d'aire') par l'auteur permet d'approcher le mieux 
la durée du démarrage. L'auteur propose une méthode d'approximation simple. Les résultats 
présentés, joints à ceux décrits dans un article précédent. qui servaient à calculer la pointe de 
courant de démarrage, permettent de déterminer les paramètres optima du démarrage. Sur 
la base des résultats donnés par la calculatrice analogique, l'article examine également le dé· 
marrage sous charges différentes. L'étude est complétée par la description des résultats expé
rimentaux et par des exemples numériques. 
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