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1. Fopor hat in einem Aufsatz [1] und auch in seinem Buch [2] einen
Unterschied zwischen dem Endzusiand und den Anfangsbedingungen eines
physikalischen Systems gemacht. Nach seiner Definition ist der Endzustand
eines Systems derjenige, in welchem es sich in dem voriibergehend stationdren
Zustand unmittelbar vor einer plotzlichen Verdnderung befindet, die durch
eine Dirac-Delta-Funktion beschrieben werden kann. Fopor verweist auf die
Tatsache, dal} das Verhalten des Systems durch den Endzustand eindeutig
bestimmt ist und dafl die Anfangshedingungen, die bei Lésung der die Er-
scheinung beschreibende Differentialgleichung verwendet werden sollen, durch
den Endzustand eindeutig bestimmt sind.

Die auf der Laplace-Transformation beruhende Operatorenrechnung
liefert blofl Lésungen. die die Anfangsbedingungen betrachten, kann also, aus
prinzipiellen Griinden, Endzustandsbedingungen im Laufe der Rechnung
nicht beachten. Auch durch Anwendung der Mikusinskischen Operatoren-
rechnung koénnen die Endzustandsaufgaben nicht gelést werden. Um auch
Endzustandaufgaben anhand der Laplace-Transformation lésen zu kénnen,
hat Fopor einen Begrift eingefiithrt, den er als »verallgemeinerte Ableitung«
bezeichnete, wobei er die Laplace-Transformierte der verallgemeinerten Ab-
leitung einer Funktion bestimmte. Mit der von ihm abgeleiteten Formel lassen
sich auch die Endzustandsprobleme anhand der Operatorenrechnung lésen.
Die in der Arbeit [1] angefithrten mathematischen Betrachtungen sind leider
nicht einwandfrei und haben deshalb bloB heuristischen Wert.

Da aber das Problem physikalisch und technisch gleicherweise wichtig
ist, wollen wir zeigen, dafi die Endzustandsaufgabe nach der Distributionen-
theorie duBlerst einfach und auch mathematisech einwandfrei und mit voller
Strenge losbar ist.

2. Zuerst wollen wir die Differentialgleichung erster Ordnung

¥+ ay = ko) (1)

hetrachten, in der « und k beliebige gegebene Konstanten sind. (Diese Diffe-
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rentialgleichung beschreibt das Verhalten einer vorgespannten Feder, eines
geladenen Kondensators, einer stromdurchflossenen Spule usw.)

Wir wollen die allgemeine Losung von (1) im Raume D’ suchen (Raum
der im Sinne von Laurent Schwartz definierten Distributionen, deren Trager
auf der reellen Zahlengerade liegen), wobei 0 eine im Raume D’ definierte
Diracsche Distribution ist.

Auf Grund des bekannten Satzes von L. ScEwartz [3, Théoréme IX]
besitzt (1) fiir jeden Wert von k Losungen (im allgemeinen Distributionen),
die fiir k = 0 in die iibliche iibergehen.

Wie im klassischen Verfahren suchen wir eine partikuldre Losung in der
Gestallt

y = o, (2)

wobel ¢ jetzt eine unbekannte Distribution ist. (Es ist bekannt, dafi (2) einen
Sinn hat, da e~* beliebig oft differenzierbar ist.)
Mit Gl. (2) erhalt man aus Gleichung (1) durch einfaches Rechnen

¢ = ke,

woraus

c=Fk \ 6edt = EH -+ 7, (3)
wobei die Ableitung hzw. das Integral selbstverstindlich im Sinne der Distri-
butionentheorie betrachtet werden mul} und / eine beliebige Integrations-
konstante ist. Mit H ist die Heavisidesche Sprungfunktion bezeichuet. Hier
wurde die einfache Tatsache benutzt, daf} fiir jede beliebig oft differenzierbare
und der Bedingung g(0) = 1 geniigende Funktion g(x)

glx)o =0 (4)

gilt.
Aus (2) folgt, dafl die allgemeine Lésung von (1) im Raume D’

y = kHe ™ -+ je=*

i

ist. Wir erhalten also

Je~, fiir t < 0

L
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(B = 2)e ™, fiir t > 0,
d.h. der Endzustand ist
Y(—0) = 7,
und die Anfangsbedingung
y(+=0)=k+ 7.

Ist der Endzustand 7 gegeben, so ist die Lésung von (1) fiirt = 0 gleich ¥
=(k -+ 2)e .
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3. Auf ganz dhnliche Weise konnen die Endzustandaufgaben beziiglich
Differentialgleichungen zweiter Ordnung gelost werden. Es sei die Differential-
gleichung

o av' < gy = ko (6)

betrachtet, wobei « und j beliebige gegebene Konstanten sind.

Auf Grund des schon zitierten Satzes von L. SCcEWARTZ besitzt die Glei-
chung (6) fiir k = 0 — auch im Raume D’ — nur die klassischen Lsungen.
Zwei linear unabhingige Losungen der Differentialgleichung (6) fir den Fall
k = 0 seien y; (x) und y,(x). Da diese beliebig oft differenzierbar sind, kann
eine partikuldre Losung von (6) in der Gestalt

¥ = ¢y (x) + ¥ (%)

gesucht werden, wobei ¢ eine — noch unbekannte — Distribution ist. Setzen
wir den soeben bestimmten Wert von y in die Gleichung (6) ein, erhalten wir
unter Beachtung der Tatsache, dal v,(x) und yv,(x) Lésungen der entsprechen-
den homogenen Differentialgleichung sind.

Es kann natiirlich ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit angenom-
men werden, daff z.B. y; mit ¥;(0) = 1 vom Exponentialtyp ist. Deswegen er-
halten wir aus (5) durch Dividieren mit y,. Das aber ist eine lineare Differen-
tialgleichung fiir ¢, in der der Koeffizient von ¢’ eine Konstante ist. Bezeich-
net man mit r eine Wurzel der charakteristischen Gleichung von (6). wie aus
einer einfachen Rechnung ersichtlich, mit der Gleichung

¢+ (2r - a)e’ = ko
identisch. Ihre allgemeine Losung schreibt sich auf Grund des Resultates (5) zu

I;.le—“"“’ fiir + < 0,
C o
| () = B) e fiar ¢ > 0,

woraus
— /1

=
e

e~(r=a i ), fir t < 0,

k) e~ Gr=a) - J, fiir 1 >0,
2r -«

sofern 2r 4+ a == 0. Ist 2r 4+ « = 0, dann wird

wobei /; und 7, beliebige Integrationskonstanten sind.
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Somit ist die Losung von (6)

— A

Loe—(=ot o J, e~ Ly, () fir t <0,

2r -+« _

¥t = B (7)
—b T et L G et Ly, (1) fiir £ >0,

2r -« -

wenn 2r + o == 0, und

ts) 2
-~

(20 = 7o) € T — y, () fiir t < 0,

) = (8)
LGy + Ry e+ 2]e” T 4y, (1) fiir t > 0,

wenn 2r -~ « = 0 erfiillt ist.

Aus (7) bzw. (8) folgt, daB

bzw.

¥ (£ 0) — 3 (= 0) = k. (10)

Die Formeln (9) bzw. (10) bestimmen eindeutig die Anfangswerte, wenn
der Endzustand des Systems gegeben ist. Auf dieser Grundlage lassen sich die
Endzustandaufgaben auch fir diese Gleichungsart losen.

4. Auf Grund dhnlicher Gedankenginge konnen auch Endwertprobleme
beziiglich linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, ja
selbst beziiglich Differentialgleichungen beliebiger Ordnung mit verédnder-
lichen Koeffizienten (die gewisse Regularititsbedingungen erfiillen) gelost
werden.

Das Losungsverfahren ist dhnlich jenen, nach welchen die man die Grund-
l6sung einer linearen Differentialgleichung erhilt. Es sei jedoch betont, dal}
die bei gegebenen Endwerten giiltige Losung nicht mit der Grundlésung iden-
tisch ist, weil bei dieser die Stetigkeit der ersten n-2 Ableitungen im Nullpunkt
gefordert wird.

Zusammenfassung

Es wird gezeigt, dal} die in der mathematischen Physik und Technik duBerst wichtigen
Endzustandaufgaben hinsichtlich der gewdhnlichen Differentialgleichungen, ohne daB ir-
gendeine Operatorenmethode von heuristischem Wert. herangezogen werden miifite, auf sehr
einfache Weise auf Grund der Distributionentheorie gelést werden kénnen.
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