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n
. o oy o e i ) .
Es sei f(z) = ags™ + > a;z"*, worin a; und a, komplexe Zahlen sind,

k=e

wihrend 1 <e<n, qya,a,+0, 0 =qy < ;... < ap.

Fiihrt man die Bezeichungen

a

k.
= Ay, k=e, ...n.
Y

Il

ein, so gibt es, wie bekannt, eine untere bzw. obere Schranke: k, K,
0 <k<K,

an der if(:) 1 > 0 wird, wenn K :l < k oder l 3 { > K.
Es ist nadmlich

n
JG) = ag 55— X ay
k=e

Hier ist C(r) das sogenannte verallgemeinerte Cauchysche Polynom, das eine
einzige positive Nullstelle r, (C(ro) = O) aufweist; offenkundig ist ferner

]f(:);>0 wenn gz{>r0,

die obige K-Schranke kann somit die positive Nullstelle (im weiteren nur
»Nullstelle«) von C(r) bzw. dessen beliebige obere Schranke sein.
Ahnlich stammt von CaucHY (fiir den Fall positiver ganzer Exponenten)

die Untersuchung der Ungleichung

'y 1 "o Ak | /
=la, |1 ——pm — N TE | = iani C (r) .
U4, = A |

Schranke k offenbar r

Wenn r/ die positive Nullstelle des Polynoms C'(r) ist, so kann die gesuchte
o bzw. dessen beliebige positive untere Schranke sein.
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1
Da man aus dem Polynom C’'(r) durch Substitution von r =-— und durch
0

Heraushebung von p* ein Polynom erhalten kann, dessen Struktur dem des
C{r) ahnlich ist, befassen wir uns im folgenden nur mit der Nullstelle des Poly-
noms C(r) bzw. mit dessen oberen Schranken, d. h. wir untersuchen das im
Titel angegebene Problem mit Hilfe des Cauchyschen Polynoms bloB anhand
des bekannten Absolutwertes der Koeffizienten.

Es soll auch ein Satz aufgestellt werden, der es gestattet, Schranken eines
gewissen Typus zu verfeinern. Die Anwendung dieses Satzes wird eine Ver-
schirfung bzw. Verallgemeinerung einiger bekannter Schranken erméglichen.

Uber die oberen Schranken der Nullstelle von C(r)

Wie gezeigt, ist
n

Clry= 1o — 3 Agros.

k=e

n

Fiihrt man die Bezeichnung > A, = S ein, so ergibt sich C(1) = 1—S. Es ist
k=e

zu untersuchen, welche Schranke R der Nullstelle von C(r) sich bei verschiede-

nen Werten von S ergibt.

1. S>1,also rg> 1. Beir>1 wird r*~ > r""* k=e, ... n., d. h
1

n
Sror—e > 2 Apr®*bzw. C(r) > r*— Sr*, wenn also r > R = Se.=a,—, dann
hk=e
ist C(r) > 0.
2. 8=1, also ry=1. Wenn r > R = 1, so ist C(r) > 0.
3. S<1, also ry< 1, wenn also r > R =1, so wird C(r) > 0. Ist
r < 1, so ergibt sich nach #hnlicher Uberlegung C(r) > r**— S bzw. wenn

r= R = 8%, ist C(r) > 0. Freilich konnen bei griindlicherer Betrachtung
der Struktur von C(r) auch Schranken gefunden werden, die besser sind als die
obigen.
Die eine Art, obere Schranken zu gewinnen, ist folgende: Zum gegebenen
Polynom C(r) wird bei r > 0 ein von unten angenihertes Polynom
n
Cr) =r=— 3 Byrows,
k=e

konstruiert, fiir dessen Koeffizienten die Ungleichungen

B, >4, k=e, ...n. F,./
n n
"B, > XA, Fy.|
= i=e
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gelten. Offenbar ist C(r) > Ci{r), wenn r > 0, d. h. die Nullstelle von Ci(r)
bzw. deren obere Schranke ist zugleich auch die obere Schranke der Nullstelle
von C(r). '

Zu suchen sind im weiteren den obigen Bedingungen entsprechende
Koeffizienten B, bei deren Kenntnis sich eine verhdlinismiBig gute obere
Schranke oder geradezu die Nullstelle von Ci(r) leicht ergibt.

Mit der Verfeinerung der aus den Polynomen C;(r) resultierenden Schran-
ken, hingt der folgende Satz zusammen: /

Satz

Ist ein Wert R bekannt, bei dem C;(R) > 0, so kann mit den bekannten
Werten C;(R) und C(R) ein C{(r) Polynom

C;(r) = 7% — % ﬁrﬂn—k’ M= 1 __'L M >

1,
k=e [ Ron

angegeben werden, fiir das, sofern 0 < r << R, C(r) > p Ci(r) ist, (selbst-
verstindlich ist C{(r) > Ci(r)). Dies besagt, daB die Nullstelle ril von Ci(r)
eine bessere obere Schranke der Nullstelle r, von C(r) darstellt als die Null-
stelle r;, von Cy(r).

Beweis
n n
C(r)=r— N Byt — ¥ (B, — A,)ro—. Esseien 0 <r <R, dann
k=e k=e
. 1 1 . 1 rn r .\Gn
1st > , und weiter ré—k = r% > —=(— Ror,
i Cnk Run“an—-k ron -k R“n"an—k R

Da B,— A, =0, ist (By— Ay)ro=2=(B,— 4)) [-l%] "Re—+ und somit

_\:' (B — Ay ronr> (é ’ > (B, — A)Rrr= " [C(R) — C(R)]. Dem-
k=e / k=e
nach gilt C(r)>ro— §“ B roni+ (—L)QH[C(R)_— C{R)] =11+ M —
= R R
7 n RY—C.
— Z Bkra,,_;: = C';(r)5 worin Ci(r}=r% — 2 ﬁ ok, g =1 C_—( ) aC’(R) .
i—e fme [ Rex

Da, wie gezeigt, sofern r > 0, C(r) > Cy(r) wird p > 1.

Wie man sieht, vereinfacht sich die Rechnung, wenn die Bestimmung
der Nullstelle von Ci(r) gelingt, denn in diesem Fall ist zur Berechnung von
p nur die Kenntnis von C(R) erforderlich.
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Anwendung des Satzes

Der erste Teil der Anwendungen soll von Schranken handeln, die so
gewonnen werden, dall die Koeffizienten B eine monotone Folge bilden, der
zweite Teil hingegen von Schranken. die mittels Parametern erstellt wurden.

Im ersten Teil ist
ay="kFk, k=e ...n.

L.1. Die Koeffizienten B sind einander gleich

Esseienmax Ay=m, k=e,...n, ferner B,=B,., =...= B, = m.
In diesem Falle ist die Bedingung F) erfiillt, demnach wird

Cry=r"—m[rme L= L L1].

Wennm=—, so ist r,,=1,

wenn m > —, so ist r, > 1,

—_ R e |

wenn m < —, so ist r;,, << 1.
n

Im weiteren werden hier nur Schranken gesucht, die gréfler sind als Eins, das
Polynom C;i(r) wird also nur fiir den Fall r > 1 untersucht.

r—1DC(r)=r""1 — " —mrtime Lom,

aje=1,

(r—1)Cyr)=r""1— (1 -+ m)r" + m: demnach ist

Ci(r)>0, wenn r>R =1-+m. und somit

C(r) >0, wenn r>R=1-+max 4, (k=12,...n).
Diese Schranke kommt bereits bei Cauchy, ja schon bei Rolle vor [3]%.

Sie kann folgendermaBen verschirft werden: Man betrachte zunidchst

das Polynom
(r—10)C{r)=r""1— (14 m)r"+ m fir den Fall r <1+ m.

AT

v 1
Da 1>1 r , wird m>m[1 ]r ) , das heifit
-+ m -+ m
(r—1C(r)y>rm*1 —(1-+m)r"+ (—1~——m—)—n———1- r"~1, und somit
- m)T

. ’ 1 i ] : ' : 2 4m
Ci{r)>0, wenn r=>R :—_;[lfmﬁ—]/(l—m)-—-w]-

* 8, das Schrifttumverzeichnis.
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Die Verfeinerung dieser Schranke auf Grund unseres Satzes (im weiteren ist
bei Anwendung unseres Satzes stets vorausgesetzt, dall die Bedingung F,.
erfiillt ist) zeigt folgendes Bild:

1 , ’ 3
€)= 0, wenn r = Rj=~[1+ 2 + |/ {1-!-2) ——Am 1w
2 gl p ‘u.[1+ﬂ)
| u
g1 Cd+m—1
(1+m)"
und fiir verfeinerte R gilt
m

R=1-1

12

i

B.)e>2. Es sei r>1.
PTI> TI —m"Fe > "  > — mr”, es wird daher
r—1DCH ="t —r"—mr" L m > — (1 4+ m)r" - m.

Zu untersuchen ist also das Polynom

r’Hl— " — mr?t Lom im Intervall 1 <r <14+ m.
Da m> _m . r’-1, wird
(1 4+ m)™?
M+l ™l m > — | m— m -r"1 und somit
(A my

, 1 / m

Cr)>0,wennr>R' =—|1+{1+4 m—~~—————) .
2 | (1 - m)n

Hieraus ergibt sich die weniger scharfe, aber einfachere Schranke R =
1+ Vm. (Wenn m <1, dann ist 1+ m die schirfere Schranke.) Die
Verfeinerung der beiden Schranken geschieht dhnlich wie oben, indem in die
m i
Formeln der heiden Schranken an Stelle von m der Bruch — eingesetzt wird.
7
Bemerkung. Ein dem obigen angeniherten Polynom strukturell dhnliches
Polynom kann auch so konstruiert werden, da} die ermittelte Schranke gerade
auf die Nullstelle des angendherten Polynoms fillt. Diese Konstruktion kann
folgendermaflen geschehen:

Essei m = max[4,, ... A,_1, A,—1], ferner sei
B,=B,.,=...=B, ;=m, B,=1-+m. In diesem Falle wird
Cry=r"—m[r—°+ ... +1] —1.

Offenbar wird Ci(1 4 m) ::;0, db. C(r) >0, wennr > R=1 -1+ m.

Fiihrt man zur Bestimmung von u, die Gréfle ¢, dann wird
n

Cry=r"—m["* . +1]—1l—ct+ S (m—A4) "+ 1+

k=g
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Nun kann das im Beweis unseres Satzes angegebene Verfahren angewendet
und ¢ so angenommen werden, dal x4, = 1 + ¢ wird.

C(1+m)
(1+my—1
Hebt man diesen Ausdruck aus dem angeniherten Polynom heraus, so gelangt
man zu einem mit Ci(r) identischen Polynom, in dem nur an Stelle von m

Dann ergibt sich y;, =1 +

der Bruch 'Zl-steht. Solcherart wird C(r) > 0, wenn r > R, = 1 - —.
Hy #1

1.2. Die Koeffizienten B bilden eine arithmetische Folge

A,— 4,
E—e

fiillt, wenn By = B, + (k—e¢)d.

Ist d = 0, so hat man den im vorangegangenen Absatz besprochenen
Fall vor sich, ist dagegen d < 0, dann erhilt man mit 0 an Stelle von d ein
angeniihertes Polynom, dessen Nullstelle groBer ist als die bei negativem d
anfallende, so dafl die im vorstehenden Absatz besprochenen Schranken auch
in diesem Fall entsprechen. Im folgenden ist daher nur der Fall von d > 0 zu
erdrtern. Zunichst gilt

C(ry=r"— [B,"° (B

Es sei d = max , k=e-41,...n Die Bedingung F, ist er-

e d)riet e L L B, 4 (n—e)d].
Sodann sei r > 1. Dann wird

(r—12C(r) = r"+* — 27"+l L " — B y+2—¢ 1L (B
+[B,+(n—e+1)d]r— [B,+ (n—e)d].

)
a) e=1.
(r— 1R Cr) = 7™ — (2 + By) "L+ (1 + By — d) 1" +
4+ (B; + nd)r — [B, 4 (n — 1)d] .
Da r>1 ist, wird (B +nd)r> B, 4+ (n—1)d, d.h.
(r—12C(r) >r"+2— 2+ B)r"1 4+ (14 B, —d)r", und somit

[2+ B, + VB; + 4d].

C(r) >0, wenn rgR_—i-

Hieraus kann die weniger scharfe, aber einfachere Schranke

R=1+B +Vd
gewonnen werden.
R 148t sich folgendermaBen schirfer gestalten:

Da r>1 ist, wird auch —[B; + (n—1)d] > — [B, + (n —1)d]r,
und somit (B; + nd)r — [B;, + (n — 1)d] > d.r.
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e V]
Es sei r<R=%[2+Bl_§- I/B§—}-4d], somit 1>(_1%J ,
d-r>—-d—r”, d. h.
Rn-1
(r = 12 C(r) > rm: — (2 4 B o1 &
+ [1 + B, —d (l 1 ” r". Demnach wird
R

2 Rr-1

P

r
C(r) >0, wenn rzR”=;{2+Bl+l/"B%+4d[l—- 1 ]}

Zur Verfeinerung der obigen drei Schranken wird an Stelle von B, der

B d
Bruch —, an Stelle von d der Bruch — eingesetzt. Da die Folge —
u

gleichfalls eine arithmetische ist, geschieht die Erstellung der Schranke von
Ci(r) auf gleiche Weise wie die der Schranke von C;(r) durch Vollzug der

obigen Substitution.

fle=2, r>1.

Da, wie gezeigt, [B,-+(n—e+ 1)d]r —[B, + (n —e)d] > 0, ferner
— 1= — (r)*2, so ergibt sich — B"**¢ > — B," und demnach
(r—12C(r) > r"+2 =21 L " — B "¢ — (d — B,)r"t17¢ >

Zr™— 274 L (1 — B,)r" — (d — B,) r"tie,

f.) d — B, >0, und somit — (d — B,)r"*¢ > — (d — B,)r" bzw.
(r—12Cy(r) > r"2 — 2 "1 L (1 — d) r*. Demnach wird
C(r) >0, wenn r>R=1-1Vd.

Bs.) d — B, =03 in diesem Fall wird
C(r)>0, r=R=1+}B, =1+Vd.

fs.) d — B,<<0. Nach dem Gesagten geniigt es, r <1 + /B, zu untersuchen.

e

e—1
In diesem Falle ist (B,—d)r""1=¢>(B,—d ”+1—e——-—r————,und somit
( )r (B. 1:" ; (1 +l[§g)e—1
— 12C. nia _9.n+1 1 |] — B e n ;
(r—12C{ry>r 2r , [1 B, - LB " bzw.
[ B,—d

C(r) > 0, wenn rZR:l*I*]:/B __B.—d

C T A+ VBy

Die Verfeinerung der obigen Schranke auf Grund unseres Satzes erfolgt
gemifl Punkt a.),d.h. in die Formeln der Schranken ist an Stelle von B, der

B
Bruch —%, fiir d der Bruch — einzusetzen.
[ U
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1.3. Die Koeffizienten B bilden eine geometrische Folge

Bekannt ist die folgende Erstellung von C(r):
1

Es sei g = max _AE, ferner By = ¢", k = ¢ ... n. In diesem Fall erscheint die
Bedingung F, erfiillt, und es wird

Cr) = 1" — [g7"=* + ¢+~ .+ '] Da 7, >q, ist
der Fall r > q zu untersuchen, und man hat

= q) Cr) = #71 — o7 — e 4 g1,

a)e=1.

(r—q) Ci(r) = "' —2 ¢ +— ¢"7'. Offenkundig ist r; < 2g, das Polynom
ist also im Intervall ¢ << r <C 2 ¢ zu untersuchen. Da hier

r ) , rymto g .
1> —, wird ¢"F1 > [— L r"~1, Demnach ist
> q 9 9 9n—]

...q ...q <
q n—1

r
21—1

(r—q)Cir) > "1 — 25" 4+ , und es wird

C(r) >0, wenn rngq[1+]/1- ! J

on-1
Diese Schranke ist schirfer als die Schranke bei HEerer [5]

1
2|,
q( =

) e=2.
e—2
Da —1>— (L) bzw. — ¢*-r"+17¢ > — ¢*r"1, da ferner — wie soeben
9
5
gezeigt —, ¢"t1> 9—nq_Tr"—1, ergibt sich
(r—q) Cir) > r"t — gr" — (g‘l — an_l r"~L Somit wird

C(r) > 0, wenn rzR':i[l,;_l/ 1_:4[ I ,}

2 27-1

“

Hieraus kann die weniger scharfe, aber einfachere Schranke

R =L 114)3]

19

gewonnen werden.
Auf Grund unseres Satzes lifit sich diese Schranke folgendermafBlen ver-
feinern:
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Die in diesem Absatz behandelten Schranken fiir C;(r) konnen fiir Ci(r)

angewendet werden, wenn die Grifle ¢' eingesetzt wird, wobei

ist.

kL .9 d T TOR{
—=! = max —5— und offenkundig ¢' =

1
WK un

Die Verfeinerung der obigen Schranken erhdlt man somit, indem man in ihre
Formeln statt q iiberall q’ setzt.

Anmerkung. Es ist moéglich, ein dem vorstehenden angeniherten Polynom
strukturell dhnliches Ci(r) zu konstruieren, dessen Nullstelle bekannt ist.
1

A } B,=¢" k=12 ..n—1,

E
B

b+

w

se

1 1
2 n—1
¢ = max [Al, As oo ARy,

. — 2 qn.
Damit ist die Bedingung F, erfiillt. Das angeniherte Polynom ist

n

Ciry=1"—qgr" P — ... —g¢" I = 24"
Da Ci(2¢q) = 0, wird C(r) > 0, wenn r > R = 2 q.

Das fiir die Anwendung unseres Satzes zu bestimmende ¢’ ist

q’:max[—q—, A | ] Offenkundig gilt ¢ = 1 , d.h,

u !
! i 2 un

h i

(3]

q

C(r)> 0, wenn r== R=

3

M
II. Durch Parameter gegebene Schranken
Von diesen Schranken sollen nachstehend nur zwei Typen erortert werden.

I1.1. Aufgliederung von C(r) in Binome

@) C(r) kann in folgender Form aufgeschrieben werden:

n n

Cry= > (Agr» — Aprv=%), wo > A, =1.
s dn—
k=e k=g

Es sei Ay > 0, k=e,...n, weiters werde die Bezeichnung

eingefithrt. Bei einem Parametersystem von fixierten 4, ... A, wird
C(r) > 0, wenn r > R = max r, ist.
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und ¢ =k k=12, ...n, wird

2|~

Ist beispielsweise 1, = A, = ... = 4, =
S

R’ = max [n 4;]%. Diese Schranke kommt auch schon bei Cauchy vor.

Auf Grund unseres Satzes kann R folgendermaflen verfeinert werden.

Es sei B, = AR %%, also B, > A, womit F; entsprochen ist. Demnach

By A Reees .

ist = ——— . Unter Beibehaltung des gegebenen Parametersystems
p 2

und unter Anwendung der vorstehenden Uberlegungen auf

1

. By \ap—az R .
Ci(r) wird r;, = ( k ] = ———, demnach ist
\ Bl a,—a
[u n Tl
R
R" =maxr;,=-—,d h.
4%

R
es wird C(r) > 0, wenn r > —5 .

M an
f) C(r) kann auch in folgende Binome aufgeldst werden:
n
C(r) = ro» —[A +e Jroet ¥ [e4my Tom—2ts — (A, + ;) r*~#], wenn ¢, = 0.
k=gl
Es sei ¢ >0, k=-¢e ...n— 1. Weiters werden die Bezeichnungen
1 4, - .t
— A+ ¢ =
re = [‘48 —:- CC] Un— Uyme N T;, — [-———————}‘ \ k :Ia"-kfx’ o H k = e + 1, PP

;
Cr—1

eingefiihrt.
Wihit man ein fixiertes System von ¢, so wird
C(r) >0, wenn r > R = max [r,, r.].

Es sei z.B. ¢,=c,oy=...¢,_1=1, ferner m=max 4, k=e,...n,

d=min [a, —a, ,; ¢y —a, ;]; k=e-1,...n In diesem Falle wird

[N

C(r)> 0, wenn r > R=[1-+m]" .

Ist g = k, k = 1.2, ... n, so ergibt sich der unter I erdrterte Fall.

Es soll nun die Wahl eines Parametersystems gezeigt werden, bei dem
r, das Maximum unter den r-Werten bleibt., Dadurch erhilt man die Verschir-
fung und Verallgemeinerung eines Satzes von Carmichael-Walsh. Die Ver-
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schirfung (auf positive ganze Exponenten) hat schon Goxcarves [2] auf einem
vom nachstehenden abweichenden Weg abgeleitet.
Wie bereits gezeigt, ist

1 1

r,=[A4,+¢]" %, woraus sich r,> ¢, " ergibt. Man wihle ¢,

folgendermaflen: Es sei

1 1
o, — —46‘1.1 + C -~ a —a
Cg n o r8+1 — v [y n—g Ty, . Daraus folgt
ce
Qp— Qp—e
¢, = [Aor1 + €01]™ " und somit
Op— g 1 1
. : : A= Crpy] A —Cpr—g . 3 A= Cpepy
re=[A, + (A,e; + €oxy) ] . Offenkundig ist r,>c¢,q; .
Ferner werde ¢,.; so gewihlt, dafl
1 1
—_— 1 = —
CE__-_la"—an_P’ — re;‘) _ [Ag-:-‘_)_ - Ce+2 Jan~e—x"an—e~—: Sei.
Cet1
@yt gy
Hieraus wird ¢ ;= [4,, + ¢, ]
An=On—e—r} In—Ty_¢ 1

und somit r,= {4, + [4,y; + (Apqs + ce+2)a"“u”""3]“"_a"“““}“”“a""
Verfihrt man weiter dhnlich, dann zeigt sich, dal max r; = r, ist, unter den
gegebenen Bedingungen ergibt sich also

C(r) > 0, wenn

Q= Cn—0a, Tn—0n ¢ 1

r2R=r= [ [ ™+ AT AT g ]

i i

Mit der bekannten Ungleichung erhilt man die weniger scharfe, aber einfachere
Schranke

n 1
R= Ndaus,

k=

Y

die fiir positive ganze Exponenten mit der Schranke nach Carmichael-Walsh
identisch ist.

I1.2. Aufgliederung von C(r) in Trinome

Es sollen vor allem folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden:

! 1 1
ap + a a +a
' ’ n i g : r n—k+1 71 n—k 1.
ap=a,, a,_,= — allgemein a,_, = s E=e+1

4

R 3
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Mit diesen Bezeichnungen kann C(r) wie folgt aufgeschrieben werden:

n-—-1
r)y = Tme e L —r Pkt i), W =
C(T) =" — her' ’ _’191'"—6 T 2 (hkran i h/{"}"lru" Bt "1]\-'!"1"0]- k 1)’ V\OII,I—-O-
k=e

Es sei h, > 0, ferner seien die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

a 9

[ VA, e [ by VB Ak, A, | S
Te ™ 2 = 2h,{_ ’

+ Ty
k=e-+1,...n.
Bei einem fixierten Parametersystem hy ist die gesuchte Schranke
R = max[r.r.].

Ist der Exponent n = 2m eine positive ganze Zahl, so kann C(r) auch
in folgende Trinome aufgegliedert werden:

YN 2m— 2k ) 2m—2k~1 . am—2k—2 .

Cr)= X [e,r77 — Ay " ~ (Aypra €y T ] wo

cy=1,¢,=0.

Es sei e >0, k=1,2, ... m—1, weiters

Aoy VA3 4o (Agp +csy)

B)
= Cp

~

Bei fixiertem ¢, -System ist R = max ry.
Ist n =2 m 4 1, so kann C(r) z.B. in folgende Trinome bzw. Binome aufge-

16st werden:

Clry= N [d?m 173 — Ay "3 — (dypay + dygg) P31

T

i z - p—
Adyr —Aypag s wo dy=1.

Bei fixiertem d; > 0-System, ergibt sich, sofern

— Aypry + V— Sirs 4 dy (Aoprs + disy) , k=1,2,...m—1,
[ 2d.. o

und 1, = ——,

ein R=max r,, k=12, ...m.

Fiir beide Fille ist die Schranke

Ve~ 4p
RO 1%‘417

giiltig, wenn @ = max [d;, 4;...], b =max [4,, 4,,...].
Setzt man in C;(r) die B mit geradem Index dem a, die B mit ungeradem In-
dex dem b gleich, so ist leicht einzusehen, daB sich die obige Schranke auf Grund
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unseres Satzes zu

verfeinert.
Die Aufgliederung von C (r) in Trinome ist auch auf andere Weise
durchfiihrbar. Die Verfeinerung der Schranken erfolgt dhnlich wie soeben

gezeigt.

Anmerkung zur anndhernden Bestimmung der Nullstelle von C (r)

1. Ist an der gefundenen R-Schranke C(R) > 0, so ist die Methode nach
Newton—Raphson, wie leicht erkennbar, im Falle positiver ganzer Expo-
nenten, sofern R als Ausgangswert genommen wird, stets konvergent.

2. Gleichfalls stets konvergent ist die durch die Formel

1
n L
Ryi = |:‘>: ARR%—Z:] >
k=g
ausgedriickte sukzessive Approximation, wenn C(R,) > 0 ist, was sich folgen-
dermalien beweisen ldft:
Es sei die Bezeichnung
n
> At =Q(r)

k=g

eingefithrt. Offenbar ist

Q)r;) > O(ry). wenn r; >1,.

Angenommenerweise ist
1

C(R,) = R{" — Q(R;) > 0. Es sei [Q (R})] - R,

und somit C(R,) = R{" — R:* > 0, d.h. R, > R,. Entsprechend ist

1

Q(R,) = R — Q(R,) = Q(Ry) — Q(R,) > 0. Essei [Q(R,)] ™ =R,

und damit R, > R,.

Durch Weiterfithrung des Verfahrens erhilt man die monoton ahneh-
mende, von unten beschrinkte Folge R;, Ry, R, ..., die demnach einen Grenz-
wert besitzt, so da die vorstehende Iteration konvergent ist.

8 Periodica Polytechnica EL VITIj1.
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Zusammenfassung

In den Untersuchungen zur Bestimmung der Schranken fiir die maximalen Absolutbe-
triige der Nullstellen von Polynomen spielt das sogenannte Cauchysche Polynom eine Rolle.
Ein Teil dieser Schranken wird durch Einfijhrung von Polynomen einfacherer Struktur gewon-
nen, die dem Cauchyschen Polynom von unten angenihert werden. Fiir Polynome, deren Expo-
nenten nicht unbedingt ganze Zahlen sein miissen, gibt der Verfasser einen Satz an, durch des-
sen Anwendung sich gewisse Schrankentypen verfeinern lassen. wenn die Werte des Cauchy-
schen sowie des Anniiherungspolynoms fiir diese Schrankenstelle bekannt sind. Die Anwendung
des Satzes wird an einer Anzahl von Schranken demonstriert, die der Verfasser zum Teil schon
zuvor einer Verschirfung unterzogen hat.
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