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1. Einleitung

Die moderne Regelungstechnik und auch die Nachrichtentechnik bedienen
sich in steigendem Malfle der statistischen Breitbandsignale. In der Nach-
richtentechnik machte CHARKEWITSCH [1] den Vorschlag, ein Frequenzband
— also ein kontinuierliches Trégerspektrum — an Stelle der iiblichen diskreten
Trigerfrequenz auszustrahlen, um auf diese Weise den selektiven Schwund
zu verringern. Ferner wurde von F. H. Lange [2] ein Modulationsverfahren
mit Rauschspannungen, die sogenannte Korrelationsabstands-Medulation vor-
geschlagen, das vom Verfasser ndher untersucht wurde [3]. Ein anderer
Vorschlag von Horron [4] sieht die Verwendung von Rauschen in der Mef-
technik, nidmlich bei der Flugzeughhenmessung vor. Uber weitere Anwen-
dungen in der Ortungstechnik berichtet Lancge [5]. In der Regelungstechnik
gehen die Bestrebungen dahin, die Kennwerte von Regelungsanlagen mittels
statistischer Methoden zu bestimmen, wie es von SoropownNigkow—Usrow [9]
vorgeschlagen wurde. Die Verwendung von statistischen Priifsignalen hat
den Vorteil, dal die Beanspruchung der Regelungsanlage, wie sie bei sinus-
oder impulsformigen Priifsignalen gegeben ist, vermieden wird.

Allen Verfahren, die statistische Breitbandsignale benutzen, ist der
Korrelator oder mindenstens der Effektivwert-Messer als Auswertgerit
gemeinsam. Nun setzt der Korrelator entsprechend der Definition der Kor-
relationsfunktion wie auch der Spektralanalysator nach der Multiplikation
eine Integration im Zeitbereich voraus, die sich iliber den Bereich T — o
erstrecken soll. Diese Forderung 1ift sich mit den zur Verfiigung stehenden
technischen Mitteln nur niherungsweise erfiilllen. Andererseits kann aus
anderen Griinden eine begrenzte Integrationszeit erforderlich sein. Damit
tritt die Frage auf, welchen Einflul} die Kurzzeit-Integration auf die Messung
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der Korrelationsfunktion hat, wobei es zun#chst gleichgiiltig ist, ob es sich
um die Kreuz- oder die Auto-Korrelationsfunktion handelt. Der Korrelator
und der Spektralanalysator mit einem technisch realisierbaren Intigrierglied
besitzen am Ausgang noch ein Restrauschen, dessen Berechnung Gegenstand
dieser Arbeit sein soll.

Bild 1 zeigt die KenngroBen, die von dem Restrauschen beeinfluBt
werden.
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Bild. 1. EinfluB des Restrauschens

Warum wird der Effektivwert des Restrauschens berechnet?

Das Restrauschen hinter dem Integrationsfilter bestimmt:

1. den Fehler bei der Messung der Amplitude der Korrelationsfunktion
w-Auswertung,

2. den Febler bei der Messung des Nulldurchganges der Korrelations-
funktion-z-Auswertung,

3. die untere Grenze des Signal/Rausch-Verhiltnisses bei der Entdeckung

von Signalen im Rauschen.

2. Untersuchung des Korrelators

Das Prinzipschalthild eines Korrelators zeigt Bild 2. Die zu korrelie-
renden Signale x(¢) und y(t) werden auf die Multiplikator-Eingiinge gegeben,
wobei y{¢) wihlbar zeitverzogert wird. Das Ausgangssignal des Multiplikators
z{t, ¥) wird nach Passieren des Integrationsfilters dem Anzeigeinstrument
zugefithrt. Zur Berechnung des Restrauschens u(t) hinter dem filter muf}
man zunichst das Rauschen hinter dem Multiplikator z(t) berechnen. Dabei
wird der Multiplikator als Signalwandler aufgefaBt, wie er fiir diskrete Signale
ja hinreichend bekannt ist. Weniger geldufig ist die Berechnung des Produktes
zweier beliebig korrelierter, stationiirer Rauschvorginge. Das Ausgangssignal
des Multiplikators z(¢) enthélt einen Gleichanteil, nimlich die Korrelations-
funktion uy.(7) und einen reinen Schwankungsanteil mit dem Effektivwert
o, Das Ausgangsignal des Multiplikators z(z) wird beschrieben durch seine
Autokorrelationsfunktion (AKF) y,(», 7) oder das Leistungsspektrum S,,(f, 7).
Von dem Restrauschen u(f) am Filterausgang interessiert nur der Effektiv-
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wert (Strevung) o, Das Spektrum oder die AKF von u(t) wird nicht benétigt,
da das Integrationsfilter ohnehin nur den schmalen Bereich von f=0 bis
f = f, (obere Grenzfrequenz des Filters) durchlassen soll.

Nachdem die interessierenden KenngroBen zur Beschreibung der Signale
nach Passieren der einzelnen Ubetragungsabschnitte festgelegt sind, soll nun
Bild 3 die Vorschrift zur Bestimmung dieser Kenngréfien angeben. Zur Analyse
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Bild. 2. Blockschaltbild des Korrelators mit gewihlten Bezeichnungen
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Bild. 3. Prinzipschaltung zur Analyse des Korrelators

des Multiplikator-Rauschens z(t) wird mithin ein 2. Korrelator benétigt, mit
dem die AKF vy (v) des Multiplikator-Rauschens s(t) bestimmt wird. Dabei
ist zu beachten, daBl die AKF 4,,(v) eine Funktion der Verzdgerungszeit »
des 2. Korrelators ist, wihrend die Verzdgerungszeit 7 auf der Eingangsseite
des 1. Korrelators nur als Parameter in y,, auftritt. Natiirlich sollen der 2.
Korrelator und der Spektrograf als fehlerfrei angenommen werden, d.h. alle
beteiligten Elemente sollen die geforderten idealen Eigenschaften besitzen.
Statt des 2. Korrelators kénnte man auch mit einem Spektral-Analysator
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das Leistungs-Spektrum S,,(f) messen. Auch hier tritt als Parameter die
Zeitverzogerung auf der Eingangsseite des Multiplikators auf. Beide Kenn-
groflen, das Leistungsspektrum und die AKF, sind in ihrem Informations-
gehalt als Fouriertransformierte gleichwertig.

3. Berechnung der AKF des Produktes zweier beliebig korrelierter statistischer
Breithandsignale

Entsprechend der Definition der AKF wird der zeitliche Mittelwert
des Produktes von dem um » verzdgerten und dem unverzégerten Multi-
plikator-Rauschen z(z) gebildet.

Yol 1) = 5L D) 3t — 1,7) (1)

Da z(1) selber ein Produkt ist, ergibt sich die AKF »..(r. 7) als Mittel-
wert eines viergliedrigen Produktes

Po(r: 7)) = x(t) y(t — D) 2(t — V) y(t — T — ) (2)

Oder anders ausgedriickt: Es ist das Moment 4. Ordnung eines vier-
dimensionalen statistischen Prozesses zu berechnen. Unter der Voraussetzung
eines stationdren und ergodischen Prozesses kann man sich der Methoden
fiir statistische SchwankungsgréBen bedienen, d. h. es ist der Erwartungs-
wert des Produktes von 4 Schwankungsgréflen zu berechnen.

Y1 T) = E(X; X, Y, Y,) =my (3)

Dazu muf} die 4-dimensionale Verbundwahrscheinlichkeitsdichte heran-
gezogen werden.

my = “” %1% ¥1 Yo P (%1 Xo: 10 ¥0) A%y dxy dy, dy, (4)

Unter der Voraussetzung einer Gaufi-Verteilungsdichte — diese Annahme
ist fiir elektronisches Rauschen zuldssig — fiir die einzelnen Variablen erhilt

man die AKF y..(v) des Multiplikator-Rauschens () .

7#'::("’: T) = 7/".?:}’(7) + ?ny(” + 1) y"yx(T - v) + 1/)3::((1') 'l/)_\ry('”) (5)
D e
Gleichanteil Wechselanteil (t, 7)
3 Pra(v: 7)

Diese Gleichung wurde fiir den Sonderfall des reinen Quadriergliedes
(= quadratischer Zweiweg-Gleichrichter), d. h. x = y und 7 = 0, erstmalig
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von Rick [6] (siehe auch Scarrrt [19]), die Ableitung fiir den Multiplikator
von Laning und Barriv [11] sowie Middleton [12] angegeben.

Das p-freie Glied in Gl. (5) ergibt einen Dirac-Impuls bei f=0 im
Leistungsspektrum. Dieser Gleichanteil 2 ist das eigentlich erstrebte Ergebnis.
Es ist namlich z = y,(7) . Der Wechselanteil 4. tritt dagegen als Storung
auf, der durch die Integration beseitigt werden soll. Anders ausgedriickt:
Der Multiplikator als Signalwandler liefert an seinem Ausgang ein Signal,
das im allgemeinsten Fall aus einem Gleichanteil. ndmlich der Kreuzkorrela-
tionsfunktion y,,(2) und einem reinen Schwankungsanteil y_(») besteht.
wobei auch der Schwankungsanteil zum Teil von der Kreuzkorrelation abhéngt,
wie der Term (v -+ 7) - yy(r — v) zeigt. Zum anderen Teil besteht der
Schwankungsanteil aus einem von der Kreuzkorrelation unabhéngigen Term
Yxx(¥) * pyy(v) . Das ist auch zu erwarten, da der Multiplikationssatz der
Statistik fiir unabhirgige Variable, die Zerlegung der Verbundwahrscheinlich-
keitsdichte in das Produkt der einzelnen Verteilungsdichien erlaubt. Bei
statistischer Unabhiingigkeit 7 & 7,(7, = Korrelationsdauer) verschwinden
dann die Terme. die die Kreuzkorrelation enthalten. (Vergl. hierzu Bild 6).
Aus Gl. (5) erhilt man mittels Fouriertransformation oder Faltungsoperation
das Leitungsspektrum :

S::(f‘ T)=F {lf')::(]"? T)} = G.\'_‘-.'(ff T){ G_\:_\r(f’ T) o 5\(.)(‘)¥ Sy_v(f)' (53)

Der Durchgang des Ausgangssignals z(f, ) des Multiplikators durch

das Integrationsfilter soll nun als nichstes behandelt werden.

4. Ubertragung von statistischen Breithandsignalen iiber lineare, zeitinvariante
Systeme

Ganz analog zu der Behandlung diskreter Signale beim Durchgang
durch lineare, zeitinvariante Systeme werden die statistischen Breitband-
signale behandelt. Da zur Beschreibung statistischer Signale die Mittelwerte
2. Ordnung, also Kenngréflen im Leistungsmalstab, benutzt werden, miissen
die benutzten Kenngrofen des Ubertragungsgliedes von der gleichen Ordnung
sein,

Im Spekiralbereich wird daher das Quadrat vom Betrag des Ubertra-
gungsfaktors benutzt. Man erhilt dann am Ausgang eines linearen Filters

Sao( f) = H(IF)? S1a(f): (6)

wenn S;,(f) das Leistungsspektrum und w,,(7) die AKF des Eingangssignals
sind. Dieser Beziehung entspricht im Zeitbereich nachstehende Faltungs-

3 Periodica Polvtechnica EL VIII2.
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operation

Yoo(T) = P(T)* yyy(v) = F {Szz(f)} (7)
Yoolt) = | ) v — 9) dP (8)

i oc

pu(®) = | [H(if)2 e df. (9)

— oo

xi) y(-1)

Statistische Uberlegun
gen ergeben:
XY | Multiplikoior l

Fourier-Transforma-
z2(17) . tion
faltungssatz

Integrations- t

TiefpaR
Uiy (50; IH1F) 12

+oo D’
uitz): | ypgivti= /%hhﬁ}-wzzfu-z};'c)dﬁ «<X>~> SaalTI=IHIIES, U6 7)

{
\ faltung /
Parsevolsche Gleichung:

+oo oo
Ve {21+ 6,02 GE2) = [n 91 Y (971 v = /mm 2 5,06, 7) df
-0 -0

Effektivwert des Restrauschens

Bild. 4. Berechnung des Signaldurchlaufs im Korrelator

vun(?) kann auch als AKF des Ausgangssignals aufgefafit werden.
wenn man das Leistungsspektrum des Eingangssignals im Ubertragungs-
bereich als konstant annimmt.

Aus Gl (8) erhilt man sofort die Ausgangsleistung, indem man 7 =0
setzt. Dann geht das Faltungsintegral iiber in eine modifizierte Form der
Parsevalschen Gleichung

o = pua(0) = | p®) ps(0) . (10)
AuBerdem gilt -
e te
= [ SuNaf= | |HGNRSulh)df. (1)

Diese Uberlegungen werden nun auf den Durchgang des Multiplikator-
Rauschens z(t) durch das lineare Integrationsfilter angewandt.

Bild 4 zeigt das gesamte Ubertragungssystem. Endziel der Uberlegungen
dieses Abschnittes ist die Berechnung des Effektivwertes des Restrauschens
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u(t) hinter dem Integrationsfilter. Unter der Voraussetzung, dafi die AKF
der Eingangssignale des Multiplikators bekannt sind, ergaben die vorange-
gangenen Uberlegungen die AKF ¢_,(») des Multiplikator-Rauschens Gl. (5)
bzw. das Leistungsspektrum W_(f) Gl. (3a). Mit Gl. (6) und (8) erhdlt man die
AKF w,, und das Leistungsspektrum ¥, des Restrauschens, woraus sich
dann die Leistung des Restrauschens ¢ ergibt.

3. Mittelwerthildung

Die Mittelwertbildung erfolgt im allgemeinen mit passiven Netzwerken,
bestehend aus R, L, C. Ein idealer Integrator besitzt eine StoBreaktion h{u)
und Ubertragungsfaktor H(j ») nach Bild 5a. Ein solcher Integrator ist
praktisch nicht realisierbar. Wie K@prmtiLLeEr (13) zeigt, erfiillt ein Tiefpaf
die Aufgabe der Mittelwertbildung niherungsweise, und zwar bildet ein

Tiefpafl mit der Grenufrequenz f; den Mittelwert iiber die Zeit T =

2f' K
0

d. h. die Integrationsdauer entspricht der Einschwingzeit beim Einschalten
einer Gleichspannung (Sprungfunktion). Die einfachste und daher auch am
meisten benutzte Ausfithrungsform eines tatsdchlichen Integrators ist der

RC-TiefpaB (Bild 5d).

Im Zeitbereich idealer Kurzzeitintegrator

Fiir die mathematische Behandlung der Fehlerberechnung des Kor-
relators sind nun idealisierende Annahmen fiir den tatsichlichen, fehler-
behafteten Integrator niitzlich. Die meisten bekannten Arbeiten iiber den
Korrelatorsfehler benutzen die zeitliche Darstellung fiir die Berechnung des
Ubertragungsproblems [Gl. (8) und Gl. (10)] und fithren als Idealisierung
den »Idealen Kurzzeit-Integrator« nach Bild 5b ein. Fiir diesen Integrator
berechnen sich die UbertragungskenngréBen 2. Ordnung wie folgt.

Es sei vorgegeben die StoBreaktion

1
'—T— 0<t<T
hu) = 0 anflerhalb (12)
Der Betrag des zugehérigen Ubertragungsfaktors lautet
R . oT
H(jo)| = si — (13)
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und der Leistungs-Ubertragungsfaktor | H(j )?

H(jo)? = si? o (14}

Die zu *H(] ) 13 gehorige Fourier-Transformierte vy, (¢) (zugleich die
AKF der StoBreaktion) ergibt sich zu

al g0 X 4o )
idealer Integrator f?/,ll/—fz‘lﬁ /H/jw)ef“"“dw Hijw) =/h(p}e JF dy
hig -5 )} -So
M 14
bi . Zeit — frequenz ——
idealer Kurzzeitinlegralor (Zeitbereich)
) G
U ’\/\AC’\‘ I
) T ’ St
idealer Kurzzeitiniegrator (frequenziereich)
hip) H )t
\ A 4 l -
dj oS = 5
tatsdchlicer Integrator z8. RC-Tiefpaf
hiu} H{jwll
\ 4 | ;
Bild 5. Ubersicht iiber die Integrationsfilter-Typen
1 L ) ) —
T T—=0)—-T<d<=+T (15,

'11['/:/1(79) = 0 aufBlerhalb

Damit erhilt man fiir die Leistung des Ausgangssignals u(t) am Inte-
grationsfilter mit Gl. (10) die bekannte Formel

2
Gy =

+~T
L j (T — ) o, 7) dr. (16)
T :

—T

Dijese Fundamental-Formel wurde erstmals auf anderem Wege von
Davenport [7] abgeleitet und wird weiter von BeEnpaT [10]. Brasser [17].
Scawerzer [15], [16], Barceex und Branpmor [14] u. a. benutzt. Mit der
Realisierung derartiger Kurzzeit-Mittelwertbildner befaBt sich die Arbeit
von LANGER [18]. ScawEizER [15] benutzte zur Vereinfachung der Rechnung
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fiir denselben, im Zeitbereich idealen Kurzzeit-Integrator erstmalig die spek-
trale Betrachtungsweise [Gl. (11)] zur Berechnung des Restrauschens ¢ in
Verbindung mit Gl. (14).

ﬁzjw”T&mw# (17)

Im Frequenzbereich idealer Kurzzeit-Integrator

Nun liegt der Gedanke nahe, einen weiteren idealen Kurzzeit-Integrator
zu definieren, der — wie von Laxce [2]bereits erwihnt — im Frequenzbereich
ideal ist (Bild 5¢). Tatsdchlich fiilllt man damit die noch bestehende Liicke
zwischen dem idealen und dem tatsichlichen Integrater sehr nutzhringend
aus. Die meisten Filter werden ja mit dem Ziel konstanter Ubertragungs-
faktor und scharfe Flanke entworfen. Mit der Rechteckform fiir H(jo)
geht Gl. (11) sofort iiber in die einfachere Form ' |

= | Sufodf = | Wulfiodr (18)

_..J?'U 0

d. h. das Filter ldfit nur den schmalen Bereich von 0 his f, durch. Fiir alle
weiteren Rechnungen soll nun angenommen werden, daf die obere Grenz-
frequenz f, des Integrationstiefpasses klein gegen die Bandbreite f der
beteiligten Rauschsignale ist. Dann kann man in guter Niherung im Frequenz-
bereich 0 <7 f < f,, mit

W fo 1)~ W (0, T) = konst. (19)

rechnen. Es wird also nur das Differenzfrequenz-Teilspektrum, und zwar
der bei f= 0 gelegene Anteil iiber das Integrationsfilter iibertragen. Fir
2 .

o, gilt dann

oy A er(oﬂ /fo)- (20)

Tatsichlicher Integrator

Als letztes soll nun als tatséchlicher Integrator der RC.Tiefpall betrachtet
werden. Im Leerlauf ist { I{(]f)gI

1 1
— i DT o I G f e . 21
1+ {L w Ao 2z RC renzirequenz, (21)

L fo

H(jf) * =
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Gl. (21) und (19) eingesetzt in Gl. (11) ergibt

o T 7
o =W.(0,7) fo"; . (22)

Streng genommen gilt bei hohen Frequenzen — es wird bis f— =
integriert — die Ndherung Gl. (19) nicht mehr. Es ist jedoch bereits fiir

f>3f| H(]f):2 < 10~ so, dall der dadurch verursachte Fehler vernach-
laseigt werden kann. Es bleibt das bemerkenswerte Ergebnis, dafi das hinter
dem einfachen RC-Tiefpall vorhandene Restrauschen nur einen 1,25fachen
Effektivwert gegeniiber einem TiefpaB mit rechteckférmiger Durchlafikurve
bei gleicher nomineller Grenzfrequenz besitzt. Das RC-Glied ist mithin ein
brauchbarer Integrator.

6. Anwendungsbeispiel

Nach diesen allgemeinen Berechnungsangaben soll nun als Anwendungs-
fall die Messung einer AKF besprochen werden.

Auf die Multiplikator-Eingénge werden zwei gleiche, von einer Quelle
stammende Rechteck-Rauschspektren x(¢) = y(t) gegeben. Das statistische
Breitbandsignal mit Rechteckspektrum ist eine in der Nachrichtentechnik
vorteilhafte Idealisierung, auf die die meisten Ubertragungsprobleme in guter
Niherung zuriickgefiihrt werden kénnen

W, 0<f<f; d. h.f,=Af

IV;'\' =
() 0 auBerhalb

(23)

und

Y1) =W, df si dwt = 0% si dwr. (24)

Diese Eingangssignale ergeben am Multiplikator-Ausgang den Wechsel-
anteil z(t) (Multiplikator-Rauschen) nach Gl. (5) mit der AKF

Po(v7) =0 [si dw(v + 7) si do(y — 7) + si2 Ao ] (25)

dem Leistungsspektrum

sz(f,r)_—:aé—‘}f(l— 2£f)[1+si2dwr(1—— f ” (26)

und dem Effektivwert
o,(t) — 62 |1 + siz2dowr. (27)
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Diese Formeln sind in den beiden folgenden Bildern graphisch darge-
stellt. Bild 6a zeigt die AKF Gl. (25) und Bild 6b das Leistungsspektrum
Gl. (26) von (). Angegeben sind jeweils die beiden Grenzkurven fiir 7 = 0
und T > 7, (wo 7, = Korrelationsdauer). AulBlerdem ist gestrichelt die AKF
und das Spekirum des Eingangssignals x(f) eingezeichnet. Zu dem weiflen
Dreieck (Bild 6b) fiir unkorrelierte Eingangssignale kommt noch der schrige
schraffierte Spektralanteil bei voller Korrelation hinzu. Das Ausgangssignal
(Multiplikator-Rauschen) erstreckt sich bis zur doppelten Bandbreite des

Foplv)

& 27

W (t)

Pa(r)
_ ot W Af
*z (t.7) am Multiplikator-Ausgang (ohne Gleichanteil z/t, 7) = Py (T))-

des Rauschens

Bild. 6. Autokorrelationsfunktion und Leistungsspektrum

Eingangssignals. Die groflere Bandbreite kommt durch die bei der Mulu-
plikation entstehenden Summen- und Differenz-Frequenzen zustande, so dafl
als hochste Frequenz in W, : f = 2 Af auftritt. Aus dem Leistungsspektrum
des Multiplikator-Rauschens wird von dem im Frequenzbereich idealen Kurz-
zeit-Integrator (Bild 5c¢) nur der kreuzweis schraffierte Anteil (Bild 6b) durch-
gelassen.

Um auch die Abhingigkeit des Multiplikator-Rauschens von 7, d. h.
von der Korrelation, zu zeigen, wurde das berechnete normierte Leistungs-

w,, (——f— , 24wt

spektrum ZA]: - dreidimensional dargestellt (Bild 7).
Wi Af
Bild 8 zeigt den Effektivwert o, des Multiplikator-Rauschens z(t) als
1
Funktion von 4w 7. Man sieht, daB der Effektivwert fir f > YT == 7,

nahezu unabhingig von 7 ist.
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Die Leistung des Restrauschens hinter dem Integrator nach Bild 5¢
mit der Grenzfrequenz f, ergibt sich nach Gl. (18) (genaue Lésung)

Gﬁ:Gi]—O 1— fo ) 1—%31’2;10)1"1—-—]0 si 20T | (28)
Af 1 4Af 44f 2
Mit der Naherung Gl. (19) geht Gl. (28) iiber in
G :O“Z‘/PE V1 +si2 Awr. (29)
u X 1 Af i r

Wi 7) des

Bild. 7. Dreidimensionale Darstellung des Leistungsspektrums s Rauschens

2(f.7) am Multiplikator-Ausgang

Den Verlauf o,(7) Gl (28) fir verschiedene Verbilinisse f,/Af zeigt

Bild 9. ¢, hingt im wesentlichen von dem Faktor Alf_hlj"__ab. Die Kuzrven

Jo

bhaben fir Frequenzverhilinisse < 101 Dereits alle die gleiche Form.

Die Naherungsbeziehung GIl. (29) ist also fast immer brauchbar. Alle Kurven
streben asymptotisch dem Wert |/f, //1f zu, der etwa ab _lwt = = erreicht wird.
Damit ist am Integrator-Ausgang als Nutzsignal (Gleichspannung cder
-strom, je nach Gerdteausfihrung) die Autokorrelationsfunktion z = (1)
(Gl. 24) vorhanden, der sich noch das Restrauschen mit dem Effektivwert
o, Gl. (29) uberlagert. Fiir die Amplitudenauswertung kann man dann den
relativen Fehler als das Verhiltnis von Stérsignal Nutzsignal angeben.

-
Jo 10 g9
e ]/ A (1 + si2 do) | 0

W st dot
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a(dor

Bild 10 zeigt den normierten relativen Fehler—(—-——)~ . In der Umge-
N - VRS

bung des Nulldurchganges (4 ® 7~ ) kann in guter Naherung gesetzt

werden

a(dwt) 7~ l Jo ! (31)

Af sidor

6,17 Effekiiviert 6,(7)

a i 27 AT

0(7)

o des Rauschens £(f, ¥) am Multiplikator-Ausgang
x

Bild. §. Effektivwert

Effestivwert des Restrauschens hinter
Sy dem integrationsfilter
Y gent imregrationsieer

&, ! ]
(Filter ibertragt
gesamtes Spektrum)

110. 107 |- —S o= -;%=/0"

i o
‘ ir

r ‘2\)5___ Cfo_ -
Y1010 “1 — ot ‘:ﬂ\_»; T /03

[
102 ’ f
0 7 o 3T twr

=107

o

Tu (T’ J;“Iut )

Bild 9. Effektivwert des Restrauschens—go— am Ausgang des Integrationsfilters fiir

verschiedene Verh#linisse von Eingangsbandbreite Af zu Grenzfrequenz f, des Integrations-
tiefpasses

Bei einem Rauschspektrum mit Af = 10 kHz und einem idealen Tief-
paB mit f; = 10 Hz kann man ¢,,(0) mit einer Genauigkeit von 4,5%, messen.
Wenn a — 1 geht, verschwindet das Nutzsignal im Restrauschen. Mit Gl. (31)
kann man ferner angeben, wie genau der Nulldurchgang — 7-Auswertung —
gemessen werden kann. In diesem Zahlenbeispiel ist die Messung des Null-
durchganges auf — 3,29, genau moglich.
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Obige Uberlegungen sind besonders bei der Benutzung der Kreuz-
korrelation zur Entdeckung von Signalen im Rauschen von Bedeutung, wird
doch durch das Restrauschen die Grenze fiir die Leistungsfihigkeit der
Methode bestimmt.

Nachstehend sollen noch kurz die Beziehungen angegeben werden,
wenn man RandpaB-Rauschen auf die Multiplikator-Einginge gibt. Es sei
x(t) = v(t) und

W < f< Z L] = Jo —
W) =" hEfES f f1 fi (32)
0 auflerhalb In=—f+f)

9

oA
wx,\:(T) = WS jf COS ,, T 81 wT

(33)

Dann gehen die Gleichungen (25). (26), (27). (29) und (30) iiber in

Aw

P(r, T) — 0} {cos w(T 4+ v) st (t + v) cos w,, (T — ¥)

(34)

m

A 4

. do . do
X st — (vt —¥) -+ cos® w,, v si? —— '11

Wg_/lf(l — i} l:l +cos2 o, rsi dot
- Af

- Aif)] 0<f< 4f

P4

-_i- WgAf(ii;ﬂ n 1) %

W_(f,1) = X [1 4+ st dot

f;jf_’"_~1ﬂ 2fn— Af << 2,

—;—ngf(l — _f_A;ffm] {1 + si Aot X
f— me )

x (1 - T” 2 Sf S 2f+ Af

o.(1) = 0% Vl + cos w,, 7 si Aow T (36)
0, (7) = agl g—} V1 4 cos2m,, st dwt (37)

O

Ou =]// fo V1+cos2w,7sidour (38)

P Aaf

. dw
COS @, T §1 —=—

2
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Es tritt also in allen Beziehungen noch die Bandmittenfrequenz f;, auf.
Die Formeln werden dadurch komplizierter, doch wird es fiir Uberschlags-
rechnungen geniigen, jeweils mit der Hiillkurve si x zu rechnen und den
Faktor cos x = 1 zu setzen.

i
b, |[E7_ViFsizior

Tl o SBWT if

-

o671 2 3 4 5 AT
Bild. 10. Normierter relativer Fehler sz(:T) . Vf—f bei der Messung der Korrelationsfunktion
vzz 3 i)
Uz (f] FNA-Spektrogramm
0 ~0—2r ‘ : }
2 i y Eingangs&ignal ‘ -
e amans
30 |
1/ \JN" . : |
¥ VI ,kaﬁ" Ausgangssignal | |
05— WY L ? ]I i
50— R _
LN q{‘ ‘ NN T =0 :
i | \"h I
70 LN
N
o R WCPowDRE) : 3 =
g d 10 15— kHz ke 20

Bild. 11. Gemessenes Spektrum des Rauschens z(¢, 7) am Ausgang des Multiplikators, wenn
auf die Eingénge ein Rauschen mit ndherungsweise rechteckférmigem Spektrum gegeben wird

Bild 11 zeigt das gemessene Produktspektrum W,(f), wenn die Ein-
gangssignale des Multiplikators ndherungsweise ein Rechteckspektrum mit
den Nennwerten: f; = 2,4 kHz, f, = 4,8 kHz und 7 = 0 besitzen. Zum Ver-
gleich wurde das gemessene Spektrum W,,(f) des Eingangssignals mit in das
Diagramm eingetragen.
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7. Febler bei der Spektral-Analyse

Ein Gerdt zur Messung des Leistungsspektrums ist entsprechend der
mathematischen Definition nach dem Prinzipschaltbild (Bild 12) aufgebaut.
Es zeigt sich. daBl auch die beim Korrelator benutzten Baugruppen Multi-
plikator (hier vereinfacht zu einem Quadrierglied) und Integrator vorhanden
sind. Nur ist anstelle der Laufzeitkette ein durchstimmbarer Bandpafl kleiner
Bandbreite vorhanden. Man kann daher sofort auf die in den vergangenen
Abschnitten gewonnenen Ergebnisse zuriickgreifen. Dann ergibt sich fir die
Messung des Auto-Leistungsspektrums folgendes. Dem abstimmbaren Band-
paB soll ein rechteckfsrmiger Ubertragungsfaktor zugeordnet werden.

1 ‘
1ﬁ<ftﬂf==;mfﬁ) 39)
H(jfyr= N
UF) 0 auﬁerhalhl Af=f—f
vit) z{r) £y ufij
x{t)o {7’:} % x? % f.—l

fo

Bild. 12,

Dann erhdlt man hinter dem Bandpaf fiir das Signal u(2), wenn x()
das Eingangssignal sei
W) = ol e W) L= T S S (40)
O auflerhalb

Gl. 40 enthilt die fiir kleine Bandbreiten .If wohl zuliissiue Annahme,
dall W (f) innerhalb des DurchlaBbereiches Konstant ist ( Wi (fm)) und das
arithmetische Mittel darstellt. Fiir das BandpaB- Rau=chen L(t) mit Recht-
eckspektrum nach Gl. (40) kann man sofort die AKF angeben [Gl. (33)].

Adw

pee(T) = Weg (fn) Af cos o, Tsi (41)

&

Das Quadrierglied liefert nach Gl. (5) (v = 0) das Ausgangssignal (1)

mit N
Y1) = v3(0) + 295(v). (42)

Setzt man Gl. (41) ein, so erhdlt man fiir y..(»)

(43)

Yo (v) = [ \\,‘(f;h) *]f] [ XX (fm -Jf]' cos? W, ¥ st
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Das interessierende Ergebnis ist somit

( ) = ll(f) - 1/"17(0 \\,,, fm f- (44)

Der angezeigte Gleichstrom ist mithin ndherungsweise (Gl. 40) propor-
tional dem Betrag des Leistungsspektrums bei f = f,.

Nach Passieren des Integriergliedes verbleibt noch ein Restrauschen
o, nach Gl (37)

Gu == O';j: ]/ —‘Af} = W\‘m f”z) Jf ‘I/ “—{fo‘ : (45)

SchlieBlich erh#lt man fiir den relativen Fehler nach Gl. (38)

o Oy . ," ZfO AL
== 0

Damit liegt die notwendige Bandbreite f; des Integriergliedes fest,
wenn man die Bandbreite f des Abtastfilters vorgibt und einen maximalen
Fehler zuldBt. Es zeigt sich, dal} bei den erwiinschten kleinen Filter-Band-
breiten Af sehr niedrige Grenzfrequenzen fiir das Integrierglied erforderlich

werden, selbst wenn man eine stiarkere Schwankung der Anzeige gestattet.
Bei 4df = 20 Hz (200 Hz) und « = 10%, muf} dann fy = 0,1 Hz (1 Hz) sein.
Das ist physikalisch sofort einzusehen, da aueh der Gleichstrom nach Gl. (44)
proportional Af ist, d. h. um eine kleinere Wechselstromleistung o, zu erhal-
ten, muf} die Grenzfrequenz f,, des Tiefpasses erheblich kleiner gewihlt wer-
den. Da im Gegensaiz dazu bei der Korrelationsanalyse auf den Multiplikator-
Eingang zumeist breitbandige Rauschvorgéinge gegeben werden, bestehen
dort derartige Forderungen nach extrem mniedriger Grenzfrequenz f nicht.
Uber die mathematische Behandlung der prinzipiellen Ausfiihrurgsformen
(Sieb- und Suchtonverfahren) der Frequenzselektion berichtet KUpFMULLER
[13]. Besonders unangenehm machen sich die kleinen Bandbreiten bei der
kontunierlichen Durchstimmung bemerkbar.

8. SchiuBlbetrachtung

Seit der grurdlegenden Arheit von DAVEXPORT [7] gehen verschiedene
neuere Verdffentlichungen [(14), (15). (16)] von dieser Arbeit auns. Es fehlt
jedoch bisher eine Verbindung zwischen den fiir spezielle Zwecke immer
wieder neuaufgestellten Fehlertheorien. Die Uberlegungen konzentrieren sich
dabei auf die beiden hauptsdchlichen Baugruppen: Multiplikator und Inte-
grator, auf die sich Korrelator wie auch Spektralanalysator zuriickfiithren
lassen. In der vorliegenden Arbeit wird der Multiplikator als Signalwandler
aufgefafit, und zwar als Sechspol mit 2 Eingiingen und 1 Ausgang. Das Ver-
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stindnis wird erleichtert, wenn man zur Analyse im Gedankenexperiment
einen zweiten, fehlerfreien Korrelator benutzt, wie es iibrigens auch bei
praktischen Versuchen geschehen ist (Bild 11). Als Wahrscheinlichkeits-
vertellungsdichte wird fiir die Eingangssignale des Multiplikators die Gaul3-
Verteilungsdichte zugrunde gelegt, was fiir elektronisches Rauschen im allge-
meinen zutrifft. Fir die Poisson-Verteilung hat PrsceErL [20] eine Fehler-
abschidizung angegeben. Der Integrator bietet mehr Spielraum fiir Behand-
lungsvarianten, die sich nach Bild 5 in vier Hauptgruppen einordnen lassen.

Im Vordergrund der zitierten Arbeiten steht die zeitliche Betrachtungs-
weise mit dem im Zeitbereich idealen oder auch fehlerbehafteten, getasteten
Kurzzeit-Integrator. Es erschien daher wiinschenswert, die Verbindung zur
Berechnung im Spektralbereich herzustellen und ndher auf dem sich dabei
ergebenden, im Frequenzbereich idealen Kurzzeitintegrator (idealer Tief-
pall) einzugehen, zumal die spektrale Denksweise vielfach doch anschaulicher
ist. Den Signaldurchlauf durch die Kettenschaltung: Multiplikator + Integra-
tor einschliefllich des Rechnungsganges zeigt Bild 4. Anhand des verallgemei-
nerten Faltungssatzes fiir statistische Signale (Momente 2. Ordnung) 148t
sich die Davenportformel leicht verstdndlich deuten.

Die allgemeinen Ergebnisse werden auf Eingangssignale mit rechteck-
formigem Leistungsspektrum angewandt,und zwar als Tiefpa- und BandpaB-
Rauschen. Beide Signaltypen sind bei der Informationsiibertragung sehr
niitzliche Idealisierungen, die bisher ungeniigend untersucht waren. Auf die
Verteilungsdichte des Restrauschens wird nicht eingegangen. Wie Lampard
[21] und auch schon Davenpert [7] gezeigt haben, kann man in guter Nihe-
rung fiir kleinere Werte von f /Af die GauBi-Verteilung annehmen, was man
nach dem zentralen Grenzwertsatz bereits vermuten konnte. Damit ist es
sofort moglich, aus den angegebenen Effektivwerten auf die Amplituden-
verteilung zu schlieflen.

Welches MeBverfahren (Korrelator oder Spektrograf) man zur Analyse
von statistischen Signalen benutzt, hingt von der jeweiligen Gesamtsituation
(erwarteter Signaltyp und weitere Auswertung) ab. Die Messung des Spektrums
ist im allgemeinen Fall zeitlich aufwendiger, die Korrelationsfunktion weniger
anschaulich.

Damit soll die vorliegende Arbeit dem Ausbau der Netzwerktheorie

fiir regellose Vorgéinge dienen.

Zusammenfassung

Vorliegende Arbeit befaf3t sich mit dem Fehler bei der Messung von statistischen
Breitbandsignalen, der durch unvollkommene Integration entsteht. Die Kombination: Ana-
logie-Multiplikator und Integrator wird als Ubertragungssystem aufgefafSt und der Signal-
durchlauf berechnet. Die zeitliche und spektrale Betrachtungsweise zeigt den Zusammenhang
zwischen den verschiedenen Arbeiten zur Fehlertheorie.
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Anhand ihrer Systemkenngréfen (StoBreaktion und Frequenzgang) werden fiir die
Integratoren vier Haupttypen angegeben, in die sich die praktisch interessierenden Fille
einordnen lassen. Dabel erweist sich der im Frequenzbereich ideale Kurzzeitintegrator (idealer
TiefpaB) als niitzliche Idealisierung fiir die Berechnung des Restrauschens. Die theoretischen
Uberlegungen werden angewandt auf Rauschsignale mit rechteckférmigem Leistungsspektrum.
Auf diese Signalform lassen sich viele Probleme der Ubertragungstechnik zuriickfithren, Es
wird das Rgstrauschen (absoluter Fehler) und der relative Fehler bei der Messung der Auto-
korrelationsfunktion (Amplituden- und 7-Auswertung) berechnet. Ferner kann damit auch
sofort der Fehler bei der Messung des Leistungsspektrums angegeben werden.
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