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I. Apnihrende Bestimmung der auf gegebenen Kurven gelegenen Nullstellen
von Polynomen

n

Es sei f(5) = za,;:"‘, a; eine komplexe Zahl, k= 0,1....n, a, = 0.
k=0
n_> 2.
Bekanntlich, gibt es ein M, fiir das  f(z) >0, wenn |z -z M. Ein
solches M sei bekannt. Ferner sei y = y(x) eine einwertige, stetige Funktion
in dem geschlossenen Intervall —M < x <{ M. wobei die Differenzenquo-

tienten von K begrenzt seien:

wenn x; und x, zwei beliebige voneirander verschiedene Punkte des gegebe-
ren Intervalls sind. Ein solches K sei hekannt. (Kann y(x) im Intervall
(—M, M) differenziert werden. so mag — nach dem Lagrangeschen Mittel-
wertsatz — die Rolle von K von der oberen Schranke von |y'(x)| iiber-
nommen werden.)

Im folgenden soll ein stets konvergentes, elementares Verfahren beschrie-
ben werden. welches bei Erfiillung der obigen Bedingungen in einer endlichen
Zahl von Schritten nachzuweisen gestattet, dafl f(s) auf dem gegebenen
Kurvenabschnitt keinen Nullpunkt hat, bzw. dafl nach einer endlichen Zahl
von Schritten jeder einzelne der (in endlicher Zahl vorhandenen) Abschnitte,
in dem keice Nullfreibeit nachgewiesen wurde, in einen Kreis von beliebig
kleinem Radius faBbar ist.

Bekanntlich ist

n—1

f(z) = f(zy) + (z — ) 2 bﬁ»(: - Zo)ks
k=0
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wo die Koeffizienten b von den Koeffizienten a; eindeutig bestimmt sind:
sie kénnen z. B. nach der Hornerschen Schema rechnerisch ermittelt werden.

Offenbar ist

Es sei |z — 3z, < R,, dann ist

B
bt

&) > [flz) — = — 2 S BORE, und demnach
k=

=

f(z) >0, wenn 5 — 3z, < Rj=min|R;,—— ASZANN.

Es sei zy = xy + iv(xy) . ferner z, = x, -+ iv(x;), und hierin

Lo B
TR

Ergibt sich f{z) # 0, so kann das Verfahren folgendermaflen wiederholt
werden:

FE = Fle) + (5 — ) N Bz — 5,)f,

i=o
(die Koeffizienten b{" lassen sich nach dem Hornerschen Schema bestimmen.)
Ist |z — 2 | < R,, wird offenbar

f(z) >0, wenn [z —z| < Rj = min l:Rp n— 11f - J
> IpIRE

pranr’
Falls
R
J1+K2

Zy = x, -+ iy(x,), WO x, = 2, -+

erg’bt sich offenbar: |z, — 7 | < R;.

In der Weiterfithrurg des Verfahrens sind folgende Fille méglich. Nach
einer endlichen Anzahl von Schritten wird das letzte Glied der Folge
Xy gy « v . X, grofer als M, f(z) hat also auf der gegebenen Kurve keinen
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Nullpunkt, dessen Abszisse gréfler wire als x;,. Wenn dagegen M die obere
Schranke der vorstehenden Folge ist, besitzt diese einen Grenzwert, und dieser
ist eben die Abszisse eines Nullpunktes, denn jede entgegengesetzte Annahme
filhrt zu einem Widerspruch. Dieser Nullpunkt kann noch obigem Verfahren
offenbar mit beliebig grofler Genauigkeit bestimmt und mit einem Kreis von
beliebig kleinem Radius umgeben werden. Findet sich auf der Kurve wo
immer ein Nullpunkt, 148t sich das obige Verfahren von einem Abszissenwert
ausgehend durchfithren, der in der rechtsseitigen Umgebung der Abszisse
des Nullpunktes beliebig gewihlt wurde.

Soll die vorstehende Untersuchung an einer abnehmenden Folge von
x-Werten vorgenommen werden, so sei — gleichfalls von z, ausgehend —

2 = x1 + iy{x]), WO x{=x R

<1 1T X, T g Vm

Hat man die iibrigen Werte von x auf dhnliche Weise gewihlt, so kann eine
der obigen dhnliche Uberlegung angestellt werden, je nachdem — M die untere
Schranke der so resultierenden Folge xi, x5, ... x, ist oder nicht.

Ist xy = 0, wird man R, zweckmiBig folgendermaflen wihlen: R =
= M — x,, allgemein R, = M — x,. Solcherart kann die Untersuchung
beim Rechtsfortschreiten in einer der Hilften des Kreises durchgefithrt wer-
den, dessen Mittelpunkt im Achsenschnittpunkt liegt und dessen Halbmesser
M ist (im weiteren M-Kreis). Ist —M == x, < 0, dann ist beim Fortschreiten
nach rechts die Wahl von Rj = —x,, allgemein R, = —x, u.s. f. zweck-
miBig. Nun kann die Untersuchung in der anderen Hilfte des M-Kreises
durchgefithrt werden, solange die Abszissen nicht bis 0 wachsen. Ahnlicke
Uberlegungen konnen angestellt werden, wenn die Untersuchung an eirer
Folge abnehmender Werte von x durchzufithren ist.

Anmerkungen

1. Zur Bestimmung von M finden sich in den Werken [1], [2], [3]
des Literaturverzeichnisses mehrere Verfahren. Hat man M nicht auf obige
Weise gewihlt, kinnen nicht in jedem Fall sdmtliche auf der gegebenen
Kurve liegenden Nullstellen von f(z) gefunden werden.

2. Ist y(x) ein Polynom, kénnen die K-Werte fiir die Teilintervalle
von [—M, M] auch einzeln, gesondert bestimmt werden, womit sich die
Konvergenz des Verfahrens verstiarken ldBt [4].

3. Nach obigem Verfahren ergibt sich der Nachweis der Nullpunkt-
freiheit nicht nur fiir einzelne Kurvenabschnitte, sondern auch fiir eine
gewisse Umgebung der Kurve. Handelt es sich jedoch nur darum, ob und,
bejahendenfalls, wo sich auf der Kurve ein Nullpunkt befindet, so interessiert
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nur die Untersuchung der in das Innere des M-Kreises fallenden Kurvenab-
schnitte, d. h. jener Punkte, fiir welche die Ungleichung

2?2+ [y < M?
besteht.

Die Bestimmung dieser Abschnitte ist jedoch nicht bei jeder Kurve
einfach. Ist z. B. |z, | = M, z, = x, + iy(%,) und x, >0, y(x,) = 0, kann
von den allfilligen Schnittpunkten der Kurve y(x) mit dem M-Kreis der
rechts von z, fallende Schnittpunkt mit der kleinsten Abszisse folgender-
maflen annidhrend bestimmt werden.

Man sucht die Abszisse des niher bei z;, gelegenen Schnittpunktes der
durch z, gehenden Geraden mit der Richtungstangente —K einerseits und
des M-Kreises andererseits auf, sodann den auf der Kurve liegenden Punkt,
dann die Abhszisse des niher gelegenen Schnittpunktes der durch den letzteren
Kurvenpunkt verlaufenden Geraden mit der Richtungstangente — K einerseits
und des M-Kreises andererseits u. s. f. Zwei Fille sind méglich: die letzte
der Geraden mit der Richtungstangente —K, die dem solcherart resultieren-
den Abszissenwert zugehirt, schneidet den M-Kreis nicht, d. h. die gegebene
Kurve besitzt rechts von x, keinen Schnittpunkt mit deni M-Kreis, oder die
x-Werte haben einen Grenzwert — wenn sie oben beschrinkt sind —, und
wenn dieser kleiner ist als M, ist er die Abszisse des gesuchten Schnittpunktes.

Auch die in die iibrigen Quadranten fallenden eventuellen Schnitt-
punkte kénnen auf dhnliche Weise aufgefunden werden.

11. Uber Schranken von Polynomen mit zwei Verdnderlichen
in gegebenem Bereich

Das Polynom mit zwei Verdrderlichen sei:

m s R
flx,v) = 2 a,(x) vE. wo ay(x) = Nay xlag reell, k=0.1...m,
k=o i=0

i=0.1.2,m. a,(x)=0, m>1, maxm,=n>1 3 apy, > 0sind.

flx, ¥) kann offenbar in felgender Form aufgeschrieben werden:

n ng .
fley) = by) ¥, wo b(y) = 3 byl
k=0 i=1

Im folgerden sei die erste Form von f(x, y) verwendet.
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Der gegebene Bereich sei: T: 0 <a << x b, 0 < e <y < d. Es sollen

die folgenden Bezeichnungen bzw. Benennungen gelten: A (als Index) =

= +oder 4~ —, —A4= —, wenn A=+, —A4 =L, wenn A = —,
() () = 0 () ()= () () = = (=) - () = + -

Sg (a) = +, wenn a > 0, Sg (a) = — , wenn a <C 0.

Die Funktion fa(x,y) sei als sich annihernde Funktion von fl(x,y)
u., zw. wenn A4 = -, dann von oben, wenn A4 = — , dann von unten sich

annihernde Funktion bezeichnet. falls im gegebenen Bereich T

felzy) 2 fley) -
folwey) < flx ) -

Im folgenden sollen solche sich annibernden Polynome bzw. deren
verhidltnismiBig »gute« untere und obere Schranken behandelt werden.

Zur Herstellung der sich anndhernden Polynome der Polynome mit
zwel Verdnderlichen sollen die eigenen, auf die Anniherung von Polynomen
mit einer Verdnderlichen beziiglichen Feststellungen benutzt werden [4].
Einige diesbeziigliche Verfahren seien kurz rekapituliert.

Zur Bestimmung der Schranke von Polynomen mit einer Verdnderlichen
in gegebenem Intervall
Es seien:
b.

fla) = a,x*. a,5=0,n x

Y

2, 0<a

In
IA

1. Verfahren. Wenn a, > 0, so berechnet man die nachstehende Grofle:
ap_1=@Qp ' @ -+ a,_;, wenn a, < 0, so ergibt sich a;,_;=a, b+ a,_;, wenn
a,_y = 0,dann a;,_> = a},_, * @ ~ ap_s,wenn a,,_; < 0, dann a,,_o = aj,_,b--
+ ay_p. Fahrt man das Verfahren fort, so setzt ay der Funktion f(x)
im gegebenen Intervall eine untere Schranke. Bei Bestimmung der oberen
Schranke tauschen die Intervallgrenzen ihre Rollen.

2. Verfahren. Bekanntlich ist f(x) = (x — x) ¢ (x) 4 f(x,), wo g(x) das
Polynom (n — 1)sten Grades von x ist. Wenn zu ¢(x) nach dem 1. Verfahren
eine untere und eine obere Schranke bestimmt werden soll, wobei an Stelle
von x, a bzw. b gesetzt wird, so erhdlt man ein f(x) annidherndes linea-
res Polynom, dessen #uflerster Wert im Rahmen des Bereiches zu f(x) die
gewiinschte Schranke liefert. Natiirlich kann zur Bestimmung der Schranken
von g(x) auch dieses zweite Verfahren angewendet werden, oder man bestimmt
unter Belassung des sich annihernden linearen Polynoms von g(x) das bereich-
liche Maximum bzw. Minimum des resultierenden Polynoms zweiten Grades.

6 Periodica Polytechnica El VIII;2
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3. Verfahren. Bekanntlich ist
f(b) —f(a)

b—a

f®) =(x —a) (x = b) q(x) + (x — a) + fla),
wo ¢(x) ein Polynom (n — 2)-ten Grades ist. Sowohl dieses, wie der obige
Differenzenquotient ergeben sich leicht aus dem Hornerschen Schema. Zu
g(x) stellt man nach dem 1.,dem 2. oder auch nach dem 3. Verfahren eine
entsprechende Schranke her, und man bestimmt das absolute Maximum bzw.
Minimum des gewonnenen annidhernden Polynoms zweiten Grades. . . Natiirlich
kann man auch auf andere Art, z. B. durch Erhéhung des Exponenten, zu
den Schranken von f{x) gelangen.

Den obigen analoge Verfahren fiir Polynome mit zwel Verdnderlichen
kénnen folgendermaflen beschrieben werden.

Elementare Verfahren zur Bestimmung der Schranken von Polynomen
mit zwel Verinderlichen

m
1. Verfahren. Zum Polynomf(xay)=20k(x)yk z. B. liBt sich eine

k=0
untere bzw. eine obere Schranke im gegebenen Bereich T auf folgende Art
herstellen: Nach einem der vorstehend mitgeteilten Verfahren wird zum
Polynom a{x) im gegebenen Intervall 0 << a < x < b eine untere und cine

obere Schranke A;_ bzw. A4, . bestimmt, wihrend k = 0, 1,...m ist. Ander-

m

seits bestimmt man zum Polynom fA(x,_y)z‘Z‘AkAyk die entsprechende
k=0

Schranke im gegebenen Intervall 0 <<c¢ <y <{d, die auch eine gesuchte

Schranke von f(x, ¥) sein wird.

2. Verfahren. Dieses bestimmt Schranken zu einem Teilbereich vor T.
Dieser Teilbereich sei T': 0 <a<x<b, 0. elx) < v < d(x), wobei ¢(x)
und d(x) Polynome von x sind, und ¢ < ¢(x) , d(x) < d. Die untere Schranke
von f(x,y) im Teilbereich T’ erhilt man wie folgt:

Man bestimmt die untere Schranke von a,(x) in [a, b]; sie sei A, _.
Wenn 4, _ = 0, so stelle man die Funktion a;,_;(x) = 4, _ - ¢(x) + a,_; ()
her. Ist 4, _ < 0, dann sei a,,_; d(x) + ap(x). Man bestimmt nun zum
Polynom a;,_,(x) im [a, b] eine untere Schranke, und diese sei A, _,_. Ist
Am - = 0,wird die Untersuchung mit dem Polynom ay,_o(x) = A,,_;_c(x) -
4+ @m_o(x) bzw. wenn A4, _;_ < 0, mit dem Polynom a;,_,(x) = 4,,_,_d(x) +
-+ @i (%) fortgesetzt, und auch hier eine untere Schranke bestimmt. .. u. s. f.
Bei Fortsetzung des Verfabrens wird das Polynom ag(x) zu einem unteren
Schrankenpolynom und dessen untere Schranke zu einer unteren Schrarke
von f(x, y). Die Gewinnung der oberen Schranke erfolgt analog, nur tauschen
¢(x) und d(x) die Rollen. Mit ¢(x) = ¢ und d(x) = d gelangt man zum 1. Ver-
fahren. - : S oo
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3. Verfahren. Schrankenbestimmung mittels linearer Niherungspolynome,
Bekanntlich ist

Sl y) = (v — x0) ¢ (x.¥) + (x — %) r(x) + flx0. o)

wo das Polynom mit zwei Verdnderlichen ¢(x,y) in ¥ (m — 1)sten Grades,
r{x) gleichfalls ein Polynom ist, und g(x, y) sowie r(x) sich durch Anwendung
des Hornerschen Schemas fiir Polynome mit zwei Verdnderlichen leicht ergeben.
Bestimmt man die Niherungspolynome von g(x, v) und auch r(x), oder gar
ihre Nidherungspolynome nullten Grades, d. h. ihre Schranken, so 1daBt sich
mit deren Hilfe ein Niherungspolynom von f(x, y) erzeugen:

Ja(x:y) = (¥ — ¥o) qa, (2. ¥) + (x — %) ra,(x) + f(x0, ¥o)- (1)

Hier bedeutet sowohl 4, wie .4, entweder ein -+ oder ein — Zeichen. Ihre
leicht einzusehende Bestimmung geschieht wie folgt:

A, Sgly — yo) = 4. A, Sg(x — x,) = 4. (2)

Es sei (x,, v,) ein Punkt von T. Drei Fille sind méglich: 1. Der Punkt
fallt ins Innere des Bereiches, 2. er fillt auf eine der Grenzlinien, ist aber
keine Spitze, 3. der Punkt ist eine der Spitzen von T, d. h. einer der Punkte
(a, ¢): (a, d); (b, ¢) oder (b, d). Im 1. Fall teilen die Geraden mit den Gleichun-
gen x = x, und y = y, den Bereich T in vier Teilbereiche, und obwohl die
Naherungspolynome zu g(x, y) und r{x) auch fiir das ganze Gebiet T bestimmt
werden konnen stellt f,(x,y) doch nur hinsichtlich jenes Teilbereiches ein
Naherungspolynom dar, der durch die Vorzeichen von (x — x,) und {y — v,)
markiert wird. Auf diese Weise erhidlt man zu den vier Teilgebieten im allge-
meinen vier verschiedene Niherungspolynome. Wenn die Niherungspolynome
zu ¢(x, y) bzw. r(x) in dem eben untersuchten Teilbereich zu bestimmen sind,
erhilt man selbstverstindlich eine bessere Ann#herung, anderseits miissen
gegeniiber dem weiter oben skizzierten Verfahren sowohl fiir g(x, y) wie fir
r(x} je vier Ndherungspolynome statt der fritheren je zwei berechnet werden.

Im 2. Fall wird T von einer der Geraden y = y, oder x = x, in zwei
Teilbereiche geteilt, die Niherungspolynome zu f(x, v) miissen also fiir jeden
der Teilbereiche gesondert bestimmt werden.

Im 3. Fall bezieht sich das Niherungspolynom auf den ganzen Bereich.
Man bestimme die entsprechenden Schranken sowohl von g¢(x,y) wie von
r(x) (ihre Niherungspolynome nullten Grades) fiir den ganzen Bereich T;
sie seien (4, bzw. R4, . Ist (%, ¥,) eine der Spitzen, so nihert sich im
ganzen Bereich das lineare Polynom

fal®y) = (y — yo) Qa, + (. — ) Ra, + flx0, y0) - (3)

6%
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Beziiglich 4, und 4, s. unter (2).

Bestimmt man im Bereich T die Extremwerte von fa(x,vy) (falls
A4 = 4 das abseolute Maximum, falls 4 = — , das absolute Minimum). hat
man eine obere bzw. untere Schranke von f(x, y) im Bereich T erhalten. Ist
(x4, ¥o) keine Spitze, miissen die Schranken fiir jeden der Teilbereiche geson-
dert bestimmt werden, und die Schranke von f(x,y) ergibt sich aus dem
Vergleich dieser Schranken.

Zur Bestimmung von (Qa, ist die Anwendung des 1. Verfahrens selbst-
verstidndlich nicht erforderlich, sie kann direkt nach dem 3. Verfahren erfolgen.

4. Verfahren. Schrankenbestimmung miittels Naherungspolynome zweiten

Grades.

Ist f(x, v) entweder in x oder in y cder in beiden zweiten Grades, so
kann es in folgerden Formen aufgeschrieben werden:

Sl y) = (v — ¥ 6, ¥) + (2 — xp) (v — x) ry(x) —
4+ (x — xg) B+ flxgvy) . B = konst.
f(‘“) (y =50 (v —21) @5, 3) + (v — ¥0) ga(2) +

+ (& = %) 1o(%) £ f(%0: 30) -
fa. *)“b = Yo (¥ = 1) g, ¥) £ (3 — ¥o) galx) +

(x — xg) (x — x)) (%) + (x — x¢) B + flx. 30)

Selbstverstdndlich sind auch mehrere andere Formen méglich, die

obigen ergeben sich aus dem Hornerschen Schema leicht. Die Koordinaten
der Spitzen von T seien z. B. x; und x,. ferner y, und y, und es seien z. B.
xy=a, X, = b, ¥y = ¢, y; = d. In diesem Fall erhilt man unter Beriicksich-
tigung der obigen Konstruktionen fir f(x, yv) die folgenden drei Niherungs-
polynome zweiten Grades:

Jalx.y) = (y —¢)Qra + t—aﬂ)(%—b)Rl- + (@ —a)B+fla,c),  (4)

fatx. )=y —)(y —d)Qeca+(y —c)0sa+(x —a) Ry 4+ fla.c). (5)

Sfalx.y) = (» ”C)(}'—d)oz—.:\"r()'“f) Q34+ (6)
4+{x—a)(x— bRy _s+ (x —a)B -+ fla,¢).

wo die Schranken der entsprechenden Polynome g(x,y) bzw. r(x) fiir den
Bereich T nach den Verfahren 1,3 oder nach dem vorliegenden Verfahren
zu bestimmen sind. Ob untere oder obere Schranken zu wihlen sind, kann auf
der Grundlage von (2) entschieden werden.

Entsprechende Schranken fiir f(x, y) kénnen die Extremwerte von (4),
(5) und (6) in T liefern.
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Selbstverstindlich ergeben sich den Ausdriicken (4), (5) und (6) &hnliche
Niherungspolynome, wenn sie statt nach (a, c¢) nach einer anderen Spitze
aufgeschrieben werden.

Geht man nicht von einem Spitzenpunkt aus, gilt das zum 3. Verfahren
Gesagte.

Durchliuft die Kurve des Polynoms vy (x) den Bereich T, und beachtet

o

man, daf

Sl y) = [y — yo(®)] - gl y) + 1(x),

wo sowohl g(x,v) wie r(x) gleichfalls Polynome sind, kann zu f(x:y) das
folgende N&herungspolynom aufgeschrieben werden:

Jax:y) = Iy — ¥o®)] * qa,(x,5) + ra(®), (M
wo A Sgly — ye(x)]= 4.

Mit seiner Hilfe lassen sich fiir beide der durch die Kurve getrennten Teil-
bereiche entsprechende Schranken bestimmen.

Bemerkung zu diesen Verfahren. Fillt der gegebene Bereich in den
zweiten Quadranten, d. h. gilt fiir die Koordinaten sé@mitlicher Punkte des
Bereichs x << 0, y = 0, fithrt die Untersuchung der Schranke von fi(x, v} =
= f(—x,y) zum Ziel im entsprechenden 1. Quadranten. Ahnlich kénnen
mit Hilfe der Polynome fy(x, v) = f(—=x, —y) bzw. fi(x, ¥) = f(x, —y) Unter-
suchungen in Bereichen, die in die iibrigen Quadranten fallen, auf solche
im ersten Quadranten zuriickgefiihrt werden.

III. Untersuchung des Vorzeichens von Polynomen mit zwei Verinderlichen
in einem gegebenen Bereich

Die Nullinje des Polynoms f(x,y) sei die durch die Gleichung y =
= y(x) beschriehene Gerade bezeichnet, bei der flx, y(x)] =0 ist. Seinem
Wesen nach besteht das darzustellende Verfahren in folgendem: Es sel ange-
nommen, dal} in einem Punkt des Bereiches f[x,, v} = 0 ist. In diesem Falle
erzeugt man in T ein lineares oder ein Niherungspolynom zweiten Grades,
das sich f{x, v), sofern f(x,, v,) > 0 ist, von unten. sofern f(x,, y,) < 0 ist,
von oben nihert. Kurz gesagt: 4 wird so gewihlt, da8

A'Sg[f(xmyo)] = = (8)
wird.
Offenbar wird — wenn (8) erfiillt ist —, fiir simtliche Punkte von 7,
fiir die die Ungleichung f_(x,y) > 0, gilt, f(x,y) > 0. Analog: in sdmtlichen
Punkten von T, die die Ungleichung f.(x,y) < 0 erfiillen, ist f(x,y) < 0.



202 T. FARAGO

Die obenangezeigten Teilbereiche von T werden durch die Nullinien
der Niherungspolynome bestimmt. Die Untersuchung wird nun von einem
Punkt aus fortgefithrt, der in dem noch nicht untersuchten Teil von T liegt.

Niaher ausgefiihrt, spielt sich die Vorzeichenuntersuchung wie folgt ab.

Vorzeichenuntersuchung mittels linearer Ndherungspolynome

Zur Vorzeichenuntersuchung benutzt man das unter 3. gewonnene
lineare Nédherungspolvnom

f_.\(x: )) = (," — ,“n) Q.—\.l -+ (x — -\‘0) R.Ag - f(-\'U, ,“n) . (3)

wobel A4 auf Grund von (8). 4, urd A, auf Grund von (2) zu bestimmen sind.
Der Punkt (x,, v,) soll als einer der Spitzenpunkte von T betrachtet werden.

Wie zu sehen war. bezieht sich das Niherungspolvnom in diesem Fall
auf den ganzen Bereich T, es ist demnach auch zur Vorzeichenuntersuchung
fur den ganzen Bereich T geeignet. Die Gleichung der Nullinie von fa(x. )
lautet

(3 — xp) Qa, — (x — xy) Ry, + flx,. v) = 0.

Hieraus sei die explizite Gleichung der Nullinie (wenn Q. = 0ist)y = y(x).

Zwel Fille sind hier méglich: Entweder schneidet der Verlauf von
(%) keinen der geraden Abschnitte der Grenzen des Bereiches T, in diesem
Falle ist das Vorzeichen von f(x,y) im ganzen Bereich T dem Vorzeichen
von f(xy. y,) gleich, oder die Nullinie des Niherungspolynoms schneidet
die Grenzlinien von T und teilt den Bereich damit in zwei Teilbereiche, offen-
bar stimmt in jenem Teilbereich, in dem der Punkt (x,. y,) liegt, das Vor-
zeichen von f(x,y) mit jenem von f(x,.y,) tiberein, und die Untersuchurg
ist blof im anderen Teilbereich weiterzufithren. Als Ausgangspunkt hierzu
kann der Schnittpunkt der obigen Nullinien mit einer der Grenzlinien von
T dienen. Ist dieser Punkt eine der Spitzen von T, stimmt der weitere Vor-
gang mit dem obigen iiberein. Ist er keine Spitze, so wird T. wie zu sehen
war, von der durch den Schnittpunkt verlaufenden, zu den benachbarten
Grenzlinien parallelen Geraden in zwei Teilbereiche geteilt, und die Vor-
zeichenuntersuchung ist fir beide Teilbereiche durchzufithren, wobei man
zwei neue Nullinien erhilt. (ZweckmiiBig wird man die Schritte der Unter-
suchung graphisch festhalten, in T die Nullinien der annihernden Polynome
einzeichnen und in die bereits untersuchten Teilbereiche das dazugehorige
Vorzeichen eintragen.)

Setzt man die Untersuchung lings der in Rede stehenden Grenzlirie
weiter fort, ergeben sich wieder zwei mégliche Fille. Entweder schneidet
die nach einer endlichen Zahl von Schritten sich ergebende Nullinie des
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Ngherungspolynoms die obige Grenzlinie nicht (zumindest nicht innerhalb
von T); in diesem Fall besitzt f(x, y) auf dieser Grenzlinie keine Nullstelle.
Hiufen sich dagegen die Schnittpunkte mit den Nullinien in einem Punkt
des abgrenzenden Geradenabschnitts, ist dieser Punkt die Nullstelle von
f(x, %), denn jede entgegengesetzte Annahme fiithrt zu Wiederspriichen. In
diesem Falle wihlt man in beliebiger Umgebung der Nullstelle einen auf der
Grenzlinie liegenden Punkt, von dem aus die Untersuchung weitergefiihrt
wird. Da f(x,») auf dem gegebenen Grenzabschnitt eine endliche Zahl von
Nullstellen besitzen kann (es sei denn, daf3 der betreffende Abschnitt gerade
die Nullinie von f(x,v) wire, was jedoch der Ausgangsannahme wider-
spriache), so konnen die auf dem fraglichen Grenzabschnitt liegenden Null-
stellen (riéhtiger: nullverdichtigen Stellen) mit beliebig kurzen Abschnitten
umgeben werden.

Wurde die ohige Untersuchung an allen Grenzlinien von T vorgenom-
men und hleiben noch Teilbereiche von T nicht untersucht, kann die Unter-
suchung z. B. von einem der Schnittpunkte der den nichtuntersuchten Teil-
bereich abgrenzenden Nullinien ausgehen. Wie gezeigt, sind diesfalls vier
Teilbereiche zu heriicksichtigen, und falls sich in jedem ein noch nicht unter-
suchter Teil findet, ist fiir jeden derselben das entsprechende Naherungs-
polynom, bzw. sind seine Nullivien zu bestimmen. Die Vorzeichenunter-
suchung ist darn dhnlich dem Gesagten fortzusetzen. Selbstverstandlich kon-
nen die Vorzeichen auch abweichend von dem heschriebenen Verfahren unter-
sucht werden. Wihli man z. B. als Ausgang den Mittelpunkt von T und
bestimmt man fiir jeden der vier Teilbereiche die Nullinien, kann die Unter-
suchung im n#chsten Schritt vom Mittelpunkt eines dieser Teilbereiche aus
weitergefithrt werden.

Aus den dargelegten Untersuchungen erhellt nach einer endlichen Zahl
von Schritten, dafi f(x, v) im gegebenen Bercich keine Nullinie aufweist,
dafl also ihr Vorzeichen in jedem Punkt mit jenem des Ausgangspunktes
iibereinstimmt; zumindest aber 148t sich eine beliebige Verkleinerung des
noch nicht untersuchten Teiles des Bereiches T erreichen. Findet sich in der
Nihe der nichtuntersuchten Teile ein Zeichenwechsel, enthilt der betreffende
Teilbereich mindestens eine Nullinie von f(x, v). Findet dagegen kein Zeichen-
wechsel statt, fithren weitere Schritte auf diesem Gebiet zum Erfolg.

Die Konvergenz des obigen Verfahrens ldfit sich steigern, indem man
z. B. das lineare Niherungspolynom auf der Grundlage von (7) im zweiten
Schritt in folgender Form aufschreibt:

Jalxv. y) = [¥ — ¥0(®)]Qa; + (x — x)Ra, + flx yo(x,)] -

wobei ¥ (x) die Nullinie des vorherigen Niherungspolynoms ist. Zu A4, Qa,
und R,, siehe die vorangegangene Bemerkung.
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Vorzeichenuntersuchung mit Hilfe von Néherungspolynomen sweiten Grades

Werden die entsprechenden Bedingungen, und so selbstverstindlich
auch (8) erfiillt, liefern (4), (5) und (6) die Ndherungspolynome zweiten Grades.
Besonders vorteilhaft ist die Vorzeichenuntersuchung mit Niherungspoly-
nomen 2. Grades, wenn f(x, v) in zwei benachbarten Spitzen von T die gleichen
Vorzeichen hat. Die Nullinien der Niherungspolynome sind Kegelschnitte,
so daB sie sich der allfilligen Nullinie von f(x, y) rascher und besser annihern.
Dem Wesen nach geht die Untersuchung cbenso vor sich wie mit linearen
Funktionen. Beide Verfahren kénnen auch gemischt werden, indem etwa,
wenn es die Struktur von f(x, y) zuldBt, der erste Schritt in allen vier Spitzen
mit Niherungspolynomen 2. Grades unternommen wird, und die weiteren
Schritte in den restlichen Teilbereichen mit linearen Polynomen folgen.

Verwendet man (4) als Niherungspolynom, kann die Konvergenz auf
der Grundlage von (7) auch hier gesteigert werden.

Ist das Vorzeichen des Polynems f(x, v) nicht im I. Quadranten zu unter-
suchen, sind die an Abschn. II. gekniipften Bemerkungen richtungweisend.

Bemerkung zur Vorzeichenuntersuchung. Die Vorzeichenuntersuchung
vereinfacht sich, wenn man in ihr die Derivate von f(x, y) bzw. deren Schranken
verwendet.

Nach dem Mittelwertsatz von Lagrange erhilt man ndmlich

) — flxge o) = flx, y) — fla, yo) + fla. o) — flxg. yo) =
= (y — yn)f)"(xe n) + (v — %) fu(& vy

wo =y, + Py —y f=x,+(x—x), 0<F <1, Q<H, <1
Wenn also (x4, ¥,) ein Punkt von T ist, hat man folgendes Polynom:

falx. ¥) = — yo)f:\:Al (%, ¥) + (x — xy) f.\ng(xe ¥) + flx o) -

wo A, 4, und 4, auf der Grundlage von (8) bzw. (2) zu bestimmen sind.
Bestimmt man weiters die Niherungspolynome nullten Grades, d. h. die
Schranken der einzelnen Derivate im Bereich T, ergibt sich das lineare Nihe-
rungspolynom

fA(x? y) = <:y - .}0) F_('Al —1— (x - x()) FJICAg +f(x0-: y()) .

Dies hat den Vorteil, mit der Bestimmung der vier Schranken die Unter-
suchung von jedem beliebigen Punkt aus beginnen zu kénnen. Auch ist es
nicht erforderlich, zu jedem Ausgangspunkt die Polynome ¢(x, y) und r(x)
zu bestimmen.
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IV. Polynome mit n Verinderlichen

Was iiber die Schranken bzw. iiber das Vorzeichen der Polynome mit
zwei Verdnderlichen gesagt wurde, kann auf Polynome mit n Verdnderlichen
leicht iibertragen werden. Nach obigem konnen die Polynome mit n Variablen
wie folgt definiert werden:

Es seien x, X5,... X;, n unabhéngige reelle Variable, das Polynom
hierzu:

Sl 2o oy) = Salt ™V
i=o

wo a7V nicht von x, abhéngig ist,

n-1) __ w n—2) k
ax == E;, 23 Xn_1:

o

wo ag”® nicht von x, und x,_; abhingt u.s.f. Essei T: 0 < ap < x < by,
E=1,2....n und Py(x; %s5.... Xy ein Punkt von T. Das Polynom 148t
sich wie folgt aufschreiben:

n
Flxg Xouo oo xn) = (x5 — Xpeo) el Xo0 v oo 25) = f(%900 Xags e+ - Xng) -
=1

Die Niherungspolynome sind:
n
falay, oo xn) = > (6 — xpp) Qrea (X Xose oo xg) = fl%000 - Xng) -
F=1
Ay ist wie folgt zu wihlen:

Apa Sglxe — xpg) = A

Die Bestimmung von gp4, kann nach dem in Abschn. II. Gesagten
erfolgen. A4 ist so zu wihlen, daf} sich

A - Sglf(Py)] = —

ergibt (Abschn. IIT). Jede Bereichsschranken- bzw. Vorzeichenuntersuchung
14Bt sich auch hier auf die Untersuchung im ersten 1/,” Raumteil zuriickfiihren.

Zusammenfassung

Die Ausfithrungen im I. Teil gelten ihrem Wesen nach der Bestimmung der Halb-
messer von Kreisen, deren Mittelpunkte auf der gegebenen Kurve liegen, wobei sich im Inneren
der Kreise kein Nullpunkt des Polynoms befindet.

Die Mittelpunkte laufen die Kurve entlang, ausgenommen eine hochstens endliche
Zahl von Bogenstiicken, die sich in Kreise von beliebig kleinem Halbmesser fassen lassen.
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Der II. Teil behandelt die Erzeugung von Flidchen, die eine durch die Gleichung
z = f(x,y) beschriebene Fliche — geometrisch gesprochen — von unten bzw. von oben
approximieren und so einfach konstruiert sind, dal} ihre im Bereich liegenden Extremwerte
auf elementarem Weg bestimmbar sind. Diese Extremwerte liefern die gesuchten Schranken.

Im III. Teil bestimmt der Verfasser anhand der im II. Teil beschriebenen N#herungs-
polynome in der Umgebung jenes Bereichspunktes. in dem f(x.y)=~0 ist. einen solchen
Teil des gegebenen Bereichs. in dem f(x, y) zeichenkestindig bleibt. Das Verfahren wird in
einem am Umfang des obigen Teilbereiches gewithlten Punkt wiederholt. Die Untersuchung
kann fortgesetzt werden, solange die allfilligen Nullinien von f(x. y) nicht von Teilbereichen
beliebig kleiner Fliche umgrenzt sind.

Teil IV. erdrtert ganz kurz die Anwendbarkeit der Ausfilhrungen unter II. und IIL
auf Polynome mit n Veridnderlichen.
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