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Введение 

в настоящее вре?llЯ литература по расчету импульсных систе.м весЫ\ш 

широкая. По этой Te"le сейчас уже опубликовано несколько сот статей и 
книг. l{ сожалению в этой области еще не сложились единые ыетоды расчета 

и единая теР?l!ИНОЛОГИЯ. Различия Иi\lеются i\lежду РУССЮli\lИ, английскими, 

французсюши, не1\IеЦКИi\lИ и др. публикаЦИЯ1\lИ. Настоящая статья ставит 

цель облегчить ориентировку в области литературы по и.\шульсным систе .. 
.\!а.\l и дать, по ВОЗ.\lOжности, общее обозрение различных расчетных методов. 

В статье представлены различные преобразования: дискретное преобразо

вание Лапласа, z-преобразование, '-преобразование и Е-преобразование; 

сравнение различных преобразований; таблицы основных теореы различных 

преобразований: и, наконец, таблица ВОЗ:\lO}кности перехода с одного расчет

ного .метода на другой. 

Понятие импульсной системы 

И:\1пу.1ЬСНЫ.\Ш систe:vlЮШ реГУ_lирования (Sampled Data COlltrol Sys
tems, Abtastsysteme, Systemes ЕсhаlltillОllШ~S) называются за1\lКнутые ил!! 
раЗО.\lкнутые систе?llЫ, в которых входной сигнал действует на дробь 7: пери

ода Т под ВЛ!!ЯН!lе1\l юшульсного YCTpoikTBa; таюl.\l образо.\! на вхо,.], систе.\IЫ 
влияет входной СJlгнал только в течение ПРО.\lежутка вре1\!СШI т. Расчеты 

л!огут производиться при постоянно.\! значении 7: [7], [8] !! пр!! предеЛЬНО.\l 
переходе 7: -7 О [1], [3]. 

Решетчатые ФУНlщии 

Расчеты непрерывных систе1\l .\lO}кно выполнить легче при помощи 

обычного преобразования Лапласа. Однако, в дискретных системах нахо

дятся и непрерывные, и решетчатые функции. 

Пусть задана некоторая непрерывная функция j(t). Для того, чтобы 
получить решетчатую функцию, областью существования которой являются 

только дискретные "lOыенты вре.\!ени О, Т, 2Т, . .. ; .целесообраЗНЫ1\! оказы-
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вается введение, в качестве новой безраЗ1l1ерной незаВИСИ1l10Й пере1l1енной, 

l = tjT. Так f(t) = f(Tt). Если ординаты непрерывной функции существуют 
только в дискретные 1I10менты вре1l1ени t = nТ (n О, 1,2, ... ;), то получается 
решетчатая Функция из непрерывной Функции. Итак, решетчатой функцией, 

возникшей из функции j(t), является: 

f(t) I = f(тt)/_ nТ = ЛnТ) = Л n]. (1) 
!t=nT It=y 

Дискретное преобразование Лапласа [1], [9] 

(кратко: D-преобразование; метод Цыпки на) 

Дискретное преобразование Лапласа является функциональным пре

образованием решетчатых функций Л n] И определяется соотношением 

= 

F*(q) =: ~ гqn ·лn]. (2) 
n=о 

Здесь q = а + jш - комплексное число, называеl\юе парамеТрОЛ1 пре

образования. По аналогии с оБЫЧНЫЛ1 преобразование1l1 Лапласа функцию 

Лn] назовем оригинаЛО1l1, а функцию F*(q) - изображение1l1 его. Соответ

ствие между оригинаЛО1l1 и изображениеЛl решетчатых функций люжно 

записать условно в виде 

F* (q) = D (лn]}. (3) 

Соотношение (2) определяет бесконечный ряд. Для того, чтобы ряд (2) 
сходился, ну:жно найти абсциссу сходи:\lОСТИ: ReCj = ас < =. Тогда ряд (2) 
будет сходиться пр!! всех значениях q, удовлетворяющих условие Req = 

= а < ас. 

Дискретное преобразование ЛаП~lаса позволяет решать разностные 

уравнения, сохраняя при это'" те же удобства, которые И2\1еют обычное пре

образование Лапласа при решении дифференциальных уравнений. Объя

снения определения разностных уравнений, описывающих процессы в Юl

пульсных систе2\1аХ регулирования, подробно описываются в литературе 

по те2\lе [1], [9]. 
Сущность решения разностных уравнений состоит в следующеЛl. При

меняя дискретное преобразование Лапласа к линеЙНОЛlУ разностному урав

нешло с ПОСТОЯННЬ!ilШ коэффициента2\Ш на основании теоре2\l линейности, 

сдвига или изображения разностей, ПОЛУЧЮl алгебраическое уравнение от

носительно изображения, которое содержит в себе уже все граничные усло

ВИЯ. 
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Следующий этап состоит в нахождении оригинала по полученному 

изображению. В простейших случаях это можно сделать на основе имею

щихся уже соответствий между оригиналами и изображениями. Когда такая 

ВОЗ1l10ЖНОСТЬ отсутствует, следует воспользоваться результатами общего 

метода определения оригинала по изображению, идея которого состоит в 

следующем. 

Пусть задано следующее разностное уравнение, k-ro порядка: 

аоу [п] + a1y [п + 1] + ... + aky[n + k] =f[n] (4) 

с граничными условиями 

(5) 

Подвергнем уравнение (4) дискретному преобразованию Лапласа на 
основе теоремы сдвига: 

...... + 
I kq • ,ake )k-l' 

Здесь 
D {У [п]} = У* (q) и D {лп]} = F* (q). 

ВведеЛl обозначение: 

где 

и 

1* 

Тогда изображение Y*(q) люжно представить в виде 

у* (q) = ~: ~:~ k А. eiq F* (q) 
--L "" _-_1 _ _ + 
I t?l G* (q) - G* (q) 

Е* (q) 

G* (q) 

(6) 

(7) 

(8) 
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Дальнейшая задача состоит в определении оригинала (решетчатой 

функции) по найденному изображению. Общая фОР:\lула имеет вид: 

c.;.j~ 

f[n] = _1_. J F* (q) eq'!dq. 
271] 

c-j~ 

(9) 

Вычисление соотношения (9) в такой фОРЛlе трудно, ПОЭТОЛ1У введеЛl 

формулы разложения. 

Предположим, что изображение Y*(q) Лl0жет быть приведено к фОР1l1е 

У* ( ) = Н* (q) 
q G* (q) 

(10) 

где 

G* (q) = ао + а1 eq 
ake

kq 

H*(q)=bo+b1eq + '" +bkek
•
q 

(11) 

- многочлены по eq
, приче,\l степень k' не превышает степены k:k' < k. 

Пусть в call\O,\l обще"'l Сlучае будут полюсы Y*(q):ql; q~; . .. ; qs' (они 
одновременно являются корня;vш уравнения G*(q) =: О). 

Положим, что Юlеются кратные полюсы 

q~ кратности r ~ 

qs кратности г, 

тогда 

(12) 

где 

(13) 

А если Y*(q) И.\lеет только простые корни qv' ОТ,lичные от нуля (т. е. 

s = k; т = 1; ({ = О), тогда из (13): 

и из (12): 

Н* (qvJ 

eQ
" а* (q,,) 

а' () d J G'" ( )1 здесь: q, = (. q ,q~qv 
deQ 

k Н* (qv) 
у[n] =.2 е"'. 

,'~l eq
" а* (q,,) 

(14) 

(15) 
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'-преобразование (метод Tschauner) [2] 

Изображение F(O определяется тоже бесконечны;н степенны1\1 рядом: 

F (;) = ~ Лn] (1 + ;)-11 = 2 {Лn]} , (16) 
11=0 

I;:I,e Лn] решетчатая функция, ;-ко:.шлеКСНЫ!I паРЮlетр преобразования. 

Метод вычисления выходного сигнала подобен описаННОl\1У выше дис

кретному преобразованию Лапласа. Деi1ствнтельны и теоремы, только сле-

;:I,yeT брать eq на 1 ;. 

z-преобразование (метод Ragazzini, Zadeh) [3], [4], [5], [6] 

Математическое описание этого .четода отличается от предыдущих. 

Пусть БУ;:I,ет функция: f(t) квантируе7llaЯ непрерывная функция. 

Пусть за;:I,ан бесконечный РЯ;:I, е;:I,ИНИЧНЫХ ЮШУ.ilьсов: 

= 

i* (t) = :>-. д (t - nТ) , -11=0 
(17) 

f;:I,e b(t) - функция единичного импульса, так называе7llaЯ дельта-функция 

Дирака; T-перио;:I, квантования. 

С ПО7l1ОЩЬЮ этого ряда И2Ушульсов 2УlОжно пре;:I,ставить квантирован

ную функцию в ВИ;:I,е: 

(17): 

f* (t) = f( t) . i * (t). 

Подвергне:\l уравнение (18) оБЫЧНО7l1У преобразованию Лапласа: 

F* (s) = q {f(t) i* (t)} = F (s) '" 1* (s) = 

1 C

J
7!= 

=-. F(p)I*(s-p)dp. 
271:) 

c-j= 

(18) 

(19) 

Здесь 7IIbI пользовались теореАlОЙ свертки. На основании уравнения 

1*(s) =Я{i* (t)} = j:: e-l1sТ = 1 . 
. ;;::'0 1 - e-sТ 

(20) 

ИЗ уравнений (17), (20): 

C7j= 

F*(s) = _1_. J F (р) 1 ар 
9 1 _ e-(S-р)Т ' 
-..JТ] . 

(21) 

C-J= 
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где изображение Р(р) обозначает преобразование Лапласа непрерывной 

функции f(t). 
Уравнение (21) можно вычислить при помощи теоремы о вычетах. 

Если полюсы простые: 

Здесь Р обозначает число полюсов Р(р). 

Если 

F (р) = ~(p) 
~(p) 

и p~ (р) = арр (р) 
ар 

(22) 

(23) 

и Рm обозначает m-ЫЙ простой полюс функции Р(р), (т. е. обозначает m-ЫЙ 

простой корень уравнения Р(р) = О). 

Если подставить в соотношение (22) z = eST
; получается z-преобразо

вание квантированной функции f*(t): 

F(z) = F*(z) = F*(s)1 . (24) 
Iz=e·T 

z-преобразование l\\ОЖНО представить также в следующем виде: 

= 
F(z) = ~ ЛnТ) z-n. (25) 

п=О 

Расчет в дальнейшем подобен расчетам D-преобразования. Таким же 

образом после определения z-преобразования выходного сигнала обратным 

преобразованием определяются ординаты выходного сигнала в моменты 

квантования. 

Здесь общая формула обратного преобразования: 

1 . 
ЛnТ) =-. Ф F(z) zn-1dz, 

27С] • 
Г 

где кривая Г ОКрУ'!Кает все полюсы функции F(z). 

(26) 

Если система устойчива, полюсы раЗ;\1ещаются внутри круга с единич

ным радиусом. 

Обратное преобразование i\lOЖНО осуществить при ПОi\10ЩИ таблиц, 

включающих в себе изображения. I-(po"le того, обратное преобразование 

можно выполнить с помощью разложения функции F(z) по степеням z-n 
(ряд Лорана): 

= 

F(z) = ~ f(nT)z-П = ЛОТ) z-o f(lT) Z-l f(2T) z-2 +. . . . (27) 
п=О 
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В этом случае коэффициенты членов z -n дают ординаты квантирован

ной Функции f*(t), в дискретные l\Юl\1енты времени t = nТ (n = О, 1, 2, ... ). 

Е-преобразование или Z-преобразование (метод Kaufmann и Nasliu) [7], [8] 

Это преобразование по принципу расчетного метода подобно преды

дущему, т. е. Z-преобразованию. Между ними имеются следующие различия. 

Преобразование Лапласа квантированной функции здесь представ

лено в виде 

где 

и 

F*(s) = Т ~ f(nТ)гSnТ . 
n=О 

Итак, здесь квантированная функция будет: 

f*(t) = f(t) U*(t) , 

= 

U*(t) = .:Е (\ (t - nТ) 
n=l 

о если t < О 
b1(t) = 1 " O<t<T 

О 
" Т < t. 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

Предполагается, что период квантования Т ~ Т (Т обозначает ширину им

пульсов), и поэтому в течении времени Т ординату непрерывной функции 

f(t) можно принимать постоянной, во вре,'lЯ влияния ll-ГО импульса которая 
равна постоянной ординате f(nT). 

Изображение Е-, или Z-преобразования Шrlеет теперь следующий вид: 

F(E) = F(z)1 __ = F*(s): . = 
:E=L :Е=е-I*Т 

= = 

= т ~ ЛnТ) Еn = т.:Е f(nT)Zn. 
(32) 

n=О n=О 

Различия И?llеются и l\lежду Е- и Z-преобразованиями, но они состоят 

только в том, что по методу Naslin (Е-преобразование) Е обозначает оператор 
перемещения, определяе:'I1ЫЙ уравнением 

Е . f( t) = f (t - Т) , (33) 

а в методе Каufшаnn (Z-преобразование) Z обозначает комплексную пере
менную. Все-таки конечные результаты обоих преобразований (Z и Е) 

одинаковые. 



Таблица различных ИЗОбращений неl(ОТОРЫХ ФУIIIЩИЙ 

В этоii таuЛIЩС Ш<JIЮЧСIIЫ IIзобраЖСIIИН ОСIIОШIЫХ фушщиii. В таuЛIЩС прсдставлсны !I !IзобраЖСШIЯ, lJOЛУ'IСIШЫС по обычному 
нрсобраэоваlI!IIO Лапласа. Цсл[,!о таблицы является ПРСl\стаВЛСНIIС и сраlJIIСIШС раЗJ!!I'ШЫХ раСЧСТIIЫХ МСТОДОВ 
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Таблица основных уравнений по разным преобразованиям 

След.ующая таблица включает в себе основные уравнения различных 

преобразований, в частности фОР:'1УЛЫ определения изображения по зад.ан

НО:'1У оригиналу и основные фОР1\1УЛЫ обратного преобразования. В таблице 

на О;::l:НО1\1 и ТО1\1 же месте находятся формулы преобразований Е и Z по при
чине их точной аналогии в результатах. В таблице различные изображения 

обозначены со значкюш, которые указывают на автора, а именно D-преоб

разование со знаЧКО:'l «Z}) (Zypkin); z-преобразование со ЗI1аЧКЮl «RI) (Ragaz
zini) ; ~-преобразование со знаЧКО:'l «Т}) (Tschauner); Е-преобразование со 
знаЧКО1\1 «NI) (Naslin). 

D-преоuразоваНl!С 

z-прсоuразование 

~ -преоuразоваНlIе 

Формула 
преобразования 

= 

FR(z) = 1: f(nT) z-n 
n~o 

FT(O = 1: лn] (1+~)-n 
Тl=O 

Фор"ула обратного 
преобразоваН!lЯ 

\:+j:r 

лn] = -21 . r Fi(q) dq 
7r) ~ 

c-j:t 

1 1: 
f*(t) = -2 . ':}) FR(z) а:: 

:r] .1 

------ ------- -------------1-------------------

Е-преоuразован!re 
= 

FN(E) =т 1: f(nT) вп 
Тl=o 

f*(t)= 1 Р F N (Е) Е-n-l аЕ 

Таблица возможности перехода одного расчетного hlетода 1{ другому 

Всегда л!Ожно легко перейти от одного расчетного Лlето;:щ к другол!у простой зал!е
ной ИЛИ простьщ преобразоваНlIСЛl. В следующей таб~l!ЩС даны зю!ены 11 преобразоваНl!Я, 
необходш!Ые при перел!ене. 

Изображения 

i 
! 

по различным Fz(q) Fл(z) Fr(;) Fs(E) 
;\\етода."\ 

-

F;(q) ) q= InE 
- q lnz q ln (1 ~:) 

у.\IНОЖСННС на т 

1 
FR(Z) = = eq -) 1 ' ;- ==Е - z= !-::О 

_i 
-

УЛ!НОЖСЮIС на т 

i 
,"~ _1 __ 1 

FT(~) ~ " ) eq 1 ,-- 1 - " - Е 

--
у.\1НОЖСНIIС на т 

E=_l_ 1 
FN(E) 

Е =e-q E=l+~ ) 
;(СЛСЮIС на т ДС.1СЮIС на т ДС.1СЮ!С на т --
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Резюме 

в статье представлены различные преобразования, при;\\еняе~\ые в области теории 
11.\\ПУЛЬСНЫХ систем регулирования: D-преобразование (метод ЦЫПЮlНа), z-преобразо
ванне (~\eTOД Ragazzini и Zadeh), Z-преобразование (.\\етод Kaufmann), Е-преобразова
ние (,\\етод NasIin), ~-преобразование (~\eTOД Tschauner). В таблице сулшированы основ
ные уравнения различных преобразований, в частности формулы определения изобра
жения по заданному оригиналу 11 основные формулы обратного преобразования. В таб
лицу включены также изображения основных функций, по различньш методам. Наконец, 
статья показывает, каюш образом можно перейти от одного расчетного метода к дру
гому. 
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