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n
Es sei f(x) = Y a; x*, wo die Koeffizienten ag (=0,1,2...n) reell

k=0
sind, n = 2, a, = 0. Das Aufsuchen der reellen Wurzeln der Gleichung f(x) = 0
kann auf die Untersuchung des Vorzeichens von f(x) in einem gegebenen
Intervall zuriickgefiihrt werden. Die Untersuchung wird stets an der positiven
z-Achse durchgefithrt. Da es bekanntlich bei Polynomen stets einen Wert
M gibt, bei dem f(x) - f(M) > 0, falls x = M, geniigt es, die Untersuchung
des Vorzeichens im Intervall [0, M} durchzufiithren. Die Untersuchung des
Vorzeichens von f(x) fiir negative Werte x 146t sich auf die Untersuchung des
Vorzeichens der Funktion g(x) = f(—x) bei positiven Werten von x zuriick-

fithren.

Untersuchung des Vorzeichens
von f(x) in einem gegebenen Intervall 0 < a < x <L b.
Annpiherung von links

(Bei der Anndherung von links wird die Untersuchung des Yorzeichens
bzw. die Bestimmung der evtl. reellen Nullstellen durch eine Folge steigender
Werte von x durchgefiihrt.)

Es sei

0<aa, < x<b.

A

Bekanntlich ist
J(x) = (xz — ay) q(x) + flay),

wo g(x) ein Polynom n — 1-ten Grades von x ist. Wenn

flag) # 0. ist f(x) - flag) > 0

fiir alle Werte von x, die die Ungleichung ¢(x) - f(a,) = 0 erfiillen, d. h. die
Untersuchung des Vorzeichens braucht in dem gegebenen Intervall nur
fiir solche Werte von x durchgefithrt zu werden, die die Ungleichung

g{=x) - f(ay) < 0 erfiillen.
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Es seten q; (x) bzw. g, (x) im gegebenen Intervall ay < x < b die so-
genannten, die Funktion g(x) von unten bzw. von oben anniihernden stetigen
Funktionen, der Einfachheit halber deren annihernde Polynome, fiir die im
gegebenen Intervalil folgende Ungleichungen erfiillt sind:

2 (%) < g(x)
gs (%) = ql=) -

Mit deren Hilfe konnen auch fiir f(x) die von unten bzw. von oben an-
nihernden Funktionen f; (x) und f; (x) folgendermallen dargestellt werden:

fi(x) = (x — ag) - ¢ () + flay) ,
Js (%) = (x — ag) * g5 (x) + fla,) .

Offenbar ist f(x) > 0. wenn fi(x) > 0, baw. f(x) < 0, wenn fi(x) < 0 ist.

Lineare Anniherung von links

Am einfachsten ist jemer Fall, bei dem zu g¢(x) im gegebenen Intervall
a, < x < b eine untere und eine obere numerische Schranke bestimmt wird.
Es seien diese durch ¢; und ¢ bezeichnet.

Mit ihnen ergeben sich folgende lineare ann#dhernde Polynome:

fi () = (x — ag) * g0 -+ fla,) ,
fS (x) - (.‘L‘ - (10) ‘o - f(an) .
la. Falls fla;) > 0, qio = 0, so ist

fi{x) > 0, also f(x) > 0, wenn a, < x = b.

1b. Falls f(ay) > 0, g0 < 0, so ist f; (x) > 0, wenn

Offenbar ist e, > a,, darum f(x) >0, falls ¢, < x < min (g, , b).
Wenn a, > &, ist die Untersuchung im gegebenen Intervall mit der Bestim-
mung des Zahlenwertes von f(b) beendet. Wenn a; < b, wird die Untersuchung
im Intervall a; < x < b weitergefithrt. Wenn f(a,) = 0, kann bei der weiteren
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Untersuchung eine beliebige Zahl 4] aus der rechtsseitigen Umgebung von a,
als untere Grenze des Intervalls gew#hlt werden.

Ist f(a,) > 0, so wird die vorige Untersuchung mit einem dem geédnderten
Intervall zugehsrigen Wert ¢, wiederholt. Offenbar geht die Rolle von a, auf
a, iiber. Ist nach n Schritten a, > b, dann ist im gegebenen Intervall f(x) > 0.
Im entgegengesetzten Fall hat f(x) im gegebenen Intervall eine Nullstelle, die
durch die Zahlenfolge a,, a, ... mit beliebiger Genauigkeit angenihert wird.
{a,, a,, ... ist eine monotone, anwachsende, von oben beschrinkte Zahlen-
folge, sie hat somit einen Grenzwert £, und offenbar ist f(5) = 0, da eine ent-
gegengesetzte Annahme zu Widerspriichen fiihrt.)

2a. Ist fla,) < 0, g50 =< 0, st fx) < 0, falls ) <Tx < b.
2b. Ist fla,) < 0, g > 0, ist f (x) < 0, falls

flay)

x < @y — “——— =qa,,

QSO

Offenbar ist a; > a;, und somit f(x) < 0 wenn a, < x < min (g, , b).
Die weiteren Bemerkungen sind den Bemerkungen zu 1b gleich, blo8
die Richtungen der Ungleichungen sind umgekehrt, bzw. statt g ist g5 zu
verstehen. Im folgenden sollen deshalb eben ¢;, bzw. gy bestimmt werden.

Ein Verfahren zur Bestimmung approximierender Polynome von g(x)

Die Verallgemeinerung des Hornmerschen Schemas

Ti

1

a; x° ., wo die Koeffizienten g, reell sind,
0

lI[nT::O-; mg?—. Oga{:xéb.

Es sei ¢g(x) =
k

I b

Ein anndherndes »Polynom« 0-ten Grades, d. h. eine untere und eine
obere Schranke kann gewonnen werden, indem z. B. in die Glieder des Poly-
noms ¢(x) mit positiven Koeffizienten die untere, in die Glieder mit negativen
Koeffizienten die obere Grenze des Intervalls eingesetzt wird. Auf diese Weise
erhilt man eine untere Schranke von ¢(x) im gegebenen Intervall und im glei-
chen Verfahren durch Vertauschung der Grenzen des Intervalls auch eine
obere Schranke.

Im folgenden wird ein ebenfalls einfaches Verfahren vorgeschlagen, das
aber im allgemeinen eine »bessere« untere bzw. obere Schranke liefert. Man
konstruiere z. B. zu ¢(x) ein im gegebenen Intervall von unten anniherndes
Polynom m — 1-ten Grades.
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. . m o~ - —
Esseia, > 0,dannista, x" 2> ap - a - 571, also g(x) = am * a =" T
m—2
: R roT ko__ -
-+ A1 X 4 X g xt = q; (x).
k=0

Wenn a, < 0, ist

mn n—1
an X" = an b - 277, und

e 2
q(x) = (amb— am_1)x™ ! +;E a, X = q; (x) .

Ahnlich kann zum annihernden Polynom m — 1-ten Grades in vorstehendem
Sinne ein von unten anndherndes Polynom m — 2-ten Grades komstruiert
werden. Durch Fortsetzung des Verfahrens 148t sich eine Anndherung 0O-ten
Grades, d. h. eine untere Schranke gewinnen. Diese Art der Konstruktion von
unten anndhernder Polvnome kann folgendermafBlen formuliert werden: Der
Koeffizient des Gliedes hiochsten Grades des Polvnoms wird, falls positiv, mit
der unteren, falls negativ, mit der oberen Grenze des gegebenen Intervalls
multipliziert, und das Produkt Koeffizienten des gegebenen Polynomgliedes
ersiniedrigeren Grades addiert. Eine nach Addition positive Zahl wird mit der
untieren, eine negative mit der oberen Grenze des Intervalls multipliziert,
sodann das Produkt mit dem Koeffizienten des Gliedes zweitniedrigeren Gra-
des zusammengezogen usw. Auf diese Weise kann ein von unten anniherndes
Polynom beliebig kleineren Grades als das gegebene g¢{x) hergestellt werden.
Fiir von oben anndhernde Polynome ist das Verfahren #hnlich, nur ist die Rolle
der Grenzen zu vertauschen. Das Verfahren kann dem Hornerschen Schema
dhnlich tabelliert werden, wie aus folgendem Beispiel hervorgeht.

Es sei g(x) = x* — 6% + 922 - 8x — 10, 4 <{x< 5. Auf die oben
beschriebene Weise sollen imm gegebenen Intervall von unten annihernde
Polynome konstruiert werden.

xt 2 4%, so mit g(x) = 44 — 6x% 4 9x% 4 8x — 10 = ¢ (%),

2x% > 1047, so mit ¢ (%) = —102% + 922 + 8x — 10 = ¢ (v) ,

—a® > —5x, so mit ¢; () = —5x 4+ 8x — 10 = ¢, (%),
3x > 12, so mit gy (x) = 12 — 10 = q; .
Nach ghnlichem Verfahren:

gss (%) = —x% -+ 9x% + 8x — 10, gy (1) = 5% + 8x — 10,

gs1 (2) == 33x — 10, g4 = 155.
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Dies 148t sich folgendermaflen tabellieren:

1 —6 9 8 —10
[4: 57; 0 1 ~10 —3 iz
I —3 1 3 3

0 5 -4 25 165

[4; 5], 1 —1 3 33 155
0 4 — 8 4 48

[4; 4] -1 =32 i 12 38

Wie ersichtlich, ergibt sich als Ann#éherung O-ten Grades, falls die beiden
Grenzen zusammenfallen, eben der Substitutionswert. Somit kann das vor-
stehende Verfahren als eine Verallgemeinerung des Hornerschen Schemas

betrachtet werden.

Ein Beispiel fiir die lineare Anniherung von links

Es sei f(x) = «° — 6x* — 748 4- 602 — 2 + 10,

Man untersuche das Vorzeichen von f(x) entlang der positiven x-Achse.
Bekanntlich kdnnen die Koeffizienten des oben stehenden Polynoms g¢{x)

aus dem Hornerschen Schema abgelesen werden, z. B.:

1 -6 -1 60 —1 10
o 7 7 0 420 2933
[7: 71 I i 0 60 419 2043 = £(7)
0 5 -5 —60 0 =5
[5; 5] 1 =1 212 0 =i 5 = 1(5)
0 5 2 40 200
ql5; 51 1 1 8 10 199 = ¢(3)

Somit ist f(x) = (x — 7) - (¥ + x® + 60x - 419) - 2943, da q(x)
falls x > 0, und somit f(x) > 0, falls x > 7.

Ahnlich:

flx) = (x — 5) « (&* — «® —124% -—- 1) = 5, hier ist

g(x) = (v — 3) + (x* + 42> ++ 8x - 40) - 199, deshalb

flx) = (x — 52+ (x® 4 42 4 8x 4 40) -+ 199(x — 5) + 5, d. h.
flx) > 0, falls x = 5.

>0,

Die Untersuchung des Vorzeichens muf} also im Intervall [0; 5] durch-
gefithrt werden. Wir teilen dieses in Intervalle der Linge 1, und fithren die
eingehende Untersuchung des Vorzeichens in diesen Teilintervallen durch.

Sie 146t sich in folgende Tabelle zusammenfassen:
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16 —1 60 -1 10
o0 0 0 0 0
105 0] I =6 —1 60 1 110 = £(0)
0o 0 -6 —I3 0 S U
01, 1 =6 —i3 47 —1 = g n=0-=7>
0 1 — 5 —12 8 47
[1;1] TR —T 18 7 57
0 1 -8 —10 8
Q2 1 =4 =0 8 55
0 2 —8  —30 0 118
[2; 2] 14 15 30 59 1138
; 0 2 —6  —63 — 99 B 128,
q[2:3]; 1 —2 —21  —33 — 40 TR
0 3 —9 —18 36 105
[3; 3] 1 -3 —16 12 33 115
0 3 0 —64 —208 115
q[3:4;, 1 0 —16 —s52 [ —113 a =3 - 722 > 3.66
0 37 — 851 —37,387 90,6681  32,07197
[3.7:3,7] 1 —2,3 —1551 2,613 8.6681 1 42.07197
0 3.7 518 —37,32 —138.828 @ =372
q[3.7:4];, 1 1.4 — 9.33 —34,707 1-130.1399 SRR TN T
0 3 0 —59.2 174,64 115
q[3: 3.7}; é ;) :3;6 —_-égfl E—133.64 o a; =3+ 130,64 > 3.7
[4; 4] 1 =2 —15 0 — 1 16
0 4 8  —35 175 6
q4:3, 1 2 — 71  —35  [—176 4= 4§ e > 408
0 41 — 779 —60,639 — 26199 — 14,84159
[4,1:41] T —1,9 —1479 — 0639 — 3.6199 _— 4.84150
0 3 15,5 3.55 14,353 o484
q[41;5], 1T 3.1 071 2.911 1109351 =41+ 57 >
0 45 — 675 —61.875 — 84375 — 42,46875
[4.5:4,5] 1 —15 —138.75 — 1.875 — 9.4375 |— 32.46875
0 5 175 18,75 84,375 pg5 32468 o
q[4.5:5);, 1 35 375 16875 149375 VTR T938 7
0 4 § 9287 —117.67 ¢
q[4;4,1); 1 2 — 7 —38.7 _—118.67 = pyaen >1:.0505

Wird keine lineare Anniherung, sondern z. B. fiir g(x) im Intervall
{4;4,1] eine Anndherung ersten Grades verwendet, ist

g (x) = —28,7x — 1, und somit

fi(x) = (x — 4) (—28,7x — 1) + 6 > 0, falls x < 4,051L

Anniherung von rechts

Es sei 0<a<lx<b, <h.

I

flx) = (= — by) + g(x) + f(by) -
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Wenn f(by) = 0, ist f(x) f(b) > 0 fiir alle Werte von x, die die Ungleichung
f(b,) g(x) < 0 erfilllen. Auch hier kénnen die anndhernden Funktionen kon-

struiert werden:

Ji(x) = (x — by) g5 (%) + f(by) »
Js (%) = (v = bo) qi (%) + f(by) -

Wenn f(b,) > 0, ist f(x) > 0 fir alle x-Werte, die die Ungleichung
f(by) gs (x) < 0, und wenn f(by) < 0, ist f(x) < 0 fir alle x-Werte, die
flby) ¢; () < 0 erfiillen. Somit mufl das Vorzeichen von f(x) fiir die x-Werte
untersucht werden, die die Ungleichungen f{b,) ¢s (x) > 0 bzw. f(b,) ¢; (x) > 0
erfiillen.

Lineare Anniherung von rechts

Durch Anwendung der Ann#herungen 0-ten Grades von g(v):
fi (x) = ('t - bu) Iso 'IT'J{‘(bo)ﬂ
Js (%) = (x — by) 0 + flby) .

1. Es sei f(by) > 0, g50 > 0.

£ >0, falls x> b, — Oy
9s0

Offenbar ist b, < b, , somit

fx) >0, wenn max la, b < xLHh,.

AN

Wenn b, < a, ist die Untersuchung im gegebenen Intervall beendet,
Ist b, > a, muf} die Untersuchung im Intervall a < x ~ b, weitergefiihrt wer-
den. Falls f(b;) = 0, so kann ein aus einer beliebigen linksseitigen Umgebung
von b, genommenes bj als obere Grenze des zu untersuchenden Intervalls ge-
wihlt serden, und die Untersuchung wird im so erhaltenen Intervall durch-
gefithrt. Ist nach n Schritten b, < a. so ist f(x) f(by) > 0 im Intervall [a, b,].
Ist b, > a fiir jedes n, hat f(x) im Intervall eine Nullstelle, die durch dic
Zahlenfolge b, , b, . . .. mit belichiger Genauigkeit approximiert werden kanu.
[by, by, ...ist eine monoton abnehmende, von unten beschrénkte Zahlenfolge,
sie hat also einen Grenzwert & und offenbar ist f(&) = 0, da eine entgegen-
gesetzte Annahme zu Widerspriichen fiihrt.]

2. Es sei fib,) << 0, g, < 0,

fs(x) <0, falls x>bU——M:bl,
Qio

3 Periodica Polytechaica EL VIIj3
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Offenbar ist b, < b,, und somit
flx) < 0, falls max [a, b;] < x < b,

Die Bemerkungen zu 1 gelten sinngemil} auch hier,

Ein Beispiel fiir die lineare Anndherung von rechts

Es sei f(x) == &% — 62t — 7% 4 602® — x -L 10,

1 -6 —1 60 — 1 10

0 5 —35 —60 0 —5
[5; 5] T -1 —12 0 — 1 5

0 3 20 40 200 5
ql4;5, 1 4 8 40 199 by=5 — 55 < 49748

0 41 — 7.79 —60,639 — 2,6199 —14,84159
[41;41] T =19 —14,79 — 0,639 — 3,6199 [— 4.84159

0 4 8.4 —26,199 —110,0399 1.84159 .
q[4:4,1]; 1 2.1 — 6,39 —26,838 [—113.6598 h=4l- 1566 < 10574

Natiirlich lassen sich die heiderseitigen Anniherungen auch abwechselnd
anwenden, die Anndherung kann sich mithin durch Verengerung des Intervalls.
von beiden Seiten giinstiger gestalten.

Simultane Annidherung von zwei Seiten

Im folgenden wird das gegebene Polynom im gegebenen Intervall durch
Polvnome zweiten Grades angenihert, deren Kurven durch die beiden End-
punkte der Kurve des gegebenen Polynoms gehen. In besonderen Fallen kén-
neu mit Hilfe eines anndhernden Polynoms beide Grenzen des gegebenen Inter-
valls gleichzeitig gedndert werden, in anderen Fillen darf auch weiterhin von

links- bhzw, rechtsseitigen Anndherungen gesprochen werden.
n
ke .
Es sel f(x) = La, &7, wo die Koeffizienten a; (£ = 0, 1, .. n) reell sind,,.
k=0
2, a, 20, 0 a<C

x
Bekanntlich ist flx) = (x — a) g, (x) + fla), wenn g, (x) ein Polynom:
n — l-ten Grades von x bezeichnet. Ebenso ist

: < b.

=
Y

ga (%) = (x — b) - qap (x) + g, (b), somit
) = (¢ — @) - (5 — B)gas () + (5 — @) gu (B) + fla) bow.
fl) = (x = b) * (v — @) goa (x) + (x — b)gs (a) + f(b).
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Es leuchtet ohne weiteres ein, daf

J(0) — fla)

t) = () = T2 =L

Gab (X) == qpq ().

und #hnlich

Die von unten bzw. von oben annihernden Funktionen kiénnen im ge-
gebenen Intervall folgendermaflen aufgeschrieben werden:

fil®) =(x — @) » (x — b)qas (x) + (x — a)qa (b) + f(a)
o (@) = (x — @)+ (x — B)qani (%) + (x — @)qa (b) + f(a).

Bei Anwendung der Anndherungen von gg (x) O-ten Grades: gups0 bzw. guie
erhilt man folgende annidhernde Polynome zweiten Grades

fix)=(x — a) + (x — b)apso + (* — @) ga (b) + fla)
fi(x) = (x — a) * (x — b) qabio + (x — @)qs (b) + fla).

Im weiteren werden diese beiden Polynome zur Untersuchung des Vor-
zeichens von f(x) verwendet.
Angenommen, es ist f(a) - f(b) # 0.

1. Es sei f(a) > 0. f(b) > 0.

a) bei gupso < 0, ist f(x) > 0, wenn a < x < b.

3) bei gupsq > 0, die Gleichung f; (x) = 0 hat nicht zwei verschiedene
reelle Wurzeln, es ist also

f(x) > 0, falls @ <Z x =T b.

v) Qabsp > 0, Gleichung f; (x) = 0 hat zwei verschiedene reelle Wurzeln:
Xy, Xy, Xy > X, es ist also flx) >0, falls e <x < 2,=4¢,, und
blle< xgb.

2. Es sei fla) < 0, f(b) < 0.
a) ist qupig == 0, dann ist f(x) < 0, falls a < x << b.
2

3) bei guip < 0 hat Gleichung fs (x) =0 nicht zwei verschiedene
reelle Wurzeln, es ist mithin
flx) < 0, falls @ < x < b,

v) bel qaip < 0, hat Gleichung fi(x) = 0 zwei verschiedene reelle
Wurzeln: x,, 2, 2, > x,, es ist mithin
FAx) <0, falls ¢ Cx < x,=ga;, und b, =2 < v < b.
Wird die Bedingung y) erfiillt, mufl die Untersuchung sowchl

3
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im 1. als auch 2. Fall im Intervall [a, , b,] fortgesetzt werden. Sind
nach Schritten endlicher Zahl die Bedingungen a) und j) erfiillt,
ist die Untersuchung beendet, im entgegengesetzten Fall werden
die im Intervall [a, ] dem a bzw. dem b nichstliegenden Null-
stellen durch die Zahlenfolgen a,, a,, ... bzw. b,, b, ... mit be-
liebiger Genauigkeit angendhert.

3. Es sei f(a) - flb) < 0.

In diesem Fall konnen die den Grenzen des gegebenen Intervalls am
nichsten liegenden Nulistellen durch die mit Hilfe gq;; und ggs hergestellten
annihernden Funktionen f; (x) und fi(x) dhnlich wie bei den vorstehend bereits
besprochenen links- bzw. rechtsseitigen Anndherungen approximiert werden.

Beispiel:

1 —e6 - 17 60 -1 10
0 4 — 8 —60 0 — 4
[4; 4] 1 -2 —15 0 —1 16
0 5 15 0 0
q4[3: 5] 1 3 0 0 f—1
0 3 40 200
943 55 1 8 40 L200

" Nach vorstehendem ist

i

flay = (x —4) - (' — 225 — 1502 — 1) + 6 = (v — 4) - (x — 5) (x* - 322) -

4 (x—4) - —1 -4+ 6 und somit

(%) = 200(x — 4) » (x — 5) — (x — 4) - 6 = 2002% — 1801x -+ 4010,
woraus a; > 4.031, b, << 4,975.

Im folgenden wird die Anndherung im Intervall {4; 4,1] von links bzw.
vou rechts durchgefiihrt:

1 —6 —1 60 -1 10
0 ¢ =8 —60 0 )
[4; 4] T —2  —15 0 -1 6
0 41 8,61 —26,199 —107,4159
g4 411 T 21 — 6,39 —26,199 | —108.4159
0 41 2542 78,023
Qa1 1s T 62 19,03 51,820 =g,
‘ 0 4 24,4 72,04
T 6.1 18,01 45,841 = g,

q534,1i
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Demnach ist

fo(x) = 51,824(x — 4) - (x — 4,1) — 108,4159(x — 4) - 6,
6

fo(x) = 45,841(x — 4) - (x — 4,1) — 108,4159(x — 4) - 6 .

Vorausgesetzt, dafl die Funktion im gegebenen Intervall [4; 4,1] nur eine
Nullstelle £ hat, kann inan fiir £ mit Hilfe der Nullstelien der beiden vorstehen-
den annihernden Funktionen die Schranken

4,0541 < & < 4,054504
erhalten.

Bemerkung zur Herstellung annihernder Polynome

Im obigen wurde ein Verfahren zur Herstellung anndhernder Polynome
durch Verminderung der Exponenten beschrieben, das sich dhnlich dem Hor-
nerschen Schema tabellieren 1iB8t. Ahnlich konnen annihernde Polynome
auch durch Erhohung der Exponenten hergestellt werden. Das gegebene
Polynom kann im gegebenen Intervall z. B. durch ein Binom oder Trinom
gleichen Grades angenihert werden. Fiir verallgemeinerte Polynome mit nicht
unbedingt ganzzahligen Exponenten 148t sich sogar der folgende Satz einfach
beweisen: Zu einem gegebenen verallgemeinerten Polynom kann in einem
gegebenen positiven Intervall ein von unten bzw. von oben ann#herndes Poly-
nom mit vorgeschriebenen Exponenten der Verdnderlichen konstruiert werden.
Das annihernde Polynom kann auch die Eigenschaft haben, das gegebene
Polynom beliebig anzunihern, sofern das gegebene Intervall geniigend klein ist.

Das hier beschriebene Verfahren liefert im gegebenen Intervall einfach
erhiltliche untere bzw. obere Schranken. Es stellt sich die Frage, wie zu einem
gegebenen Polynom in einem gegebenen Intervall verhiltnismiBig »gute«
untere bzw. obere Schranken ermittelt werden kéunten. Im folgenden wird ein
Verfahren vorgeschlagen, das an das {iber die beiderseitige simultane Annihe-
rung Gesagte ankniipft.

Der Grad des Polynoms f(x) betrage n > 4.

Es sei 0 <Ja << x<{b. Wie gezeigt, ist

fx)=(x —a) - (x — ) ¢, (%) + ¢ (x — @) + fla) .
Ist das Polynom ¢, (x) im gegebenen Intervall nicht monoton (es kann

auch monoton sein, doch ist dann der betreffende Beweis nicht einfach), so emp-
fiehlt sich folgende Darstellung fiir ¢, (x):
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?1 (%) =(x —a) : (x — b) g, (x) + &3 (¥ — @) + ¢, (a), usw.

Gion (%) = (x — a) * (v — &) gy (%) + ey (% — @) + gz (2),
Geor (%) = (x — @) * (x — b)ge (8) + & (x — @) -+ gury (a) »

wobei ¢, ¢,....c; = konst,

Das Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis man ein im gegebenen
Intervall offenbar monotones g; (x) bzw. ein Polynom g, (x) ersten oder zweiten
Grades erhilt. Sodann bestimmt man fiir g, (x) im gegebenen Intervall das
absolute Maximum und Minimum, und mit deren Hilfe die annihernden Poly-
nome zweiten Grades q,_;; und gx_; . ferner das absolute Minimum von
gix—1; und das absolute Maximum von g, _; c im gegebenen Intervall. Mit ihrer
Hilfe werden die Funktionen g_o s und ¢ ; usw. konstruiert und schlieBilich
das absolute Minimum von f; (x) und das absolute Maximum von f; (x) er-
mittelt; diese Werte fiir f(x) im gegebenen Intervall liefern eine untere bzw.obere
Schranke.

Der »guten« unteren bzw. oberen Schranke kann Bedeutung z. B. in
Fillen zukommen, in denen man die rechts- bzw. linksseitise Anniherung
weitgehender als oben, d. h. z. B. folgendermaflen mechanisieren will.

Nach dem Mittelwertsatz von Lagrange ist

) = (x — x,) + f* (8 + flx,). worin

=, =Pz —x,), 0< < 1.

yre

Bekanntlich konnen fiir den absoluten Betrag der Nullstellen von f(x)
die untere und obere Schranke m bzw. M bestimmt werden. Es gentigt mithin,
eine verhiltnismiafig »gute« untere bzw. obere Schranke (z. B. 0-ten Grades)
fiir das Polynom f’{x) im Intervall [m; M] zu bestimmen, denn mit ihrer
Hilfe lassen sich die positiven reellen Nullstellen von f(x) durch Anndherung
von links wie von rechts systematisch bestimmen, ohne die anndhernden
Funktionen ¢; (x) bzw. ¢; (x) in den verdnderten Intervallen neuerlich bestim-
men zu miissen,

Zusammenfassung

Nach dem Verfahren wird zum gegebenen Polynom im gegebenen Intervall durch eine
dem Hornerschen Schema #hnliche Tabellierung ein Polvnom 1., 2. Grades konstruiert, dessen
Kurve an einer Grenze des Intervalls durch den entsprechenden Punkt der gegebenen Kurve
geht und im gegebenen Intervall unterhalb bzw. oberhalb der gegebenen Kurve verlduft. Aus
dem Vorzeichen dieses annihernden Polynoms kann auf das Vorzeichen des gegebenen Poly-
noms im Teilintervall des gegebenen Intervalls geschlossen werden. Notigenfalls wird das Ver-
fahren im verdnderten Intervall wiederholt.

T. Faracd, Budapest. XI., Sztoczek u. 2—4. Ungarn.



