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Einleitung

Zum Verstindnis der elektronischen Vorginge, die sich in den im Ultra-
kurzwellen- und Mikrowellenbereich arbeitenden Elcktronenrshren abspielen,
ist es von grundlegender Bedeutung, die Natur der Stréme zu untersuchen,.
die in der Rohre selbst und in ihren Elektrodenzufithrungen flieBen. Die dies--
beziiglichen Begriffe wurden im Schrifttum schon vor ldngerer Zeit klarge-
stellt. Es ist allgemein bekannt, dal sich der zwischen den Elektroden flieBende-
Strom aus zwei Komponenten zusammensetzt, die beide eine anschauliche
und selbstéindige physikalische Bedeutung besitzen. Diese beiden Komponen-
ten sind der durch die Bewegung der Elektronen verursachte Konvektions-
strom und der durch die zeitliche Anderung des elektrischen Feldes entstehende
Verschiebungsstrom. Der Strom in den #uBleren Stromkreisen, die an die Elek-
troden der Réhre angeschlossen sind, kann auf dhnliche Weise in zwei Kom-
ponenten zerlegt werden, die gleichfalls selbstindige physikalische Bedeutung
besitzen. Diese Komponenten sind der Influenzstrom, der durch die Elektro-
nenbewegung, und der kapazitive Ladestrom,* der durch die zeitliche .;inderung
der kapazitiven Elektrodenladung®* entsteht.

Im Schrifttum wurde der Influenzstrom zuerst fiir ein einziges Elektron
in einem planparallelen Elektrodensystem durch zeitliche Differentiation der
Influenzladung bestimmt, die nach dem Spiegelungsprinzip berechnet wurde
[1]. Trotzdem sich dieses Verfahren sehr verbreitet hat [2, 3, 4, 5, 6], kann
es fiir kompliziertere Elektrodensysteme nicht beniitzt werden. Einige Autoren

* Es soll darauf hingewiesen werden, dafl der kapazitive Ladestrom nur im Verhiltnis
zur Spannung der Kapazitit zwischen den Elektroden ein Blindstrom ist. Im Verhiltnis zu
den Spannungen in einzelnen Abschnitten des duBeren Stromkreises hat er dagegen im allge-
meinen auch eine Wirkkomponente (so hat z. B. der Strom, der durch die Anoden-Gitter-
Kapazitit flieft, bei komplexer Anodenimpedanz fiir die Spannung des Steuergenerators
eine Wirkkomponente).

#* Mit kapazitiver Ladung wird kiinftig immer die Ladung der Elektroden im raum..
ladungsfreien Fall bezeichnet.
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warfen den Gedanken auf, den Influenzstrom aus der zeitlichen Anderung des
elektrischen Kraftflusses zu berechnen, der durch die Bewegung des Elektrons
auf der in Frage stehenden Elektrode verursacht wird [7, 8, 9], doch hat dieser
Vorschlag der praktischen Schwierigkeiten wegen nur theoretische Bedeutung.
Ein neues quantitatives Ergebnis bringt die Veréffentlichung von Ramo [10],
der nach elcktrostatischen Methoden eine Formel ableitet, die es gestattet,
den Influenzstrom fiir beliebige Elektrodensysteme zu berechnen. Die Formel
gilt fiir beliebig grofle Elektrodenspannungen und auch fiir Wechselspannun-
gen, was jedoch aus der Ableitung von Ramo nicht hervorgeht, da er in seiner
Untersuchung eine Einheitsspannung an den Elektroden und ein elektrosta-
tisches Feld voraussetzt. Andere Verfasser bestimmen den Influenzstrom bei
Abwesenheit von Raumladung fiir ein ganz allgemeines Elektrodensystem
viel einfacher auf energetischer Grundlage [11, 12]. Den Influenzstrom hat
JEN ganz allgemein in seiner 1941 erschienenen Veréffentlichung bestimmt
[13]. Jen betrachtet jedoch das Problem in erster Linie vom energetischen
Standpunkt aus, und obzwar er den Zusammenhang fiir den gesamten, im
Aullenkreis flielenden Strom angibt, befalit er sich neben dem Influenzstrom
nicht auch mit dem kapazitivem Ladestrom, der fiir die energetische Wechsel-
wirkung zwischen Feld und Elektron keine Rolle spielt.* Die Betrachtung des
Problems von der energetischen Seite her ermgglicht es ithm, das Gleichgewicht
zwischen den Energieiinderungen im »Elektrodenraum« und AuBenkreis bei
nicht stationdren Verhiltnissen in einem spéteren Artikel zu behandeln [14].

In nicht stationdren Systemen (d. h. also in Systemen, deren Abmessun-
gen im Vergleich zur Wellenlinge der Schwingungen nicht vernachlissigt
werden konnen) ist es sinnlos, von Influenzstrom und kapazitivem Strom zu
sprechen, da man in einem System, das aus einem von leitenden Winden einge-
schlossenen Raum besteht. weder von Elekiroden, noch von Kapazitit oder
von Spannung reden kann. Die hier gemachten Untersuchungen beschrinken
sich deshalb auf quasistationdre Verhiltnisse. Die Ergebnisse kinnen jedoch
auch auf nicht stationire Systeme angewendet werden, wie z. B. aaf den Hohl-
raumresonator des Klystrons, bei denen an den Stellen des Konvektionsstrom-
durchflusses fast ausschliefllich ein elekirisches Feld vorhanden ist.

Im folgenden soll zuerst die Elektrodenladung bestimmt und dann — aus-
gehend von dem fiir die Ladung ermittelten Ausdruck — der allgemeine Zu-
sammenhang einerseits zwischen der rdumlichen Verteilung des Konvektions-
stromes und dem Influenzstrom, sowie andererseits zwischen der riumlichen

* Das eben ist der Sinn der Aufteilung des im AuBenkreis flieBenden Stromes in Influ-
enzstrom und kapazitiven Ladestrom, daBl die von der Elektronenbewegung bedingte ener-
getische Wechselwirkung zwischen Elektron und Feld mit dem Influenzstrom streng zusam-
menhingt, da er gleichfalls von der Elekironenbewegung verursacht wird. Der kapazitive
Ladestrom spielt dagegen nur eine passive Rolle. Das Gleichgewicht zwischen den Energie-
sdnderungen im Feld und im AufBlenkreis kann deshalb durch den Influenzstrom ausgedriickt
werden.
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Verteilung des Verschiebungsstromes und dem kapazitiven Ladestrom ange-
geben werden. In diesen Zusammenhingen zeigt sich eine erstaunliche Sym-
metrie,

Die Art der Elektrodenladungen

Bei quasistationéren Betriebsverhiltnissen setzt sich die Ladung jeder
beliebigen Elektrode der Elektronenrshre aus zwei Teilen zusammen, die
voneinander vollig unabhingig sind. Den einen Teil bildet die Influenzladung,
die durch die im Entladungsraum befindlichen Elektronen hervorgerufen wird,
wihrend der andere Teil aus der kapazitiven Ladung besteht, die ihrerseits
durch den Augenblickswert der an den Elektroden liegenden Spannungen im
raumladungsfreien Zustand bestimmt wird. Genauer gesagt, ist die Influenz-
ladung gleich der an der untersuchten Elektrode in jenem Falle auftretenden
Ladung, in welchem alle Elektroden geerdet sind und die Raumladungsver-
teilung im System in Bezug auf den Betriebszustand als unverindert ange-
nommen wird. Die kapazitive Ladung ist dagegen der Ladung gleich, die an
der untersuchten Elektrode auftritt, wenn sidmtliche Elektroden des Systems
an Betriebsspannung liegen und die Raumladung im System diberall gleich
Null ist (kalte Rohre).

Laut Formel (A 1,22) des Anhangs I betrédgt die Gesamtladung der j-ten
Elektrode eines Systems, das n Elektroden beliebiger Form und Spannung
enthilt (siehe Abb. 3 Anbang I),

n
Qj='—§99’jdV‘{* ey Uy 1
v k=1
Das erste Glied der rechten Seite gibt die Influenzladung, das zweite Glied
hingegen die kapazitive Ladung an. Das vor dem Integral stehende negative
Vorzeichen bedeutet, daf die Influenzladung das entgegengesetzte Vorzeichen
hat wie die Raumladung.
In Formel (1) bedeutet:
@; die auf die j-te Elektrode normierte, dimensionslose, statische
Potentialfunktion im raumladungsfreien System. Thr zahlenmébBiger
Wert stimmt mit der Potentialverteilung {iberein, die im System
entsteht, wenn man an die j-te Elektrode eine Einheitsspannung
schaltet, die anderen Elektroden erdet und die Raumladung gleich
Null ist,
o die Raumladungsverteilung,
cjx den Kaparzititskoeffizienten der j-ten Elektrode, bezogen auf die
k-te Elektrode [ndhere Definition sieche Anhang I Formel (A
1.21)]. '
U, die Spannung der k-ten Elektrode.
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Das Integral mufl auf sdmtliche Raumelemente ausgedehnt werden,
in denen p <= 0. Die Formel verliert ihre Giiltigkeit auch dann nicht, wenn
sich die Elektrodenspannungen beliebig dndern, solange das System als quasi-
stationér betrachtet werden kann (solange also die maximalen Abmessungen
des als geschlossen betrachteten Systems im Verhiltnis zur Wellenldnge 2

vernachlissigt werden kénnen).

Die physikalische Bedeutung der im Entladungsraum und im AuBenkreis
flieBenden Stréme

Der im Vakuumraum zwischen den Elekiroden fliefende Strom setzt
sich der ersten Maxwellschen Gleichung gem#f} aus dem durch die Elektronen-
bewegung bedingten Konvektionsstrom und dem durch die zeitliche Ande-
rung der elektrischen Feldstdrke entstehenden Verschiebungsstrom zusammen,
d. h. es gilt

Das auf die Oberfliche der j-ten Elektrode bezogene Oberflichenintegral
der Stromdichte liefert den in die untersuchte Elektrode flieBenden Strom,
wenn die Oberflichennormale in Richtung der Elektrode weist, also
O 4. 3)

I. = (‘OECZ:I—;—— &
/ ) ) B

x’-\j :‘—\j

A; ist hier die Oberfliche der j-ten Elektrode. Im Sinne der Gleichung
divi =0 muf} der gleiche Strom auch im AuBenkreis der j-ten Elektrode flieBen.
Auch dieser Strom l4Bt sich in zwei Komponenten zerlegen, die beide selb-
stindige physikalische Bedeutung haben. Die eine Komponente ist der von der
Elektronenbewegung verursachte Influenzstrom, die andere Komponente
hingegen der kapazitive Ladestrom, der durch die zeitliche Anderung der kapa-
zitiven Ladung der Elektrode zustande kommt, d. h.

jkap-* (4)

Treffen auf die untersuchte Elektrode keine Elektromen auf, wie dies
bei negativem Gitter und im Ubergangszustand nach dem Einschalten der
Fall ist, bevor die Elektronen die untersuchte Elektrode erreichen, erhilt man
den Influenzstrom aus der zeitlichen Anderung der Influenzladung. Treffen
jedoch Elektronen auf die Elektrode auf, ergibt sich der Influenzstrom nicht
mehr aus der zeitlichen Anderung der Influenzladung, weil ja die Influenzla-
dungen z. B. bei stationdren Verhiltnissen — makroskopisch betrachtet —
zeitlich konstant sind. Trotzdem ist der im AuBenkreis flieBende Strom ein

I, =1, I

i
Jinfl- 7T
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Influenzstrom (siehe Anhang II Formel A 2,9a), denn die Elektronen erzeugen
nicht dann einen Strom, wenn sie auf die Elektrode auftreffen, sondern wih-
rend ihrer Bewegung im Raum vom Start bis zum Auftreffen auf die Elektrode.

Betrachtet man den Fall mikroskopisch, so dndern sich die von den ein-
zelnen Elektronen verursachten Influenzladungen mit der Zeit und der im
Auflenkreis flieende Strom setzt sich aus den durch die Bewegung der einzel-
nen Elektronen verursachten Teilstrémen zusammen. Von der makroskopischen
Seite muf} der Fall so betrachtet werden, dafl die Influenzladung auf der Elek-
trode zwar konstant ist, jedoch durch die Bewegung der rdumlichen Ladungen
stindig ausgewechselt wird.

Der kapazitive Ladestrom kann als zeitliche Anderung der kapazitiven
Ladung definiert werden. Im raumladungsfreien Fall ist der kapazitive Lade-
strom dem aus der Elektrode ausflieBenden Verschiebungsstrom gleich., Letz-
terer ist nimlich der zeitlichen Anderung der Elektrodenladung gleich, wobei
jetzt die Richtung der Oberflichennormale aus der Elektrode hinausweist:

I, :J}?d‘i :J" D 454 Jﬁﬁd.,i _ 40 _dU | 5)
de di

A A A

Im raumladungsfreien Fall ist die Ladung der Elektroden rein kapazitiv,
woraus die Richtigkeit obiger Behauptung ohne weiteres einleuchtet. Anders
verhalten sich jedoch die Dinge bei Anwesenheit einer Raumladung, da auf
der Elektrode auch eine Influenzladung vorhanden ist. Der aus der Elektrode
flieBende Verschiebungsstrom ist deshalb dem kapazitiven Ladestrom nicht
gleich und hat im allgemeinen fiir die Spannung der Kapazitit auch eine Wirk-
komponente.

Allgemeiner Zusammenhang zwischen den Siréomen in Elektrodenraum
und in den Auflenkreisen der Elektroden

Laut Formel (A 2,9) Anhang II besteht zwischen dem Influenzstrom
im Auflenkreis der j-ten Elektrode und dem Konvektionsstrom im Elek-
trodenraum folgender, in qguasistationfiren Systemen allgemein giiltiger

Zusammenhang:
Iiing. = \ I -grad @, dV . (6)
N
Hier bedeutet
Iy =1 (7, 1) = o (¥, &) T (7. t) die rdumliche und zeitliche Verteilung

der Konvektionsstromdichte;

@ = @ (7) die auf die Oberfliche 4; der j-ten Eldektrode normierte
statische Potentialfunktion, die in Verbindung mit
der Formel (1) n&her definiert wurde.
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Das Integral ist auf alle Raumelemente auszudehnen, in denen ix = 0.
Das Vorzeichen des durch das Integral bestimmten Stromes ist dann giiltig,
wenn die MeBrichtung des Stromes von der untersuchten Elektrode in Richtung
des AuBenkreises weist.

Ein #hnlicher Zusammenhang gilt nach Formel (A 2,7) Anhang II
zwischen dem im AuBlenkreis der j-ten Elektrode flieBenden kapazitiven
Ladestrom und dem im Elektrodenraum flieBenden Verschiebungsstrom und
es gilt

Ij kap. — g‘ iv : grad Ei ClV, (7)
v
S 8E . e o
wo i, =1,(Ft) = & - die rdumliche und zeitliche Verteilung der Verschie-
bungsstromdichte,
@; = @; (F) hingegen die auf die j-te Elektrode normierte Poten-

tialfunktion bedeutet.

Das Integral mufl auf sdmtliche Raumelemente ausgedehnt werden,
in denen 7, + 0 ist. Das Vorzeichen des vom Integral bestimmten Stromes ist
auch hier nur dann giiltig, wenn die MeBrichtung des Stromes in Richtung
des Auflenkreises weisend angenommen wird.

Der kapazitive Ladestrom kann auch durch zeitliche Differentiation
der kapazitiven Ladung aunsgedriickt werden. Wird die Mefirichtung wie oben
angenommen, erhélt man laut Formel (A 2.8) Anhang IT

Ij kep & 77 !,{‘ Cj!: aUk s (8)
E-:.l (Z[

wo ¢j; der Napazitdtskoeffizient ist, der in Formel (A 1,21) Anhang I n#her
definiert wird. Uy ist die Spannung der k-ten Elektrode. Es muf} betont wer-
den, dafl der kapazitive Ladestrom Ij 5, nicht unbedingt ein Blindstrom sein
mul}, da er fiir die Spannung des Zweipoles zwischen Elektrode und Erde auch
eine Wirkkomponente haben kann (siehe auch die Fuinote auf Seite 26).
Die Zusammenhinge [6] und [7] gelten sowohl in Systemen mit als auch
in solchen ohne Raumladung. Ij y.p ist jedoch durch seine Definition immer
dem kapazitiven Ladestrom im Auflenkreis der j-ten Elektrode gleich,
wenn keine Raumladung vorhanden ist (kalte Réhre). Die angegebenen Zu-
sammenhdnge ermoglichen die Berechnung des Influenzstromes, wenn die
rdumliche und zeitliche Verteilung des Konvektionsstromes bekannt ist.
Genauso kann der kapazitive Ladestrom in Kenntnis der riumlichen und
zeitlichen Verteilung des Verschiebungsstromes berechnet werden, bzw. in
Kenntnis der Teilkapazitidten der Elektroden, was hiufiger der Fall ist.
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Man sieht, daB zwischen Konvektions- und Influenzstrom einerseits,
und zwischen kapazitivem Ladestrom und Verschiebungsstrom andrerseits
strenge Zusammenhinge bestehen. Das ist selbstverstidndlich, da sie paarweise
auf dieselben Ursachen zuriickzufiihren sind, denn die ersteren stammen von
der Elektronenbewegung, die letzteren hingegen rithren von der Anderung
der Elektrodenspannungen her.

Sonderfille
Die Formel (6) gilt natiirlich auch fiir den Fall, daf} sich im Elektroden-

raum ein einziges Elekiron bewegt. Das Raumintegral ist in diesem Fall nur
innerhalb der kleinen Kugel K, die das Elektron vmgibt, von Null verschieden.

A
-
{

o d X

— o/

Abb. 1. Zur Bestimmung der Strome im Auflenkreis eines ebenen Elektrodensystems

Der Radius dieser Kugel K strebt gegen Null, man erhilt also im raumladungs-
{reien Fall

o=\t gradg, dV = | ov-grad ¢ dV =
K K

(9}

= (v-gradg) | odl" = — e(7 - grad¢)) .
K

Es soll nun der Strom im AuBenkreis eines ebenen Elekirodensystems
(Abb. 1) bestimmt werden, fiir einen Fall also, der von groBler praktischer
Bedeutung ist.

Da man es hier mit einem eindimensionalen System zu tun hat, verein-
fachen sich die rdumlichen Vektorgleichungen zu skalaren Gleichungen. Fiir
jeden Vektor soll als gemeinsame MeBrichtung die positive x-Achse gewihlt
werden. Jene Grofien, deren physikalische Richtung mit der gewihlten MefB-
richtung ibereinstimmt, erhalten hierbei positive Vorzeichen, wihrend simt-
liche GroBlen, deren physikalische Richtung nach der entgegengesetzten
Richtung zeigt, mit negativem Vorzeichen in die Gleichung eingehen. Wird
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die Richtung des Stromes im Auflenkreis so aufgetragen, wie in der Abbildung
gezeigt, erhilt man im Sinne der zur Gleichung (6) gemachten Bemerkung

d d d
Ta()=— A ‘ [— i % 0)] %d'x = %J [4i, (x,0)]dx = —(‘} [ I, (x.t)dx. (10)

Gleichung (10) besagt, dafi der Influenzstrom im Aufenkreis eines ebenen
Elektrodensystems zu jedem Zeitpunkt dem rdumlichen Mittelicert des Konvek-
tionsstromes in demselben Zeitpunkt gleich ist. Das positive Vorzeichen bedeutet,
daf} die Richtung des Influenzstromes mit der fiir den AuBenkreis gewihlten
Mefrichtung zusammenfallt, d. h. mit der Richtung des Konvektionsstromes
tibereinstimmt.

Im quasistatischen Fall (bei dem die Laufzeit des Elektrons im Ver-
hiltnis zur Periodendauer des Signals vernachlissigt werden kann) ist der
Konvektionsstrom zu jedem Zeitpunkt rdumlich konstant, kann also vor das
Integral gestellt werden, und man hat

a

Lo () = fl— J‘Lﬁ) dv=1I,(1) . (11)

0

Dieser Formel gemi8 ist der im AuBlenkreis fliefende Influenzstrom im quasi-
statischen Zustand dem in der Rghre flieBenden Konvektionsstrom gleich.
Mit [7] erhélt man #hnlich wie bei Gleichung [10]

N ) Ll
Ilc:'.p. (t): - —‘l-J [— I‘L.(I, t)] . ‘(f dy = ,E_

1} 0

I (x.8)dx, (12)

d. h. der im Auflenkreis eines ebenen Elek'rodensystems flieflende kapazitive
Ladestrom ist zu jedem Zeitpunkt dem rdumlichen Mittelwert des Verschiebungs-
stromes im gleichen Zeitpunkt gleich. Es ist leicht einzusehen, dall Gleichung
[12] den kapazitiven Strom der kalten Réhre liefert, dal} also

d d d )
A gde= A g A i[de:c-—dU ,
d d ) o d dr . dt

0 0 0

. d

wo C =g ;d— die Kapazitit des raumladungsfreien Systems und U = g Edx
0

die Spannung zwischen den Elektroden bezeichnet. Dies erhellt aulerdem ohne

weiteres auch aus Gleichung (8).
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Anwendungsbeispiele

Zur Veranschaulichung der abgeleiteten Formeln sollen folgende Beispiele gelost
werden.

1. Es soll die Ladung der Elektroden einer im Raumladungsgebiet arbeitenden
ebenen Diode bestimmt werden, wenn an der Anode eine im Verhiltnis zur Kathode
positive Gleichspannung U, liegt.

Lésung: Wie bekannt, dndert sich das Potential einer ebenen Diode bei Raumladung

. 4 - . cs
mit der ?-Potenz der Entfernung x von der Kathode, es gilt mithin

Ux) = U, (—z—)/

Der Poissonschen Gleichung gemif ist

K daz U 4 D‘a x "
2@ =~ g =~ g g )
Laut Formel (1) schreibt sich die Influenzladung der Anode zu
X ¢
Qaint=—J 0 @adV = — AJ 0(x) pads .

o

Hier bedeutet 4 die Oberfliche der Anode, d hingegen den Abstand zwischen Anode und
Kathode. Der Wert des normierten Potentials ¢  ist —Z— weil sich das Potential der ebenen

Diode im raumladungsfreien Fall linear dndert (und ¢ definitionsgemiB fiir ein raumladungs-
freies System zu verstehen ist). Es wird also

1 A

d
4 U 'xI/:\ 1
%szﬂ*ﬁﬂhJ“=“%
[t}

NN R
3 %0 g Va=rg Cola=rg Qakar-

Hier ist Cy= ¢, —?— die kalte Kapazitat der Réhre, Cy Uy = Qg kqp dagegen die kapazitive

Ladung der Anode. Demzufolge betriigt die Gesamtladung der Anode

Qo= Qainfi + Qakap = Ey Qq kap s

in Einklang mit der Tatsache, dafl die Feldstirke an der Anode hei Raumladung den Wert
4 U,

E,= E hat. Ahnlich 148t sich die Influenzladung der Kathode berechnen, nur mufl dann
¢ auf die Kathode normiert werden, d. h. ¢, = d ; * , womit
- d - N o
Qrinf1 = % eq A —ZJQ—GJ‘ (_;”)“/3 “i%}_dx = £ _ﬁ“ Ug=CyU,.
0

Die kapazitive Ladung der Kathode ist genau so groll wie die der Anode. hat aber das um-
gekehrte, negative Vorzeichen, es ist also

Qpkep == — Ca Uy

3 Periodica Polytechaica EL VI/1.
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Die Gesamtladung der Kathode schreibt sich sonach zu
Qr="0rinj1i + Quaap=Ca Uy — CaU,=0.

Dementsprechend ist die Feldstirke vor der Kathode bei Raumladung gleich Null.
2. Durch den Spalt des zweiten Resonators eines Zweikammerklystrons
(Abb. 2)flieBt ein Konvektionsstrom Iy,,,. durch den der Resonator erregt wird. Es
ist die Grundwelle des von Iy, erzeugten Influenzstromes zu bestimmen.
Losung: Wie bekannt, schreibt sich die Grundwelle des vom geschwindigkeitsmo-
dulierten Elektronenstrahl erzeugten Konvektionsstromes, der durch den Spalt des zweiten
Resonators fliefit, zu

I‘.’.1=ZIO'J(I£)‘8XP[J.(CDI+ _';L____@ )]’

5

L3
- d

[

Abb. 2. Zur Bestimmung des Influenzstromes im Resonator eines Klystrons

wo I, der Gleichstrom des Elektronenstrahles, und J, (k) die Besselfunktion erster Ordnung
und erster Art bedeutet, deren Argument der sogenannte Biindelungsparameter

.U
) k=0 . o

ist.
O, =0 —Ul—-bezeichnet hier den Laufwinkel des unmodulierten Elektrons, das mit der

0

durchschnittlichen Geschwindigkeit v, fliegt, wobei I die Linge des Laufraumes, U, die Ampli-

tude der Modulationsspannung mit der Kreisfrequenz «w am Spalt des ersten Resonators
i 2

bedeutet. Ferner bezeichnen f = —si—l%—/’%/—— den Modulationsfaktor, mit dem die Wirkung des

endlichen Laufwinkels § = wt = Td— des Elektronsim Spalt beriicksichtigt wird, d hingegen
0
die Spaltbreite.

Wird der Anfangspunkt der x-Achse in die Spaltmitte gelegt, dann wird der Formel (10)
entsprechend

d d
2 o
17 . f21 17 .
Immﬂ=——-d Iy (%4t) dx = 21 - exp [J (wt+——2 ) -~ ‘Jl(k)-exp(—J@)dx].
d _d
) 2

Der Integrand hiingt durch den Laufwinkel @ von x ab, der im Spalt folgendermafien geschrie-
ben werden kann:

wo O, den Laufwinkel zwischen den Spaltmitten der beiden Resonatoren bezeichnet. Man hat
also

. 7T 1
Ig1inﬂ=210'exp[] (‘U"‘f‘ ) “@0)]"‘1—

" J, (k) exp (—j—%x)dx.

m[ [ Y S, ml o
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Jy (k) hingt durch @ von x ab. Die Anderung dieses Faktors kann jedoch im Integrations-
bereich neben der Anderung von exp (—-J — x) vernachldssigt und mithin vor das Integral
]

gestellt werden, es wird also g
o

1 -
Iyinfi=21oJy (k) C\P[ (Ul '“%—@” 4

. E sin #/2
=21,J, (k) exp [J (C’)f‘i”’:——@o)]' _l%/_zi_.,

erhilt man schlieflich

u)] =pIy .

Die Grundwelle des Influenzstromes ist also gleich dem §-fachen der Grundwelle des Konvek-
tionsstromes,

d, und mit § = sin §/2

. [
worin ¢ = . =
v 32

Lyinpi=0-21,J,(k)- e\p[ (w' :

Anhang 1
Bestimmung der Elektrodenladungen bei Raumladungsstrémung

Es soll das Elektrodensystem beliebiger rdumlicher Anordnung der Abb. 3a betrachtet
werden. Zundchst wird vorausgesetzt, dal an den Elektroden konstante Gleichspannungen
liegen, die mit Ug,, Ug,, .. UB]’ ..., Up, bezeichnet werden, und dafl im Vakuumraum
zwischen den Elektroden eine stationire Raumladung:,s'a:omuurr besteht. Es soll die Ladung
der j-ten Elektrede bestimmt werden. Zu diesem Zweck betrachte man das Elekirodensystem
der Abb. 3b, dessen rdumliche Anordnung mit dem in 3a gezeigten System véllig tbereinstimmt,
das jedoch raumladungsfrel ist, und dessen simtliche Elektroden mit Ausnahme der j-ten
Elektrode, geerdet sind. Fiir Form und Abmes ssungen des geerdeten Leiters, der die Elektroden
umgibt, werden keine Bedingungen gestellt Er kann z. B. ge6ffnet oder geschlossen sein.
Im S\ stem a soll das Potential mit U, im System b mit @ bezeichnet werden., Die Diskontinui-

s
//

o ‘/ )
a)

Abb, 3. Zur Bestimmung des Zusammenhanges zwischen den Stromen, d1e im Aullenkreis
der Elektroden und im Elektrodenraum flieBen
a) Die Spannung an den Elektroden ist konstant. Bei Raumladungsstrémung (o # 0) wird
das Potential durch die Poissonsche Gleichung 4 U = — g/¢, beschrieben
b) Simtliche Elektroden aufler der j-ten sind geerdet. Die Spannung der j-ten Elektrode ist
Up;: keine Raumladung (¢ = 0). Das Potential wird durch die Laplacesche Gleichung 4 @ = 0
beschrieben

3*
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tiaten, die von den Elektroden und deren Zuleitungen verursacht werden, sollen durch die
sich ihnen anschmiegenden Flichen A, A4, ..., 4, ..., 4, ausgeschieden werden, Die
Batterien, die die Elektrodenspannungen liefern, werden durch die sich ihnen anschmiegenden
Flichen B,., By, ..., Bj. ..., By, der geerdete Leiter hingegen durch die Fliche L aus dem
Raum auaveachlm:en Iat der Leiter L geoffnet, dann wird er durch eine Kugelfliche K mit
dem Radlus R — o© umschlossen. D1e so entstehende raumbegrenzende Fliche wird 1mit
A bezeichnet und es gilt

n
= N (4, +-B)+L+K.
=1

Abb. 4 zeigt die schematische Anordnung der Elekiroden, Batterien und Zuleitungen. Die
Batterien werden als Zylinder mit dem gleichen Durchmesser wie die AnschluBleitungen
angesehen. Durch die AbschluBplatten 0 und 1 der Fliche B; wird das Metall an der Grenze
des Elektrolytes und des Metalls durchgeschnitten.

Abb. 4. Schema einer Elektrode mit Leitung und Batterie

Im Raume V, der durch die Fliche A begrenzt wird, befriedigt das Potential des
Systems @ die Poissonsche Gleichung

AU = — -2 (411)
0
und geniigt den Grenzbedingungen
U(dg)=Upg;; U(B)=Ug: U@L)=0. (41,2

U(Ap)ist hierbei der Wert des Potentials U an der k-ten Elektrode, U(B,) hingegen die Poten-
tialverteilung auf der Fliche B,. die die Batterie umgibt, und U(L) der Wert von U auf der
Flache L. Es wird angenommen. daf} lings des Zyvlindermantels

5;1'5 -0
gn
ist.
Andererseits befriedigt das Potential des Systems b die Laplace-Gleichung
AP =0 (41,3)
und die Grenzbedingungen s

D (At =0.P(4)) =Upj: P (Bpzj=0,P(B)=Uhgj; S(L)=0. (414

. . .1 . .
Auflerdem wird angenommen, dafl U und @ genau so wie 53 im unendlichen versehwin-

3D 3
den. Da auf der unendlich grofien Kugelfliche K U ﬂ o= 2D
an 3R an 3R

ist, verschwinden

1
R
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Mit den Potentialen U und @ schreibt man nun den Greenschen Satz

U ) dA (41,5
én

(UAD — DAV) dV =J ('U
) n

auf, Hier bedeutet ¥ das Raumgebiet, das durch die Fldche .4 begrenzt wird. Die Oberflichen-
normale ist nach auBen gerichtet. Mit den Gleichungen (A 1,1) und (A 1,3) wird die linke
Seite der Gleichung (A 1.5)

_ j@JUdV - -81_ " Bodl” . (4 1,6)
0
\'2

Zwecks Umformung der rechten Seite der Gleichung (A 1.3) geht man davon aus, daf}
im Sinne von (A 1.2) unter Beriicksichtigung der Richtung der Oberflichennormale

8P =
7 - T 44 = 41.7
JU —dd = —Up, ]E A=~ Uy | Dd o UnQe (A1)
Ar AI

wo @ die kapazitive Ladung der k-ten Elektrode des Systems b bedeutet, die von der Spannung
Upgj der j-ten Elektrode v erursacht wird, wihrend

X °i dd =0, (4 1,8)

B

wenn k # j, weil dann im System b die Ladung des Leitungsstiickes, das die Batterie ersetzt,

vernachlissigt werden kann, im Falle k& = j hingegen deshalb, weil ﬁ auf der ganzen Fliche

dn
B; gleich Null ist (die Flachen 1 und 0 verlaufen ndmlich im Innern des Leiters, wo die Feld-
stdarke gleich Null ist. Aullerdem wurde angenommen, dafl die Feldstérke auf dem Mantel

keine uormale Komponente hat).
Auf der Flache L gilt
3D

gn

L.
L

dd =0, (41,9

weil dort U = 0. Den fiir das Verhalten von U und @ im Unendlichen gestellten Bedingungen

wie -1—im Unendlichen verschiwindet. Das Oberflichen-

. d®
entsprechend, leuchtet ein, dall U ti.n

RS
integral der Kugelfldche K strebt also wie % gegen Null. Das Oberflichenintegral ‘ U —d—@w dA4
A
n
iiber die ganze, den untersuchten Raum einschliefende Fliche 4 = X' (4, By) —~L -+ K
Ke=1
ergibt dann den Wert
T 1 n
U——dd =— X UpgpQp - (A41,10)
A % k=1

Das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (A 1,5) schreibt sich fiir die einzelnen
Flichenstiicke unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen (A 1.4) zu

—|o ZU d4 =—<I)(A,)l U ja—o, (A1.11)
,:\;ﬁéj 4;-——

eU U )
~‘@ (14=—®(4J)i7_d4_wusjqal (41,12)

A 3
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Hier bedeutet Qy; die Ladung (Influenz- und kapazitive Ladung) der j-ten Elektrode
des Systems a. Der Wert des Integrals ist auf samtlichen Flichen B gleich Null, u. zw. teils

deshalb, weil im Falle k # j @ (By) = 0, teils deshalb. weil auf der Fliche B; iiberall GHU

=0,
on
Damit wird also
— 2 dd =0, (41,13)
B
SchlieBlich gilt auch auf der Fliache L
U
— {‘@ P d4 =0, (A41,1%)
; 3
weil @ (L) = 0, und auch auf der Kugelfliche K bei R — ==
T 8U -
— | O dd4=10 (4 1,15)
K

. . U . 1
gilt, weil dort @T gleich wie — gegen 0 strebt.
8

R®
Mit den Zusammenhingen (A 1,7—135) wird der Wert des Integrals auf der rechten
Seite der Gleichung (A 1.5) fiir die ganze. den Raum V umschliefende Oberfliche 4

(.. 3D 1 R
v % w3 Vs O Vs 0 (41,16)
R €9 iz

A

Auf Grund der Gleichungen (A 1,5—6) und (A 1,16) erhilt man

- R no_ B .
‘Q@dr/:};; Upy Qo — Upgj Qgj - (41.17)
Vv =

Da @ die Potentialverteilung ist. die von der Spannung Up; der j-ten Elektrode des
Systems b verursacht wird. kann man auch

O =Ug; g, (4 1,18)

schreiben. ¢; ist hier die auf die j-te Elektrode des raumladungsfreien Systems normierte
dlmen~10u~lo~e Potentialfunkiion. Ihr Zahlenwert ist der Potentialverteilung gleich, die man
erhilt, wenn man an die j-te Elektrode des Systems eine der Einheit entsprechende Spannung
legt und simtliche anderen Elektroden erdet.

Dividiert man die Gleichung (A 1,17) mit Up; und beriicksichtigt man Gleichung
(A 1,18), so hat man

[o% = %o (41,19
v k 1 UB_]

Da Q. die kapazitive Ladung ist, die auf der k-ten Elektirode des Systems b durch
die Spannung Ug; der j-ten Elektrode entsteht, gilt

Qur ¢ (41,20
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Der Zahlenwert des Kapazitdtskoeffizienten cj, ist der Ladung der k-ten Elektrode
im raumladungsfreien System gleich, wenn an die j-te Elektrode eine der Einheit entsprechende
Spannung gelegt wird und die anderen Elektroden geerdet werden. Der Wert von cj; kann
durch die Teilkapazititen folgendermallen ausgedriickt werden®

¢jp = Cj. wenn j # k und

CJJ = Gje = Ljy :j- (A ],21)

Hier ist C;. die Kapazitit der j-ten Elektrode, bezogen auf das Unendliche bzw. auf
die Erde; Cj ist die Kapazitit zwischen der j-ten und der A-ten Elektrode.

n
Da cj; = cy. leuchtet unmittelbar ein, dall das Term gl cjx Upy die kapazitive La-
dung der j-ten Elektrode bedeutet.

Damit kann also die Gleichung (A 1.19) umgeordnet werden, womit man durch Weg-
lassen des Index a, mit dem das System mit Raumladung bezeichnet wurde, die Gleichung

-~ n
Qj=—|egdV+ X ¢ Up (4 1.22)
iy =1

Y

erhilt. Dieser Ausdruck besagt, dafl die Ladung der j-ten Elektrode bei Raumladung aus der
Influenzladung und kapazitiven Ladung besteht. Das negative Vorzeichen des die Influcnz-
ladung ausdriickenden Integrals bedeutet, daf} die Influenzladung ein Vorzeichen hat, welches
dem den rdumlichen Ladungen entgegengesetzt ist.

Bis jetzt war stets vorausgesetzt, dall die Spannungen Upg; konstant sind. Diese
Beschrinkung soll jetzt fallen gelassen werden, was durch Weglassen des Indexes »B¢« ange-
deutet wird. Dagegen soll bedungen bleiben, dal} der Leiter L das ganze System umschlieBt
und daB die Abmessungen des so gewonnenen Ranmes im Verhdlinis zur Wellenlinge 7 der
erofiten Betriebsfrequenz sehr klein sind. Der Raum kann dann durch eine auch zeitabhin-
gige retardationsfreie Potentialfunktion U (r, t) bzw. @ (r, t) beschrieben werden. Diese Funk-
tionen geniigen der Poissonschen bzw. der Laplaceschen Gleichung sowie den Grenzbedingungen
ebenso wie im statischen Fall. Simtliche Ausdriicke, die durch den Greenschen Satz gewonnen
wurden, behalten also ihre Giiltigkeit einschlieflich der Gleichungen (A 1,20) und (A 1,22).
Qp. dndert sich némlich proportional der Spannung U, so dal} also ihr Quotient konstant
bleibt. Aus der Gleichung (A 1,18) geht aullerdem hervor. daB ¢ jauch jetzt die auf die j-te
Elektrode normierte statische Potentialfunktion des ranmladungsfreien Systems ist.

Anhang II

Bestimmung der Zusammenhinge swischen den Strémen im Elektrodenraum
und im Auflenkreis

Durch Gleichung (A 1,22) kann der allgemeine Zusammenhang zwischen Konvektions-
und Influenzstrom. sowie zwischen Verschiebungs- und kapazitivem Strom bestimmt werden.
Die positive Melrichtung der Stréme im Auflenkreis soll von den Elektroden in Richtung
Erde zeigen. Bildet man nun den negativen Differentialquotienten der Gleichung (4 1.22)
nach der Zeit in der Form

— - 0g;dF — - X0 o Uy, (4 2.1

* Siehe z. B. Smionyr K., Theoretische Elekirotechnik. Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, Berlin 1956, S. 235,




40 M. ROMHANYT

dann gibt das Glied der linken Seite die zeitliche Anderung (Abnahme) der Ladung der j-ten
Elektrode an, wihrend das zweite Glied auf der rechten Seite den kapazitiven Ladestrom dar-
stellt, der in der Zuleitung der j-ten Elektrode des raumladungsfreien Systems flieft. Die
physikalische Bedeutung des ersten Gliedes der rechten Seite geht aus der Gleichung

_Jg¢jdv=l —2 gy dV = — | g;div i, d¥ (A 2,2)
v 1%

hervor. Der Kontinuititsgleichung entsprechend ist ndmlich div i, = —

. wo I = ov

die Konvektionsstromdichte bedeutet. Die rechte Seite der Gleichung (A 2,2) kann mit Hilfe
der Beziehung

div(gv) =g dive - vgrad g (42,3)

und des Satzes von Gauf in folgende Form gebracht werden:

- |q:j div i dV = | [ grad ¢; — div (¢ 7] dV =
i v

= ‘ ipgrad ¢; dV — l F; Tedd = ’ i, grad @; dV —J i dA
v A v Aj
Demnach ist
d r o o '
7} op;dV = ’ i grad ; dV — | i d4, (4 2,4)
v A;

weil das normierte Potential ¢; auf der ganzen Flache .4 tiberall den Nullwert hat, mit Aus-
nahme der Fliche 4; der j-ten Elekirode und der Fliche B; der dazugehdrigen Batterie. Der
Wert des Potentials ¢;ist auf der Flache 4; = 1, auf der Fliche B; dagegen ist er uninteressant,
weil dort i, = 0. (Es gilt als angenommen, daf die Spannungsquelle aulierhalb des Strgmungs-
raumes liegt.) .

Wegen div i = 0 wird div iy = — div i, weshalb die zeitliche Anderung der Influenz-
ladung auch durch i, ausgedriickt werden kann, man hat also

d . o c . 5 -
rrl og;dV = ‘ i,dd — ' 7, grad ¢; dF . (4 2,5)
4 4‘%) V

Es wurde hierbei berticksichtigt, dal 7; auf der Flache {; den Wert 1 hat. auf B; jedoch
sU

bedeutungslos ist, weil dort =0, also j i,d4d = 0. Auf den anderen Flichen jedoch ist

g Bj
@; = 0. Die rechten Seiten der Gleichungen (A 2.4) und (A 2.5) sind also gleich, so dall man
folgenden wichtigen und interessanten Zusammenhang erhilt:

(i, +1,) d4 :J (i + 1,)erad ¢ V. (4 2,6)
—\, \%4

Fiihrt man die gesamte Stromdichte

ein, dann hat man

idd = ’ igrad g; dV . (4 2,6a)
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Der im AuBenkreis der Elektrode Aj flieB:nde Gz2samtistrom schreibt sich also zu

Ijzjigrad @;dV . (42,7)
v

Im Zusammenbang mit der Gleichung (A 2,6) mu8 darauf hingewiesen werden, dal}
im allgemeinen, trotzdem es zunichst anders scheint,

Jil: dz 7= fik grad QUJ d¥V S
Ay v
bzw.

jiv d4d # J‘ip grad @;dV" .
Aj \4

Gleichheit besteht nur in zwei Sonderfillen: 1. Wenn ira Raum iiberall i, = 0 (stationérer
Zustand im statischen Betrieb), 2. wenn iberall im Raum 7, = 0 (z. B. in »kalter« Rghre).
Sonst liefern die Integrale der rechten Seite nicht den in die Elektrode .4; flieBenden Kon-
vektions- bzw. Verschiebungsstrom, sondern, wie noch gezeigt werden wird, den Influenzstrom
bzw. den kapazitiven Ladestrom. Wird z. B. an die Elektroden Wechselspannung gelegt und
treffen auf die Elektrode A; keine Elektronen auf (negatives Gitier oder Ubergangszustand
unmittelbar nach dem Einschalten), dann ist 7, auf der Flache 4; gleich Null, es gilt also}

-

[iv dA = ’ (i + 1) grad @; dV" . (42.8)

Aj v

Aus dem Gesagten geht klar hervor, dafl die Gleichung (4 2,6) nur fiir den gesamten
Strom Giiltigkeit hat, fiir die Teilstrome 3, und 7, dagegen nicht.

Greift man nun auf die Gleichung (A 2,1) zuriick, dann 148t sich auf Grand der physika-
lischen Bedeutung des zweiten Gliedes der rechten Seite und anhand der Gleichung (A 2.5)
schreiben:

_49;

e ‘[‘il, dd — J iy grad @; dV + Iy,
Ay \4

~

Wegen der physikalischen Bedeutung dieser Gleichung (da jetzt die Oberflachennor-
male aus dem Raume nach auflen gerichtet ist) hat man

und mithin

Hier ist i, = i, (v, t) die riumliche und zeitliche Verteilung der Verschiebungsstrom-
dichte, ¢; = @; (r) hingegen die auf die Elektrode 4; normierte Potentialfunktion bzw. auf
Grund der Gléichung (A 2.1)

n
L (4 2.8)
k=1

worin ¢y die durch (A 1,21) definierte Kapazitit bedeutet. Die Formel (A 2,7) ist sowohl bei
Raumladung als auch im raumladungsfreien Falle giiltig, jedoch bedeutet, der Gleichung
(4 2.8) entsprechend. I, immer den kapazitiven Strom der j-ten Elektrode im raumladungs-
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freien System (»kalte« Réhre). Ausdriicklich wird betont, dall Ij kap- der kapazitive Ladestrom,
nicht unbedingt Blindstrom sein muB, weil er in Bezug auf die Elektrodempannung U; auch
eine Wukkomponente haben kann.

Treffen auf die j-te Elektrode keine Elektronen auf und treten auch keine aus ihr aus,
dann gibt die linke Seite der Gleichung (A 2,1) den gesamten Strom im Stromkreis der Elek-
trode .-1 Dieser Strom ist der Summe 'de: Influenzstromes und des kapazitiven Ladestromes
gleich. ’\ht Gleichung (4 2,4) erhilt man dann

Ij it + jkaP—J"&A grad @; d¥ + Ijigp »

Ijinp = l iperad @; dV . (42,9
v

Im stationdren Zustand bei statischem Betrieb ist die Ladung Q; der Elektrode A;
auch dann konstant, wenn Ladungen auf die Elektrode auftreffen bz“. aus ihr au:treten.
Da die kapazitive Ladung natiirlich konstant ist, gilt dasselbe auch fiir die Influenzladung.
Im Sinne der Gleichung (A 2.4) ist also

| dt = ‘ cerad g dV . (4 2,9)
Aj 14
Das Glied auf der linken Seite gibt — seinem positiven bzw. negativen Vorzeichen

entsprechend — den in die Elektrode 4 ein- bzw. den aus ihr ausflieBenden Strom an. Dieser
ist gerade dem im Aullenkreis flicBendén Strom gleich. Aus den beiden Gleichungen (A 2.9)
und (A 2,9a) folgt, daBl der im Aullenkreis fheﬁende Strom auch im stationiren Betrleb ein
Influenzstrom ist, trotzdem sich die Influenzladung makroskopisch nicht dndert.

Nach Dnterauchuuﬂ dieser Spezialfille soll nun bewiesen werden. dafl Gleichung (A 2,9)
auch im allgemeinen Fall den Influenzstrom liefert. Der im AuBenkreis flieBende Gesamt-
strom wird deshalb als Summe des Influenzstromes und des kapazitiven Stromes aufgeschrie-
ben. Im Sicue der Gleichung (A 2.6) kann man schreiben

Iiinft + Ijrap = | Y grad g; dV + ' iv grad ¢; dv .
v

‘/
woraus mit Beriicksichtigung der Gleichung (A 2,7) ganz allgemein
It = ‘ i grad @) dV (4 2.9)
v

gilt, I = ;. (7. 1) = o(7, t) - B(r, t) ist hierin die rdumliche und zeitliche Verteilung der Kon-
vektionsstromdichte. ¢; = ¢ ; (7) hingegen die auf die Elektrode 4; normierte Potentialfunktion,
Das Vorzeichen des durch da\ Intc«rral bestimmten Stromes 1~t dann richtig. wenn die Mefl-
richtung des Stromes von der Elektrode Aj gegen Erde gerichtet ist.

Ich spreche an dieser Stelle Hern G. Freud, Doktor der mathematischen Wissenschaf-
ten fiir seine wertvollen Bemerkungen sowie den Herren Prof. Dr. I. Barta und Oberassistent
K. Géher fiir die Durchsicht des Manuskriptes meinen verbindlichsten Dank aus.

Zusammenfassung

In dem Artikel werden die allgemeinen Zusammenhinge zwischen dem Konvektions-
strom und dem Influenzstrom, sowie zwischen dem Verschiebungsstrom und kapazitiven
TLadestrom in beliebigem Elektrodensystem beim Vorhandensein einer Raumladungsstrémung
angegeben. Es werden hierbei auch die Elektroderladungen in allgemeiner Form bestimmt.
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