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1. Einleitung

Durch die Anwendung der Laplace-Transformation wird die Behandlung
jener Erscheinungen, deren GesetzmiBigkeiten durch eine lineare Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten, durch eine Integro-Differential-
gleichung, durch eine Volterra-Integralgleichung oder durch ein System dieser
Gleichungen beschrieben werden, im allgemeinen betrdchtlich erleichtert.
Die beiden grundlegenden Vorziige der Methode bestehen darin. daBl einerseits
die einzelnen Operationen (Differentiation, Integration) in algebraische Aus-
driicke tibergehen, und folglich die Gleichungen, die die Operationen enthal-
ten, in algebraische Gleichungen transformiert werden. Andererseits kann die
Laplace-Transformation der Funktion auch dann in geschlossener Form ange-
geben werden, wenn diese fiir die Originalfunktion nicht giiltig ist (in Inter-
vallen kontinunierliche oder periodische Funktionen). Diese Vorziige machen
die weite Verbreitung der Laplace-Transformation auf dem Gebiet der Elektro-
technik, der Regelungstechnik, der Schwingungslehre, usw. verstdndlich.

Die Laplace-Transformation ist aus der primitiven Heavisideschen
Operatorenrechnung entwickelt worden, die auf die technische Betrachtungs-
weise aufgebaut ist. Da ihre Regeln nicht genau formuliert waren, fithrte ihre
Anwendung oft zu falschen Ergebnissen, weshalb sie durch die von Mathe-
matikern ausgearbeitete strenge Methode verdringt wurde. Es mag hier er-
wihnt werden, dafl die moderne, auf der Distributionstheorie beruhende
Operatorenrechnung als eine Synthese der beiden Verfahren aufgefalit werden
kann [3].

Wihrend die Mathematiker nun einerseits klare Regeln des Verfahrens
entwickelten, behandelten sie die Laplace-Transformation andererseits not-
wendigerweise in einer Formulierung, die sich fiir die technischen Anwendungen
wenig eignete. Die Gegensitze in der Auffassunglassen sich um die hier zu be-
sprechenden beiden Probleme gruppieren. Der strengen mathematischen Auf-
fassung gemdB kann die Derivierte einer in Intervallen kontinuierlichen Funk-
tion an der Unstetigkeitsstelle nicht definiert werden, vielmehr kann man
hochstens von links- und rechtsseitigen Grenzwerten sprechen. In der techni-
schen Auffassung hingegen wird der Begriff der Derivierten in einem allge-
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meineren Sinne gebraucht. Die Frage 146t sich auch so formulieren, dafl der
Dirac-Impuls der mathematischen Auffassung nach keine Funktion dar-
stellt, wihrend er in der technischen Praxis als eine Funktion behandelt wird.
Dieses Problem offenbart sich im Satz iiber die Laplace-Transformierte der
derivierten Funktion. Andererseits ist die Laplace-Transformation der mathe-
matischen Auffassung gemill im allgemeinen fiir derartige Funktionen defi-
niert, deren Wert links vom Punkte ¢ = 0 gleich Null ist. Die in den techni-
schen Anwendungen vorkommenden Funktionen sind nicht notwendigerweise
dieser Art, was bei einigen Aufgaben Schwierigkeiten verursacht.

Die erwidhnten Probleme wurden auch in den Werken iiber die technische
Anwendung der Laplace-Transformation nicht iiberbriickt, da diese entweder
besondere Regeln zu schaffen gezwungen sind [2], oder innere Widerspriiche
enthalten [1], oder die Frage einfach umgehen [3]. Im folgenden wird eine
Abfassung der Laplace-Transformation gegeben, die den zweiten Wider-
spruch eliminiert und damit den Satz iiber die Laplace-Transformierte der
Derivierten ermitteit.

2. Mathematische Behandlung der Laplace-Transformation

Zur Klarung der Unterschiede zwischen den beiden Auffassungen bzw.
den diesbeziiglichen Sitzen., soll zuerst ein Uberblick iiber das bekannte mathe-
matische Verfahren der Laplace-Transformation gegeben werden. Demnach
haben Funktionen der Form f(f) mit reellen Verinderlichen eine Laplace-
Transformierte, die sich im Bereiche f > 0 dem Unendlichen héchstens so
nihern wie e®, ferner deren Integral fiir jedes Intervall von endlicher Linge
beschrinkt und f(r) gleich Null ist im Intervall < 0. In diesem Falle ist die
Laplace-Transformierte F(p) der Funktion f(t) definitionsgemif:

Z10) =F(p) = [f()e " d. )

Ist nun f(t) in Intervallen kontinuierlich, so gilt

[
19

() = fi). G <t <1 i 7 (2)

wo fi(t) kontinuierlich und t, = 0 ist. Den in der Praxis vorkommenden Fillen
entsprechend soll die Funktion in simtlichen Intervallen einen links- und
rechtsseitigen Grenzwert haben, d. h. es gelte

ftioy +0) =fiti1) = t{ltni fi ()
76— 0) =1, t) = lim £,).
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‘Wird der Differentialquotient der Funktion, — der im weiteren analytische
Derivierte genannt wird — und der in den t = ¢;-Stellen nicht definiert ist,
mit f (t) bezeichnet, dann schreibt sich seine Laplace-Transformierte laut
{1) zu
. = . n 1 .
FfO=[fOePdi=23 [fi@)e P dr. (3)
0 i=1t¢

d—1

Nach partieller Integration hat man

Zf0=pZf0O+ 2 [fi@) e — fi(ti) e ] (4)
Fihrt man fiir den Sprung der Funktion die Bezeichnung

Af(t) = fron () —fi (&) = (& + 0) — f(t; — 0) ©)

ein, dann kann Satz (4) in die Form

Z 1) =pF(p) - f(+0) — é"l Af () e Pl (6)

umgeschrieben werden. Da definitionsgemaf f(— 0) = 0, 1aBt sich (6) auch
in die Form

FfO=PF(p) = 3 Af)e ™

bringen.

Letzten Endes besteht also die Moglichkeit, die Laplace-Transformierte
der Derivierten einer Funktion dann aus der Laplace-Transformierten der
Originalfunktion zu bilden, wenn die Werte des Sprunges der Funktion an
den einzelnen Unstetigkeitsstellen bekannt sind. Ist die Funktion im Falle
4 > 0 kontinuierlich, so braucht nur der Wert (- 0) bekannt zu sein. Ist die
Funktion f(¢j gegeben, dann verursacht das keine Schwierigkeit, doch hat der
Satz in diesem Falle keine groBere Bedeutung. Einerseits wird die Derivierte
der gebenen Funktion nur selten angegeben, andererseits kann die Differen-
tiation durchgefiihrt werden, und man braucht die Transformierte von j(t)
nicht mit der Transformierten von f(f) auszudriicken.

In der Praxis hingegen ist eben jener Fall von Interesse, bei dem es sich
um die Laplace-Transformierte der gesuchten Unbekannten handelt. In solchen
Fillen bedeutet die Ermittlung der Spriinge A f(t) bzw. in einfacheren
Fillen des Wertes f (- 0) eine besondere Aufgabe. Unbequem wirkt sich fer-
ner aus, dafl der Ausdruck eventuell viele — im Falle von periodischen
Funktionen sogar unendlich viele — Glieder zihlt.



14 Gy. FODOR

Wird der Ausdruck & f (1) ricktransformiert, dann mufl man sich vor
Augen halten, dal} er an den Stellen t = t; nicht definiert ist, man erhilt also
keine Aufklirung iiber die GroBle der Spriinge. Aus der analytischen Derivier-
ten 148t sich mithin die Funktion nur dann rekonstruieren, wenn die 4 f (t;)-
Spriinge gesondert angegeben sind. Zur Illustration des Gesagten untersuchen
wir die in Abbildung 1 gezeigte exponentielle Impulsfunktion

j=10 =t = ®)

| e 0<tT,
i

2

7 1

. !

Hi

o 2

Die Laplace-Transformierte dieser Funktion ist

Fip)= -7 (9)
pP—Ta
Daf(+0)=1und Jf(T)= — e T, erhalten wir auf Grund von (6)
. e fe-DT ;  a—(e=p)T
Fhy=p T s = 2750 )
P« p—u
woraus man mit (9)

f(,):)g t<<0,t>T (11)

| —ae ™ 0<t<"T

erhilt. Dies kann auf Grund von (8) auch unmittelbar errechnet werden, doch
hat man fiir die Spriinge an den Stéllen t = 0 und ¢t = T keinerlei Aufschliisse.
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3. Sprungfunktion und Dirae-Impuls

Yom Gesichtspunkte der techmischen Anwendung aus ist die Einheits-
funktion 1 (f) von @uBerst grofler Bedeutung. Sie wird folgendermaflen defi-

niert

1t —T) = 3(1) ’ (12)

Streng genommen, kann diese Funktion an der Stelle t = T nicht differenziert
werden. Fiihrt man jedoch formell den Dirac-Impuls d(t) ein. der eben die
verallgemeinerte Derivierte von 1(t) sein soll, und bezeichnet man diese all-
gemeinere — auch fir die Unstetigkeitsstellen definierte — Derivierte im In-
teresse der Unterscheidung von der analytischen Derivierten statt mit f (¢)
mit {7 (t), dann hat man

1< T, t>T,

t=T. (13)

1’(z—T):é(t—T)=.= 0

Der Dirac-Impuls wird auf die an der Stelle t = T ermittelte Weise unendlich,
denn gemdfl (13) gilt fir r;< T

d 2 0 1< T, (14)

Xé(tmT)dt:l(t—T):l L i~ T

to

In Ubereinstimmung mit dem Gesagten wird der Dirac-Impuls so de-
finiert, daf} an jeder Stelle t; fiir eine kontinuierliche Funktion f ()

(00— 1) dt = flr). 5=t 0. (15)

t
woraus sinngemdif
F ot —~T)=e"?T (16)

folgt.

Die Dirac-Funktionen hoherer Ordnung konnen als Derivierte héherer
Ordnung der Sprungfunktion 1(f) definiert werden, doch pflegen diese nicht
vorzukommen.

In der technischen Mathematik werden die Sprungfunktion und der
Dirac-Impuls als ebensolche Funktionen betrachtet wie die kontinuierlichen
und beschrinkten Funktionen, und dementsprechend wird auch mit ihnen
gerechnet. Den strengen mathematischen Beweis fiir das Verfahren lieferte
die neuentwickelte Distributionstheorie, die die in der technischen Mathematik
iiblichen Methoden praktisch nur bestitigte.
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Die in Abbildung 1 gezeigte Funktion kann also in der Form

£ =[1() — 1t — T)] e~ (17)

geschrieben werden. Sie wird gem#f den Regeln fiir die Differentiation eines
Produktes deriviert und man erhilt

fry=[1t) — 1t — )] -[— ae ] = [6(t) — o(t — T) e™*] =
(18)
= — af(t) + 8(t) — 6(t — T)e<T.

Die Funktion f() zeigt an der Stelle t = 0 einen Sprung von der GrofBe -+ 1,
und an der Stelle t = T einen Sprung von der GréBle — ¢~ *7. Auf Grund der
Regeln fiir die Differentiation von Produkten haben wir also tatsdchlich ein
richtiges Ergebnis erhalten.

4. Modifizierte Form der Laplace-Transformation

Unter den in der technischen Praxis vorkommenden Vorgéngen lassen
sich zwel Gruppen unterscheiden. Es gibt Vorgiinge, die in einem bestimmten
Zeitpunkt (oder an einer bestimmten Stelle) beginnen, zuvor jedoch einen
Nullwert haben, oder doch zumindest gleich Null gesetzt werden kénnen.
Bei zeitlichen Vorgidngen nennt man sie Einschalterscheinungen und wihit
als Anfangszeitpunkt im aligemeinen den Wert t; = 0. Bei der anderen
Gruppe von Vorgiingen kdnnen wir annehmen, dall sich die Einschaltung
schon frither abgespielt hat, so daf} ein stationdrer Zustand erreicht ist, und
die GroBen in der Zeit konstant oder periodisch sind. In einem gegebenen Zeit-
punkt ereignete sich jedoch im System eine Verdnderung, etwa im System
selbst, oder in der Zeitfunktion der #ufleren (konstanten oder periodischen})
Erregung. Als Zeitpunkt wird in diesem Fall fiir gewdshnlich t = 0 gewihlt.
Dieser Fall ist offenbar allgemeiner, als der zuvor erwihnte und schliefit auch
jenen in sich.

Die vorkommenden Gréflen sind also im Falle ¢ << 0 nicht gleich Null,
sondern sie sind gemilB einer gegebenen Funktion verinderlich. Die Aufgabe
besteht darin, die Verinderung im Bereiche ¢ > 0 auf Grund der bekannten
Verdnderung im Bereiche t < 0 zu ermitteln. Unter der Laplace-Transfor-
mierten der Funktion f(f) versteht man nun den Ausdruck

Fof (@) = Fy(p) = [ 1(t — 1) £ (1) e dl (19)
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Da im allgemeinen t, = 0 gewihlt wird, ist

Fof ()= Folp) = [ 10F0) e dt = [ () e a1 (20)

was formell vollig mit der Definition (1) iibereinstimmt, dem Inhalt nach
jedoch nicht. Dort wurde nimlich von der zu transformierenden Funktion
vorausgesetzt, dal} sie die Form 1 (f) f(¢) hat, wihrend hier der Faktor 1 (¢}
in der Definition der Transformation mitinbegriffen ist. Im Laufe der Anwen-
dungen brauchen wir deshalb den Index 0 nicht anzugeben.

Wird die Laplace-Transformation fiir eine Differentialgleichung ange-
wendet, so wird diese zuerst mit 1 (z) multipliziert, und danach die Formel
(1) oder (20) angewendet. Das ist deshalb wesentlich, da im Sinne des Gesagten
man nicht die Laplace-Transformierte des Ausdruckes [1 (¢) f(¢)]’, sondern die
des Ausdruckes 1 (7) f (t) benotigt.

5. Die Laplace-Transformierte der Derivierten

Es sei also f () eine in Intervallen kontinuierliche und kontinuierlich
differenzierbare, an jeder Stelle iiber rechts- und linksseitige Grenzwerte ver-
figende Funktion, die nun auch fiir die Werte t < 0 in der Form

fO)=f@E L <t<t, i=0,1,2..n (21)

definiert wird, wobei t, = Ound ¢_, = — oo . Mit der Einheitsfunktion ausge-
driickt, hat man somit

n

fly = 2;[1 (t —tq) — 1t — 1)1 (1) (22)

e

Die verallgemeinerte Derivierte der Funktion wird in der Form

0= S0 — 1) = 16— 01 fi(0) +

(23)
+ [6(t — t;-1) — 8(¢ — )] fi(0)}

gebildet. Fiir kontinuierliche f;-Funktionen ist natiirlich f; () = f7;(). Bildet

man auf Grund der Formel (20) die Laplace-Transformierte von f’(t) mit dem

Anfangspunkt 7y = 0 in der Form

Zof ()= [ 1O (1) e, (24)
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+
{

n Li sy ) .
Fof (0= 3{ | fit e dt + fltg) e —

I=1 ti—1 (25)

~fi(t;) e*ﬁf;} — f5(0):

dann wird mit (4) oder durch partielle Integration

Zof () = Zof(0) = fi0) = D[ (1) e —
(26)
—fi(tig) e 4 f (1) e T Flim—fi(r) e TFY],

Letztlich ergibt sich mit f;; (0) = f(—0) der sehr einfache Zusammenhang
Zof'()) =pF(p) —f(—0). (27)

Dieser Ausdruck ist auch formell viel einfacher als der Zusammenhang (7)
fiir die Laplace-Transformierte der Funktion f(t) Wesentlicher ist aber die
inhaltliche Vereinfachung: Zur Bildung der Laplace-Transformierten der
Derivierten brauchen wir keinen Wert aus dem Bereiche ¢ > 0, sondern nur
den »Endzustand« der gesuchten Funktion zu kennen. Der Endzustand f(—0)
ist jener Wert, den die GroBe in dem vorldufig stationiren Zustand, unmittel-
bar vor der Verdnderung aufgenommen hat. Der Zusammenhang (27) ist nicht
nur einfacher, sondern wir wissen auch, daf die Derivierte f” (¢) mehr Infor-
mationen enthilt, als f (f).
Im Beispiel, das in Abschnitt 2 gepriift wurde (Abb. 1), ist

1 — g (@a=0T
Flp)= —"—. (28)
p—ea

Da f(—0) = 0, erhdlt man

1 - e le=0)T 1] —e@=pT
Zf'th=p . — = — g — e — 1 — e~ AT, (29)
p—+u p+ua

Die inverse Transformierte wird durch Anwendung von Gleichung

{16) zu
IO f (1) = — af () + o(1) — o(t — T)e~=". (30)

wie das schon frither (Zusammenhang 18) unmittelbar errechnet wurde.
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6. Kontinuitiit der Funktion

Wenn man die Regeln (6) bzw. (27) fiir die Laplace-Transformation der
Derivierten vom Gesichtpunkte der Rechentechnik aus priift, so kann man
feststellen, daBl sich die beiden im wesentlichen nur dann unterscheiden,
wenn die Funktion f () selbst nicht kontinuierlich ist. In diesem Zusammen-
hang taucht die Frage auf, ob es iiberhaupt eine physikalische Realitit hat,
wenn die Funktion einer Grofle unstetig ist, deren Differentialquotient gleich-
falls einen physikalischen Inhalt besitzt und in devselben Aufgabe vorkommt.
Ist das ndmlich unméglich, kommt also die Derivierte der unstetigen Funk-
tionen in Wirklichkeit nicht vor, so ist die hier aufgeworfene Frage ein Schein-

problem.
—AAA—— =
L
r
R —
= o—-
m
al 5 c) Iod

bk 2

Betrachtet man die Zeit als unabhéngige Verdnderliche, dann ist die
Differentialgleichung der auf Abb. 2 gezeigten mechanischen bzw. elektri-
schen einfachen Svsteme (d. h. der Systeme mit einem Energiespeicher)

a) rs’+hks=f: bymv —rv=f:
) 1 S
¢yRg +—qg=u: ¢) L' -+ Ri = u,

c

wo [ die Zeitfunktion der wirkenden Kraft ist. Wenn sich in diesen Systemen
die Bewegung s. die Geschwindigkeit v, die Ladung ¢ bzw. der Strom 7 sprung-
weise dndern, so werden sich auch die dazugehérenden Energien sprungweise

dndern :

a) w, = »%v kst LW, = L mu?;

1 Periodica Polviechnica Ef Vi1,
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Eine sprungweise Energieverinderung setzt eine unendlich hobe
Leistung voraus, sie kann also nur dann zustandekommen, wenn die #uBlere
Erregerwirkung (Kraftquelle, Spannungsgenerator) eine unendlich hohe
Leistung liefert. Da dies unmdoglich ist, kann es sich bei den Funktionen nur
um kontinuierliche handeln. Dieser Satz kann auch derart formuliert werden,
dafi das Integral der Erregerwirkung nur eine kontinuierliche Funktion sein
kann.

Streng genommen, ist diese Argumentation in der Tat richtig. In der
Praxis liegen die Dinge aber anders. Kurz dauernde Kraft-, Spannungs- oder
Stromimpulse werden oft zweckmifBig und berechtigterweise durch einen
unendlich kurzen Impuls von gleicher »Fliche«, also durch einen Dirac-
Impuls ersetzt:

8(t) == Goo(1) worin Go= | g(e) de. (33)

und g(t) die gegebene Kraft-, Spannungs- oder Stromfunktion ist. Das Integral
dieser Erregung ist im Sinne von (14) unstetig, ihre Leistung ist im Zeitpunkt
t = 0 unendlich hoch. Die Brauchbarkeit dieses zweifellos idealisierten Ver-
fahrens wird folgendermaflen gesichert: Wenn die Berechnung fiir einen kurzen
Jmpuls mit einer Einheitsfliche durchgefithrt wird, und wenn sich im Laufe
der Losung die Liange des Impulses Null ndhert, dann stimmt das Ergebnis
mit der zum Dirac-Impuls gehorenden Lésung tiberein, bei der die Linge des
Impulses mit der Einheitsfliche im voraus unendlich klein angenommen
wurde. Die Bedeutung dieser Methode wird auch dadurch unterstrichen, daf
die sogenannte Gewichtsfunktion in der Regelungstechnik, bei der Priifung
linearer Systeme eine grundlegende Rolle spielt. Das ist die Zeitfunktion der
gesuchten Grofle in dem Falle, wenn die Erregung (das Eingangssignal) der
Dirac-Impuls ist. Vorstellbar sind auch Aufgaben, bei denen die gegebene
Erregunsfunktion aus mehreren aufeinanderfolgenden Dirac-Impulsen besteht.
bzw. solche enthilt, die also weitere Spriinge zustandebringen.

Derartige Aufgaben kénnen auch mit der strengen Methode der Laplace-
Transformation gelést werden. Dazu mufl aber der Sprung der gesuchten
GroBe im Zeitpunkt des Eintretens des Dirac-Impulses auf Grund physika-
lischer Erwigungen ermittelt werden. Bei der hier beschriebenen Methode
eriibrigt sich dies, da sich die Spriinge herausstellen, wie dies im nichsten
Abschnitt illustriert werden soll.

Der Ubersichtlichkeit halber schreiben wir nun die Regeln (6) und (27)
fiir die Laplace-Transformierte des analvtischen bzw. verallgemeinerten Dif-
ferentialquotienten noch einmal auf. Wenn die Funktion der Einfachheit
halber nur an der Stelle t = 0 unstetig und im Bereiche 1 > 0 kontinuierlich
ist, dann hat man
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Zf(t)=pF(p) — f(+ 0), (34)
Zof (1) =pF(p) — f(— 0), (35)

wo (35) allgemeine Giiltigkeit hat.

Es mufl jedoch darauf aufmerksam gemacht wevden, dafi die beiden
Verfahren nicht miteinander verwechselt werden diirfen, wie das die Ver-
fasser mehrerer — sonst ausgezeichneter — Biicher tun. Wird der Dirac-Impuls
als eine Funktion aufgefalit, dann muf} die hier beschriebene Methode ange-
wendet werden, also z. B. Regel (35). Die Anwendung der allgemeinen (6)
oder der speziellen Regel (34) wiirde zu unrichtigen Ergebnissen oder zu
Widerspriichen fihren. In den nachstehenden Beispielen wird auch das
illustriert.

7. Beispiele
Als erstes Beispiel sollen die in Abb. 2 gezeigten einfachen Systeme
gepriift werden. Die Erregung ist ein einziger kurzer Impuls im Zeitpunkt
t = 0, der durch die Funktion 0(t) beschrieben ist. Die Differentialgleichung
schreibt sich zu

Vo av=FkLo@r), t 0 (36)

wo in den einzelnen Fillen

y= s, 1 q i
= o L R (37)
T m RC L
k:FnT' FOT‘ UOT. UOT.
ro mo R L

Im Augenblicke vor dem Einsetzen der Wirkung des Impulses sei y(—0)=c
(vorgespannte Feder, bewegende Masse, geladener Kondensator, von Strom
durchflossene Spule). Dieser Wert ¢ ist durch den zuvor bestandenen Zustand
des Systems bestimmt, er ist also als bekannt anzusehen.

Der strengen Mathematik gemidll ist 4(¢) keine Funktion, die Lésung der
Differentialgleichung kann also nur im Bereich t > 0 (und nicht im Bereich
t 2= 0) gesucht werden:

¥ + a)A e O, t > 0. (38)
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Die mathematische Anfangsbedingung ist y(<4- 0) = b. Fiir die Gleichung
wird die Laplace-Transformation unter Beriicksichtigung von (34) angewen-

det, so daf}

pY —b-+aY =0, (39)

Y(p) =~ (40)

p-+a
Die inverse Transformierte ist:
y(t)y=be ™, 10, (41)

Der Mathematiker hat damit seine Aufgabe erfiillt, und es bleibt dem prak-
tisch Anwendenden iiberlassen, den Zusammenhang zwischen ¢ und b zu ermit-
teln. Da y(f) an der Stelle t = 0 einen Sprung aufweist, wird

¥(t=0) = [¥(+ 0) — ¥(—0)] o(t) = y(0) = [b—c] o(t)+x(0).  (42)
Die Differentialgleichung (36) nimmt im Zeitpunkt ¢ = 0 die Form
V(0) = ax(0) =k o(r) (+3)
an. Mit (42) erhilt man hieraus
(b — ¢) o) = ¥v(0) + a v(0) = k o(n). (44)
Werden die beiden endlichen Glieder neben den unendlichen Gliedern o(t)
vernachldssigt, dann gilt
b=k c (45)

und driickt man die Losung der Differentialgleichung mit dem gegebenen

Wert a aus. dann wird
M) = (k= c)e .t 0. (46)

Betrachiet man den Zusammenhang (45) als cine Regel, dann braucht man den
zwischenliegenden Gedankengang nicht jedesmal durchzugehen.

Wenden wir uns nun der anderen Losungsmethode zu! Auf Grund der
Differentialgleichung (35) kann die Laplace-Transfurmation mit (16) unmittel-
bar durchgefiithrt werden, und man hat
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pY —c+a¥ =k (47)
k

-+
p+a

Y(p)=

Die inverse Transformierte lautet

(k+c)e, t=0. (49)

¥(®)

Das Ergebnis stimmt natiirlich mit dem unter (46) gegebenen iiberein, blof
war das Verfahren einfacher.

Verfihrt man schlieBlich nach der »gemischten« Methode, dann hat
man die Differentialgleichung (36) zu transformieren, aber die Regel (34)
anzuwenden, woraus man

pY(p) —b+aY(p)=k (50)
und mit (45)
Y(p) = EEE (51)
p-a

erhilt. Wir stehen also vor dem unrichtigen Ergebnis
y() =2k +c)e ", +>0. (52)

Nach dieser Methode konnen wir nur dann ein richtiges Ergebnis erhalten,
wenn die in der Mathematik sehr ungewshnlichen »Ausnahmeregeln« ange-
wendet werden [2].

Der praktische Unterschied zwischen den beiden richtigen Methoden
wire noch augenfilliger, wenn die Erregerfunktion mehrere Dirac-Impulse
enthielte, wenn also die Erregung die Form

n
o) = b)) + ks — 1) 120 (53)
hitte.

Nach dem strengen mathematischen Verfahren kann die Differential-
gleichung immer nur in einem t, <t < #;, , Intervall gelost werden. Am
Anfang jedes neuen Intervalles mul} die Bedingung (45) iiber die rechnerische
Ermittlung der Anfangsbedingung von neuem erfiillt werden. Mit Hilfe unserer
Methode hingegen ldfit sich die Laplace-Transformierte aus (53) unmittelbar
ableiten, und die einzige unerldfiliche Anfangsbedingung ist — unabhiingig
von der Zahl der Unstetigkeitsstellen — der Anfangswert y(—0).
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Nehmen wir nun ein anderes Beispiel, das zu einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiihrt! Der Abb. 3 entsprechend wirke eine Feder und eine
suflere Kraft auf eine sich bewegende Masse. In der Abbildung sind auch die
elektrotechnischen Analoga dieses Problems eingetragen.

Die Differentialgleichung fiir alle drei Fille schreibt sich zu

d*y -
4 +ody = g(t), (54)
de?
1‘( AN B
e
~gif

)
0 ||| ‘7}

?,
€

Abb. 3
wo in den einzelnen Fillen
yoop gl
s kim  f(t)m
g 1/LC u(g)/L (55)

¢ YLC dijar.

Es sei g(t) == o(1), und die Anfangsbedingung der Einfachheit halber

le2]

M=0) = 0. y'(=0) = 0. (56)

Dem strengen mathematischen Verfahren gemif ist die Laplace-Trans-
formierte mit den Bezeichnungen y(--0) = b, y(-+0) = c:

p2Y —pb — ¢+ oy Y =0, (57)
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. pbLtec -
Y(p) = —‘;% ; (58)
P wy
woraus
() = becoswyt + sinwyf, t>0. (59)
[N
Zu ermitteln sind dann noch die Konstanten b und ¢. Im Augenblick ¢t = + 0

kann v schon einen endlichen Wert annehmen, y selbst dagegen nicht, folglich
1st b = 0, wihrend anhand von (54) im Augenblicke ¢ = 0

S =B 0 =5 0100 + 50 (60)
= Ji=o0

wird, womit man in der schon gezeigten Weise
ce=30)=1+y(—0)=1. (61)

und schliefilich die Losung

¥(t) = __1‘_ sin gyt (62)

g

erhdlt. Nach der beschriebenen Methode schreibt sich die transformierte
Gleichung unter Beriicksichtigung der Null-Anfangsbedingungen zu

Y — oy Y =1 (63)
. 1
Y(p) =~ (64)
P™ T &
woraus unmittelbar
¥{t) = ———sinwy
@y

geschrieben werden kann.

Betrachten wir nun eine andere Variation der »gemischten« Methode[1]!
Das zitierte Werk wendet beim gegebenen Beispiel das folgende Verfahren an.
Es wird angenommen, daB y(+-0) = 0 und (dy/dt) , _ ., = 0. Daraus erhilt
man nach Transformation die Gleichung (63) bzw. die Losung (64). Scheinbar
ist also alles in Ordnung. Die Bedingung y(- 0) = 0 wird erfiillt, doch ist
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_%y_ =coswyt=1, wenn t= 0, (66)
t

d. h. die Aufgabe erfiillt die angenommene Anfangsbedingung nichi, der-
zufolge der Anfangswert der Derivierten gleich Null ist.

Zusammenfassung

Bei der Losung zahlreicher technischer und physikalischer Probleme kann die Methode
der Laplace-Transformation mit Vorteil angewendet werden. Einen der wichtigsten Sitze
der Methode bildet der Zusammenhang iiber die Laplace-Transformierte des Differential-
quotienten. Der strengen mathematischen Behandlung gem#fl miissen die Unstetigkeits-
stellen der Funktion aus der Untersuchung ausgeschlossen werden, und dfjdt = f(t) 16t
sich nur an den endlichen Stellen definieren. In diesem Falle ist

7 £(t) = pF(p) —fl— 0) — [;:‘0 [F(ti = 0) — f (ti— 0)]e=Pi,,

worin mit t; die Unstetigkeitsstellen der Funktion f(t) bezeichnet werden. Ist die Funktion
nur an der Stelle t; = 0 unstetig, dann erhdlt man

Ff(t) = pF (p) — f( -+ 0).

Da physikalisch die GréBe f(—0) als Anfangsbedingung angegeben ist, wird dieses Verfahren
auch im Falle einer einzigen Unstetigskeitsstelle langwierig sein.

Wenn die Derivierte der unstetigen Funktion mit dem Dirae-Impuls (1) ergdnzt und
formell als eine kontinuierliche, beschrinkte Funktion behandelt wird, dann erhilt man fiir
die Laplace-Transformierte dieser verallgemeinerten Derivierten f'(f) unabhiingig von den
Unstetigkeitsstellen

Zof'(t) = pF (p) —f(— 0).

Dieses Verfahren liefert technisch wertvolle Informationen iiber die Derivierte und ist iiber-
dies auch bedeutend einfacher. Auch die Mischung der beiden Methoden ist in der Fach-
literatur verbreitet, doch enthilt sie innere Widerspriiche und kann gegebenenfalls zu falschen
Ergebnissen fithren.

Es sei noch bemerkt, daBl die gesuchte und die zu differenzierende Funktion in einem
wirklichen System aus Energie-Griinden nur dann unstetig ist, wenn die Erregerfunktion
(z. B. dullere Kraft, Generatorspannung) selbst unendlich wird wie der Dirac-Impuls. Diesem
Fall aber kommt — besonders in der Regelungstechnik — gréfite Wichtigkeit zu.
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