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In der Praxis sieht man sich oft vor die Aufgabe gestellt, ein bestimmtes
‘pll
Integral I = { f(p)dp mit einer Anniherungsmethode zu berechnen, falls

die F unktions?verte f(p) mit nicht dquidistanten Abszissen p; bekannt sind.
So kann zum Beispiel f = r¥p sein, worin p eine analytische Funktion von r
bedeutet, deren Inverse aber mit elementaren Hilfsmitteln nicht darstellbar
ist. In solchen Fillen gilt die Trapezsumme

:%[(fo-{—fl) (Pr—Po)+ (i +£) (Pa—Py) + o+ (Fuma ) (Pa—Put)] =

= % [ﬁ) (Pl -"PO) _l[—fn (Pn “pn~1) +f1 (Pz - PO) e "}"j;z——l (Pn - pn~2)]

nur als rohe Anndherung. Angenommen, n =2k sei eine gerade Zahl, dann
bendtigt man, um die Simpsonsche Regel anwenden zu kénnen, eine zu einer
neuen Variablen x fithrende Transformation, bei der die entsprechenden Teil-
intervalle gleich sind. Wenn die Funktion f(p) z.B. tabellarisch gegeben ist,
dann wird die Durchfiihrung der prinzipiellen Transformation, die zum Integral

I= j flp(= . dx fiihrt, im allgemeinen Schwierigkeiten bereiten. Statt

die r&blen;ung zZu bﬂden, wollen wir zur Bestimmung des Integrals eine Annihe-
rungsformel angeben.
Wir nehmen auf der x Achse dquidistante x; mit der Schrittbreite

h==x; ., — x; an. Esseiim Falle 0<Zi<{n Pit1 2_&‘1 =4dp;s py—po =
= 4Ap, bzw. pp — pn_1= 4p,.
T s . . dp Ap .
Nun wihlen wir eine Funktion p(x) derart, daf§ || == p e Geo-
x )

metrisch bedeutet diese Aufgabe, dafi die Kurve der zu ermittelnden Funktion
durch die gegebenen n 4 1 Punkte geht, wobei ihre Tangenten in den Anfangs-
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und Endpunkten mit den entsprechenden Sehnen zusammenfallen, und in
den Zwischenpunkten mit den die Nachbarpunkte verbindenden Sehnen
parallel sind. Eine ganze rationale Funktion, die diese Forderungen erfiillt,
ist leicht anzugeben. Die 2k 4+ 1 Punkte und die zugehdrigen Tangenten
bestimmen ein Polynom 4k -+ l-ten Grades. Fiir k=1 wird

p)=p,+ A4 @x—2x)+ Bx—x)?+C(x— )%+
+ D (x — x)* + E (x — x,)5,

=4 +2B(x—x) +3C(x —x)? + 4D (x — 2, + 5 E (x — x4,
po = p; — Ah + Bh? — Ch® 4 Dh* — Eh3,

ﬁ&:A

. — 2Bh + 4 Ch? — 4 Dh3 - 5Eh*,

Ps = py + Ah -+ Bh? -+ Ch® + Dhs + Eh5;

A}f’z = A -+ 2 Bh - 3Ch? - 4 Dh® L 5 Eht,
Aps _ 4
h

Aus diesen Gleichungen erhalten wir

g3 Ap.—4p C =0,
1 B2

p=_Ap—4p  p_,
4 ht
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es ist also

APy g 3 AP = AP e AP Ay

h 4 h? 4ht

p(x)=ps +-

Ist k> 1, dann erfiillt die obigen Anforderungen eine Funktion, die
je Teilintervallenpaar streckenweise aus je einem solchen Polynom vierten

Grades besteht.

1
Wendet man zuerst die Trapezformel T = h i—— (Yo+¥a) T3+ .+

| 2

. d .
-+ ¥,—1 auf die Funktion ¥ =f ;E— an, dann erhilt man die schon in der
X

Einleitung erwihnte Summe,

1
T='—; [fOAPO "}"fndpn“‘:_z(fldpl':— R '{_ rr—lAPn-l)]'
: . dp . .
Wendet man sodann auf die Funktiony = f- o die Simpsonsche Regel
x
k
S:—s—zsiyi an, wo s;= 1, 4, 2,...4, 1, dann hat man
h 3 4p. 1 &
S:-———-?SAIA-__.;__..__. SIIA i
3 o 2 h 3 =0 Jidp

in der die Variable x nicht mehr erscheint. Diese letzte Summenformel kénn-
ten wir die verallgemeinerte Simpsonsche Regel nennen. Eigentlich geniigt es,
sich auf & = 1 zu beschrinken, wobei s; = 1, 4, 1 ist. Beim Anschlieffen
jedes neueren Teilintervallenpaars ist ndmlich

Jor (Pak = Pas—1) + Sor (Pase1 — Pa) = 2 ok ’Bﬂ’ﬂ%&l;l

das heiBt von zwei anschlielenden dufleren Teilintervallen wird ein einziges
inneres Teilintervall gebildet. -

Ist Ap; konstant, dann erhilt man die bekannte Formel wieder, denn es
ist jetzt p = x, also dp;, = h.

Wendet man nun die neue Regel auf den Fall f(p) = C konstant an,
dann wird
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1 .
S:?C[Iﬁ_po'%‘z(Pz““Po)+P3_P1+"‘ +
+2(Pn—'pn—2) +Pn".pn~1] =C(Pn'—P0)5

Pa
was mit dem Integral J = SCdp genau iibereinstimmt. Dieses Ergebnis ldBt

[3

sich auch so formulieren, daf die Summe der den Ordinaten f; zugehérigen

1
Gewichte -é*SiA P; dem Grundintervall gleich ist.

Diese letzte Tatsache bestitigt die obige Definition von dp; .

Eine strenge Fehlerabschitzung geniigt fiir k = 1, weil der Fehler fiir
k > 1 aus den Fehlern der einzelnen Teilintervallenpaare zusammengesetzt ist.

Bekanntlich gibt die Formel

h5
J o S=H = — — 4 (£
90 3

den Fehler der Simpsonschen Regel an; £ ist hierbei ein geeignet gew#hlter
Wert zwischen xy und xy + 2h = x,.

. d
In diesem Falle ist y = f d—p ,und wennf"', f"'.f""’ undf(4) die Ableitungen
x

von fnach p bzw. p’, p’’, p’’’ und p"*) die Ableitungen von p nach x bezeichnen,

dann ist
H = — {0 p S 10§ pp 4 107 pp"'+ 151/ ' +
+10f" p"p”" +5f'p P(4)},
denn d5}; = 0. Wie man sieht, bleibt bei gleichen Teilintervallen nur das erste

%
Glied iibrig, bei f = konstant ist dagegen H = 0. Im allgemeinen erhilt
man eine obere Schranke fiir ! H
der sechs eingeklammerten Glieder summiert. Dazu mufl man die Ableitungen
von fnach p, oder mindestens die oberen Schranken ihrer Absolutwerte kennen.
Fiir die Ableitungen von p(x) 16t sich aus den Formeln

, wenn man die Maxima der Absolutwerte

p/z API + APZ—"AP() (x__xl) (-_3_ Q:ﬁ],

h h? 2 R

4p* — 4pq [_L _ r—x)? ]
3 ,

rr — 3
P h2 h2

r Apy —Ap, . ) — dp, — dp,
O )y P 6
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unschwer bestimmen, daB

,_ Apy+05]Apy—ApiT | . _ 3 |dp,—4
p | < 2P ‘hpz poliz g_o__l_P_zh_a_M;

lp”’l§_6 IAPZ:—APO!': ] (4){ ____,.._—Z]_Bﬂ
e it

Da h’ in den Nennern der einzelnen Glieder vorkommt, erscheint h in der
oberen Schranke von ]H| nicht mehr., Wie man sieht, 148t sich mit der
Yerminderung der Differenz zweiten Grades ;.Ap2 — Ap01 im Verhiltnis
zu Ap,; auch die Fehlerschranke vermindern.

Wird die Zahl k bei gegebenem Grundintervall p, — p, hinreichend
grofl und das groBite Teilintervall hinreichend klein, dann folgt aus der Be-
schrianktheit der Ableitungen von f, daf die Fehlerschranke beliebig klein
werden kann.

Sind in der Praxis die Ableitungen von f unbekannt oder verursacht ihre
Berechnung zu grofle Schwierigkeiten, dann bewiihrt sich bei hinreichend
grofem k einere andere, weniger strenge Fehlerabschidtzung. Der Fehler
der urspriinglichen Simpsonschen Regel 148t sich im Absolutwert mit der
folgenden Formel annihern, wenn man die Ableitung durch den Differenzen-
quotienten ersetzt:

kh kh
B =y max|dty [ = max |y, +yi = 4 (Yies + yird) + 630

|
i

il

i=0,1,2,...2k—4.

Aus dieser Formel wird in unserem allgemeinen Fall

Ez.’gig cmax |44 (f,Af)| =

k
= ‘9? max | f 4, Apiva +1idp; — 4 (firsdPiss + fi414Pi41) + 6 fi00 4Py |-

Die Anwendung der letztgenannten Formel erhellt aus folgendem einfachem
Beispiel, wobei auch I exakt berechnet werden kann. Es sei

5 9

f:i7 Po=0,2; p,=2; I= d—=1n10=2,30259.‘. n=28
p

P

0.2
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k=4
pi 4pi fi fidp sifidpi 4%(fidpi)
0,2 0,2 5,0 1,000 1,000
0,4 0,15 2,5 0,375 1,500
0,5 0,1125 2,0 0,225 0,450 +0,124375 °
0,625 0,15 1,6 0,240 0,960 +0,2025 max.
0,8 0,1875 1,25 0,234375 1,46875 -.0,01125
1,— 0,225 1,0 0,225 9,900 --0,073125
1,25 0.3 0.8 0,240 0,480 10,036875
1,6 0,375 0,625  0,234375 0,93750
2,— 0.4 0.5 0,200 6.200

6, 89673 13

T = 2,37375 S = 2.29875

Der wirkliche Fehler ist H = 0,00374 (ca. 1,69 ,).
Mit der letzteren Fehlerabschitzung wird £ = 0,009.

Es ist zu bemerken, daB E im allgemeinen nicht immer gréfier ist als
"H . Jedenfalls 1iBt sich behaupten, daB auf Grund der vorausgesetzten

Stetlfrkelt von f bei hinreichend grofliem & und hinreichend kleinem maximalen
Ap;, H mit E beliebig klein werden kann.

Zusammenfassung

Die bekannte Trapezformel gibt bereits eine Anniiherungsmethode fiir ein bestimmtes
Integral im Falle ungleicher Teilintervalle. Eine genauere Anniherung ermoglicht die Verall-
gemeinerung der Slmp=on~chen Regel fur diesen Fall. Es werden zwei Fehlerabwhdtzunﬂen
an«erreben “auch wird ein einfaches Beispiel gezeigt.
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